NAPREDNI KONCEPTI ELEMENTARNE MATEMATIKE
Januar 2 2026.

1. Izracunati arccos(cos(arcsin(sin x))) za x € [—m, 0].

2x
2. Ako x € (0, g), dokazati sinx > —.
e
n 4: X :
. ..3X . 3 X .3 X n_1.3x_3 sin 57 — sin x
3. Dokazati sin §+381n §+9sm 2—7+~--+3 sin = 1

1
4. Odrediti skup resenja nejednacine o (1 - V1- 9x2) < 1.

5
Odrediti skup resenja nejednacine log, Ex -1>1.
Resiti jednacinu (x + 1)(x + 4)(x + 7)(x + 10) + 81 = 0 u skupu R.

Nagci sve z € C takve da (z —2)(Z + 1) € R.

S

Izracunati z € C dobijen rotacijom 2 + 3i oko 4 + 2i za 45° u smeru kazaljke na satu.
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10. Odrediti ostatak pri deljenju polinoma X2026 4+ X2025 4 1 g3 X2 —2X + 1.
n Xn—l X2
11. Dokazati da polinom T + m +- 4 = + X + 1 nema visSestruke korene.

n
12. Za polinom P(X) desetog stepena vazi P(n) = )

9. Akox,y #0 i x? + Xy + y2 = 0, izraCunati

zan=0,1,...,10. Izracunati P(11).

c 3
+ + > —. Za kojea,b,c
+b+c 1l4+c+a 14+a+b 5

13. Akoa,b,c >0ia+b+c =1, dokazati ]

se dostize jednakost?

/ b
14. Ako a,b,c > 0, dokazati a + 24—+ 5?/E > 7.
c a+c b

15. Ako a? + b? + ¢? = 1, izrac¢unati maksimalnu vrednost izraza a + 2b + 3c.

Svaki zadatak nosi 10 poena.

Ocengivanje: 0-50:5, 51-60:6, 61-70:7, 71-80:8, 81-90:9, 91— :10.



SKICE RESENJA

1. Za x € [-1t/2,0], arcsin(sin x) = x, —x € [0, 7t/2] i arccos(cos(—x)) = —x, pa je:
arccos(cos(arcsin(sin x)) = arccos(cos x) = arccos(cos(—x)) = —x.
Za x € [-1t,—1/2], =t — x € [-1t/2,0], pa koriste¢i sin(x) = sin(—7m — x) i prethodni slucaj:
arccos(cos(arcsin(sin x))) = arccos(cos(arcsin(sin(—7m — x)))) = -1 — x.

2. Kako je sinx konkavna funkcija na intervalu [0, 7t/2], prema Jensenovoj nejednakosti za
svako A € (0,1) vazi sin((1 = A) -0+ Ant/2) > (1 — A)sin0 + Asin(rt/2), tj. sin(Ant/2) > A.
Ako za x € (0,71/2) uzmemo A = 2x/m, dobijamo Zeljenu nejednakost.

3. Koristeéi formulu sin 3x = 3sin x — 4sin® x imamo da je:

k o3 X k-1 4 X
. .x  3tsingy =3 singy
3k 1sm?’§= 3 1 3 ,k=1,2,...,n,

pa zamenom na levoj strani, i sredivanjem teleskopa dobijamo zeljenu jednakost.

4. Nejednacina je definisana za x € [-1/3,1/3], x # 0. Za x € (0,1/3], mnozenjem sa x i
sredivanjem nejednacina se svodi na V1 -9x2 > 1—x. Kako su obe strane pozitivne, kvadri-
ranjem i sredivanjem dobijamo 10x? < 2x, pa deljenjem sa 10x > 0 sledi x < 1/5. Dakle,
x € (0,1/5) je resenje u ovom slucaju. Za x € [-1/3,0), mnozenjem sa x 1 sredivanjem ne-
jednacina postaje V1 -9x2 < 1—x. Obe strane su pozitivne, pa kvadriranjem i sredivanjem
ovaj put dobijamo 10x? > 2x. Deljenjem sa 10x < 0 opet dobijamo x < 1/5. Dakle,
x € [-1/3,0) je reSenje u ovom slucaju. Resenje je x € [-1/3,0) U (0,1/5).

5. Uslovi za definisanost su x > 0, x # 11 5x/2—-1> 0, tj. x > 2/5, x # 1. Za x € (2/5,1)
nejednacina je ekvivalentna sa \/m < x. Obe strane su pozitivne, pa kvadriranjem
i sredivanjem dobijamo 2x? — 5x +2 > 0, tj. 2(x — 2)(x — 1/2) > 0. Dakle, x € (2/5,1/2)
je reSenje u ovom slucaju. Za x € (1,00) nejednacina je ekvivalentna sa \/m > X.
Opet su obe strane pozitivne, pa kvadriranjem i sredivanjem dobijamo 2x2 — 5x + 2 < 0,
tj. 2(x — 2)(x — 1/2) < 0. Dakle, x € (1,2) je reSenje u ovom slucaju. ReSenje je x €
(2/5,1/2)U(1,2).

6. Uvodenjem smene y = x + 11/2 jednacina se svodi na:

(v —9/2)(y = 3/2)(y +3/2)(y +9/2) =81 =0, tj. (y* - 81/4)(y* - 9/4) — 81 = 0.
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11.

12.

13.

Uvodenjem smene z = y? — 45/4 jednacina postaje:
(z-9)(z+9)—-81=0, tj. z2 = 0.

Odatle, z =0, paje y = +3v5/2, i resenja polazne jednacine su x = (£3V5 — 11)/2.

. Uslov (z=2)(Z +i) € R ekvivalentan je sa (z—2)(Z+1i) = (z = 2)(Z + i), tj. sa (z = 2)(Z +i) =

(z—2)(z—1). Mnozenjem dobijamo zZ+iz—2Z—2i = zZ—2z—iZ+2i, tj. 2(z—2Z)+i(z+Z) = 4i,
tj. 4iImz + 2i Rez = 4i, odakle Rez = 2 - 2Imz. Dakle, resenjasuz =2-241+iA, A € R.

. Broj w rotiran oko 0 za 45° u negativnom smeru jednak je w(cos(—7/4) + isin(—m/4)) =

w(l —1)/V2. Dakle, z = (2+3i =4 = 2i)(1 — i)/V2 + 4+ 2i = (4= 1/V2) + (2 + 3/V2)i.

. Neka je t = x/y; tadaje t? +t +1 =0, odakle je t3 — 1 = (t = 1)(t2+t + 1) = 0, tj. t3 = 1.

Takode, x/(x +y) = t/(t + 1) = t/(—=t?) = =1/t i y/(x +y) = 1/(t + 1) = 1/(~t?) = —1/t2.

2025 2025
X Yy _ 1 I 5
X+y + X+y T 42025 44050

jer je t2025 = #4050 = 1 jer 3| 2025 i 2 | 4050.

Sada je:

Zapigimo X226 + X2025 4 1 = (X — 1)?q(X) + aX + b. Zamenom X = 1 dobijamo a + b = 3.
Primenom izvoda imamo 2026X29%5 4+ 2025X20%4 = 2(X — 1)g(X) + (X — 1)?¢’(X) + a, pa

zamenom X = 1 dobijamo a = 4051. Sada je b = —4048 i ostatak je 4051 X — 4048.
n-1 Xn—l
+ +--
n-1)! (n-2)!
X + 1; dakle, P(X) — P/(X) = X"/n!. Ako je a zajednicki koren za P(X) i P/(X), a je

Oznacimo dati polinom sa P(X). Njegov izvod jednak je P’'(X) = -+
tada i koren od P(X) — P’(X), pa je @ = 0 jedini kandidat za zajednicki koren. Medutim,
kako 0 ocigledno nije koren od P(X), P(X) i P’(X) nemaju zajednicki koren, tj. P(X) nema
visestruke korene.

Uoc¢imo polinom Q(X) = (X+1)P(X)—X. Ocigledno, Q(X) je jedanaestog stepenai Q(n) =0
zan=0,1,...,10. Dakle, Q(X) = cX(X=1)(X=2)...(X =10). Za X = —1, sa jedne strane
Q(-1) = (-1 +1)P(-1) = (-1) = 1, a sa druge strane Q(—1) = ¢(-=1)(=2)...(-11) = —c11!;
odatle, ¢ = —1/11!. Sada vidimo da je Q(11) = —1, pa je P(11) = (Q(11) + 11)/(11 + 1) =
10/12 = 5/6.

Kako je a + b + ¢ = 1, imamo:

a b c a b

+ 3ot 5 = f@+ f0) + f(0),

+ + =
1+b+c¢c 14+c+a 14+a+b 2-a 2




14.

15.

gde je f(x) =x/(2—x). Iz uslovaa,b,c >0ia+b+c=1sledia,b,ce(0,1). Funkcija
f(x) je konveksna na (0, 1). Ovo nije tesko zakljuciti jer f(x) =x/(2—x) =-1-2/(x-2), ili
racunom izvoda f’(x) = 2(x —2)72 i f”(x) = —4(x — 2)73, odakle je f”'(x) > 0 za x € (0, 1).

Prema Jensenovoj nejednakosti je:

b
0019 (£2429) < () -5 -3

Sto smo 1 zeleli da dokazemo.

Al ti 4 + b + ¢ 3+ 2 + 2 + 2 >
rnativin = — >
AtV o T Ty T, 29—4 2-b  2-¢
>3+ ) S
- (2-a)/2+(2-b)/2+(2-¢)/2 3-1/2 5 5

gde nejednakost sledi iz HA nejednakosti.

Imamoﬁ+2\/ b +5i/E=
c a+c b
a+c b b s/[c slc  slc  olc  ]c
=- Y DBy b Y IRy
b= +\/a+c+\/a+c+\/;+\/;+\/;+\/;+\/;

>—1+8ﬁa+c ‘/52 %5
¢ Vatc b

gde je nejednakost AG nejednakost. Jednakost bi vazila ako bi svi sabirci bili medusobno jed-

=-14+8=7,

naki, Sto automatski znaci da bi morali da budu jednaki 1 jer u proizvodu daju 1. Medutim,
kako (a + c)/c # 1 jer a # 0, zaklju¢ujemo da je nejednakost stroga.

Neka je a2 + b2 + ¢ = 1. Prema Kosi-Svarcovoj nejednakosti je:
(a+2b+3c)> < (a® +b%+c?)(12+ 22+ 32) = 14,

odakle sledi a + 2b + 3¢ < V14. Jednakost se dostize ako a : 1 = b : 2 = ¢ : 3, pa nakon
ubacivanja u a2 + b2 + ¢2 = 1 vidimo da se jednakost dostize za npr. a = 1/V14, b = 2/y14
ic=3/ \/ﬁ Dakle, trazena maksimalna vrednost je \/ﬂ



