NEPREBROJIVOST SKUPA R

SLAVKO MOCONJA

Definicija 1. Neka je S C R. Definisemo igru Is za dva igraca A i B na sledeéi nagin:

e Na pocetku igre (korak 0):
* A bira proizvoljan broj a¢ € R;
* B odgovara izborom proizvoljnog broja by € R takvog da ag < bg.

e Pretpostavimo da su posle koraka n izabrani brojevi a, (A-ov izbor) i b, (B-ov izbor) takvi

da a, < b,. U koraku n + 1:

* A bira proizvoljan a,+1 € R takav da a, < 4,41 < by;
* B odgovara izborom proizvoljnog b, 41 € R takvog da 4,11 < by41 < by,.

e A dobija igru ako ae :=sup{a,: n € N} € S.

Komentar 2. a) Primetimo da su svi izbori u toku igre moguéi. Konkretno:
e izbor ag je mogué jer R # 0;
e izbor by je mogué jer R nema najvedi element;
e izbori a,4+1 1 by+1 su mogudi jer je R gusto ureden.
b) Po pravilima igre imamo:
g < ay < dg < -+ < by <by < bg;
dakle:
e niz (a,) je strogo rasuéi, niz (b,) je strogo opadajuéi, i svaki b, je gornje ogranicenje celog
niza (a,);
e dakle, ac = sup{a,: n € N} postoji;
e StaviSe, 4, < de < by, za sve n.

c¢) Igru Ir A sigurno dobija.
Tvrdenje 3. Ako je S prebrojiv, B ima pobednicku strategiju za Is.

Dokaz. Neka je S = {s1, 82,83, ...}; B-ova strategija je:
e u koraku 0, B bira proizvoljno by € R takvo da ag < by;
e u koraku n, B bira b, = s, ako je takav potez legalan; u suprotnom, bira proizvoljno b, € R.

Dokazimo da je B dobio igru. Pretpostavimo suprotno, 4. € S. Tada je a. = s, za neko n > 1. Kako
je 4y < Aoo < by—1 1 Sy = A, pratedi strategiju imamo b, = s,. Medutim, to je u kontradikciji sa
Ao < by. O

Teorema 4 (Kantor). R nije prebrojiv.

Dokaz. Prema komentaru 2(c), B ne moze da dobije Ir. Prema tvrdenju 3, R nije prebrojiv. O



