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1. ПРЕГЛЕДНЕОПХОДНИХПРЕДЗНАЊА

ПРОСТОР C(K)

1.1. Моивација. Почев о руе оине, у оку основних суија оро је роучен росор
C[a, b] нерекиних функција на семену [a, b]. Између осало оказано је а је реч о комленом
росору, акле Банаховом, заим ререзенација уално росора

C[a, b]∗ ∼= NBV [a, b],

ри чему функционалу Λ ∈ C[a, b] оовара нормализована функција ораничене варијације g и важи
ререзенација омоћу Силјесово инерала

(1) Λ(f) =

∫ b

a

f dg.

Најза оказано је а је ску олинома свуа ус у C[a, b] - Вајершрасова еорема.
Сва навеена својсва моу се ренеи на ошије росоре C(K), е је K неки комакан

Хаусорфов оолошки росор. Комленос росора C(K) захева само механичку рерау
оказа комленоси C[a, b] е се изосавља.

1.2. Техничка лема. Тоолоија која је јеновремено комакна иХаусорфова не може се знача-
јно ромении. Доавање нових оворених скуова моуће је само на рачун уика комакноси, а
изосављање на рачун уика T2 аксиоме сеарације. Прецизније важи врња:

Нека су на скуу K заае ве оолоије, комакна κ и Хаусорфова χ, акве а је κ ⊇ χ.
Таа је κ = χ.

Доказ. Доказ ове врње ослања се на ве јеносавне чињенице - а је у комакном росору
сваки заворен ску ујено и комакан, ок у Хаусорфовом важи орано, сваки комакан ску је
заворен. Доказ се може наћи у [Руин функционална, оељак 3.8.] �

Примеа. Орана инклузија је моућа како оказује ример инискрене (која је комакна) и
искрене (која је Хаусорфова) оолоије.

1.3. Рисова еорема о ререзенацији. Важи изоморфизам

C(K)∗ ∼=M(K),

е јеM(K) росор свих комлексних Борелових мера на K са уоичајеним оерацијама и нормом
||µ|| = |µ|(K) (|µ| је ознака за уну варијацију мере µ). При оме, ако функционалу Λ оовара мера
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µ она важи ререзенација

Λ(f) =

∫
K

f dµ.

Доказ. Доказ се може наћи у [Руин реална и комлексна, Теорема 6.19.] �

Примеа. Рисова еорема је уошење формуле (1), јер осоји ијекција између функција из
NBV [a, b] и комлексних Борелових мера на [a, b].

Примеа2. Иса ререзенација важи и на росору C0(Ω), е је Ω локално комакан, а C0(Ω)
ску свих нерекиних функција које се анулирају у есконачноси, ј. свих нерекиних f : Ω→ C
аквих а за све ε > 0 осоји комакK ⊆ Ω акав а за x /∈ K важи |f(x)| < ε.

1.4. Теорема [Сон-Вајершрас]. а) (реални случај) Нека јеA ⊆ CR(K) - росор реалновре-
носних нерекиних функција на ољем R. Ако су исуњени слеећи услови:

(i) A је алера, о јес f, g ∈ A, α ∈ R овлачи f + g, αf , fg ∈ A;
(ii) A саржи ар јену консанну функцију;
(iii) A разваја ачке, о јес за све x, y ∈ K осоји h ∈ A акво а је h(x) 6= h(y),

аа је A уса у CR(K).
) (комлексни случај) Нека је A ⊆ C(K). Ако су исуњени слеећи услови:
(i) A је алера, о јес f, g ∈ A, α ∈ C овлачи f + g, αf , fg ∈ A;
(ii) A саржи ар јену консанну функцију;
(iii) A разваја ачке, о јес за све x, y ∈ K осоји h ∈ A акво а је h(x) 6= h(y);
(iv) A је заворена за комлексно конјуовање, о јес f ∈ A овлачи f ∈ A,

аа је A уса у C(K).

Доказ. а) Биће извеен у неколико корака.
1◦ Ако је 0 ≤ f ∈ A, она

√
f ∈ A. Не уи се на ошоси, ако се реосави а је f < 1.

Уочимо функцију g = 1 − f ≥ 0 која акође риаа A и искорисимо Маклоренов ре
∑
ant

n

функције t 7→
√

1− t који конверира равномерно о t ∈ [0, 1]. Таа заменом t = g(x) налазимо√
f =
√

1− g =
∑
ang

n и конверенција је равномерна, о јес о норми росора C(K), а саирци
риаају A јер је реч о алери.

2◦ Ако f , g ∈ A, она min{f, g}, max{f, g} ∈ A. Примеимо, ре свеа а (зо 1◦) h ∈ A
овлачи |h| ∈ A, јер је |h| =

√
h · h. Даље

min{f, g} =
1

2
(f + g − |f − g|), max{f, g} =

1

2
(f + g + |f − g|),

и римеимо а је A акође алера јер су оерације нерекине у max норми (множење зо
ораниченоси функција).

Инукцијом и за min и max коначно мноо функција.
3◦ За сваке ве x, y ∈ K и све λ, µ ∈ R осоји h ∈ A са својсвом h(x) = λ и h(y) = µ. Заиса,

осоји h0 ∈ A са својсвом h0(x) 6= h0(y), а за h узмемо α + βh0, е се α и β оијају решавањем
2× 2 сисема линеарних јеначина чија је еерминана h0(y)− h0(x) 6= 0.

4◦ За ао f ∈ CR(K), ао y ∈ K и све ε > 0 осоји hy ∈ A аква а је hy(x) < f(x) + ε за све
x ∈ K и hy(y) = f(y). Заиса, нека су x, y ∈ K аи. Посоји (зо 3◦) hx,y ∈ A ј. hx,y(x) = f(x) и
hx,y(y) = f(y). Фиксирамо y и за све x ∈ K уочимо оворене околине Ux,y акве а је за све z ∈ Ux,y
hx,y(z) < f(z) + ε. (Такве околине осоје јер су све навеене функције нерекине.) Околине Ux,y ,
x ∈ K окривају комак K, а осоји њих коначно мноо које акође окривају K, рецимо Uxj ,y ,
1 ≤ j ≤ m. Узмемо hy = minj hxj ,y .

5◦ За ао f ∈ CR(K) и све ε > 0 осоји h ∈ A аква а је f(x) − ε < h(x) < f(x) + ε за све
x ∈ K. Зо 4◦ за све y осоји hy ∈ A ј. hy(y) = f(y) и hy(x) < f(x) + ε. Оаеремо околине Vy
у којима важи hy > f − ε. Оне окривају K а осоји њих коначно мноо које акође окривају K,
рецимо Vyj , 1 ≤ j ≤ m. Узмемо h = maxhyj .

Тако је A уса у CR(K), а име и A.
) Посмарајмо ску AR који се сасоји о реалновреносних функција из A. Тај ску је очио

алера и саржи консанне функције. Да исмо оказали а разваја ачке, римеимо а из f ∈ A
слеи из чевро услова f̄ ∈ A, и оуа Re f = (f + f̄)/2 и Im f = (f − f̄)/2 ∈ AR. За ило које ве
x, y ∈ K осоји f ∈ A ј. f(x) 6= f(y). Таа је Re f(x) 6= Re f(y) или Im f(x) 6= Im f(y). Према
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рехоном елу AR је уса у CR(K). Лако ривоимо оказ крају, јер за f ∈ C(K), функције
Re f и Im f риаају CR(K) и моу се арокисмираи функцијама из AR, рецимо g и h. Међуим,
g + ih ∈ A и оово. �

1.5. Послеице. Алера олинома разваја ачке на семену [a, b], алера олинома о n
роменљивих разваја ачке на комакном оскуу росора Rn и алера риономеријских
олинома разваја ачке на [a, b] оакле слее различие класичне варијане еорема о ароксимацији.

Примеа. Ако се осуак оисан у рехоном оказу римени на алеру олинома у C[a, b]
она се нерекина функција најре ароксимира изломљеном линијом, а ова олиномима. То се
вии јер се за hs,t моу узеи линеарне функције

ТОПОЛОШКИ ВЕКТОРСКИ ПРОСТОРИ

1.6. Дефиниција. Тоолошки векорски росор (скраћенио ТВП) је векорски росор X
оремљен Хаусорфовом оолоијом ако а су оерецаије саирања векора X × X 3 (x, y) 7→
x+ y ∈ X и множења векора скаларом C×X 3 (α, x) 7→ αx ∈ X нерекине.

Зо нерекиноси саирања вии се а је аква оолоија ранслаорно инваријанна, а је за
њено ознавање овољно зааи азне околине јене ачке, јер се осали азни скуови моу оии
њиховом ранслацијом. Разумљиво, а јена ачка иће о равилу 0.

За оолошки векорски росор X каже се а је локално конвексан ако осоји сисем азних
околина (нуле) који се сасоји о конвексних скуова.

Дуални росор оолошко векорско росора X (у ознаци X∗) је ску свих нерекиних
линеарних функционала. Дакле

X∗ = {ϕ : X → C | ϕ је линерана и нерекиан}.

Јасно је а је X∗ векорски росор. Касније ћемо виеи како и на који начин се он може снаеи
срукуром оолошко векорско росора.

1.7. Сисеми олунорми. Полунорма на векорском росору X је функција p : X → R за коју
важи

(i) p(x) ≥ 0;
(ii) p(αx) = |α|p(x) за α ∈ C и x ∈ X;
(iii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Дакле, о норме неосаје услов нееенерисаноси: p(x) = 0 акко x = 0.
За фамилију олунорми pi, i ∈ I на векорском росору X кажемо а разваја ачке ако за све

0 6= x ∈ X осоји инекс i ј. pi(x) 6= 0.
Ако фамилија олунорми (pi)i∈I разваја ачке, она се за азне околине нуле моу узеи скуови

Bp1,p2,...,pn,ε1,...,εn = {x ∈ X | p1(x) < ε1, . . . , pn(x) < εn}.

Базне околине ачке x0 се оијају заменом x са x− x0 у орњој формули. Без уика ошоси, сви
есилони моу ии иси, јер их има коначно мноо. Умесо азних околина, моу се зааи суазне
околине као

Sp,ε = {x ∈ X | p(x) < ε},
јер је аа очио

Bp1,...,pn,ε1,...,εn =

n⋂
j=1

Spj ,εj .

Тоолоија оијена на оисани начин је увек локално конвексна, зо услова (iii) у ефиницији
олунорме.

1.8. Примери.
(1) Просор роних функција DK чији носач је саржан у комаку K се зааје сисемом

олунорми
pK,N (f) = max

|α|≤N
max
x∈K
|∂αf(x)|,
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ок се росор роних функција зааје реко зв. инукивно лимеса, о чему ове неће
ии речи

(2) Просор исриуција се зааје као уални росор D′ = D∗.
(3) Просор H(Ω) холоморфних функција у оласи Ω са зв. нормалном конверенцијом

(равномерном на комакима) зааје се сисемом олунорми

pK(f) = sup
z∈K
|f(z)|, K b Ω.

(4) Нека је E Банахов росор. Нема норме која и оисала слау конверенцију у E. Међуим
осоји оолоија зааа сисемом олунорми

pΛ(x) = |Λ(x)|, Λ ∈ E∗.

(Наравно, не морају се узеи сви функционали - може се оараи неки фунаменалан ску.)
(5) Прехони римери су сви или локално конвексни. Ево јено који није. Нека је 0 < p < 1,

и (X,µ) росор са мером. Ску Lp(X) се не може нормираи на санаран начин, јер не
важи нејенакос Минковско, али осоји мерика

dp(f, g) =

∫
X

|f − g|p dµ (ез сееновања са 1/p!).

Та мерика енерише ооварајућу оолоију.

1.9. О уалном росору. Посоји ооварајуће уошење Хан-Банахове еореме, али оно не
важи ез реосавке о локалној конвексноси. Тек аа је моуће оказаи а осоје неривијални
нерекини функционали. И више, моуће је оказаи а уални росор X∗ има овољно оау
срукуру а разваја ачке, оносно а за све x, y ∈ X осоји Λ ∈ X∗ акво а је Λ(x) 6= Λ(y).
Без услова локалне конвексноси моу се оии неоични резулаи. На ример, за 0 < p < 1 важи
Lp(0, 1)∗ = {0}, оносно у је јеини нерекиан функционал ривијалан. Послењи резула је
срикно везан за инервал (0, 1), јер за 0 < p < 1 за росоре низова важи (lp)∗ ∼= l∞.

Слаа ∗ оолоија на уалном росору X∗ је оолоија зааа омоћу олунорми

px(ϕ) = |ϕ(x)| x ∈ X,

оносно реч је о олунормама које оичу о израчунавања функционала у ачки. Ове олунорме
очио развајају ачке. То је рироан начин а оремимо уални росор локално конвексном
оолоијом.

Међуим, ако је олазни росор X Банахов, о је већ рећа оолоија коју уознајемо на њему
(ри оме и најслаија). Наиме, на X∗ већ осоји оолоија инукована нормом, као и слаа
оолоија, која оиче о олунорми

pΛ(ϕ) = |Λ(ϕ)|, Λ ∈ X∗∗,

и која, у случају каа X није рефлексиван, може ии срикно јача о слае ∗.
Сецијалан случај слае ∗ конверенције је конверенција у закону расоеле, ознаа из веро-

ваноће.

Слеи сисак врђења која моу ии о кориси.

1.10. Сав. Нека је E Банахов росор и Q ⊆ E конвексан ску. Таа је Q заворен ако и само
ако је слао заворен.

Примеа. Орана имликација је ривијална, ок је она ирекна ослеица конвексноси.
Слична врња не важи за оворене скуове.

1.11. Теорема [Банах-Алаолу]. Нека је V околина у оолошком векорском росоруX . Таа
је њена олара

V ◦ = {ϕ ∈ X∗ | |ϕ(x)| ≤ 1 за све x ∈ V }
слао ∗ комакан ску.

Примеа. Каа је X Банахов росор, аа се најчешће за V узима јеинична лоа. Таа је V ◦
јеинична лоа у уалном росору. Оуа у Банаховим росорима важи врња а је јеинична
лоа на уалном росору слао ∗ комакан ску.
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Доказ. Може се наћи у [Руин функционална, Теорема 3.15.] �

1.12. Крајње ачке. Нека је X (оичан) векорски росор, и нека је Q ⊆ X конвексан ску.
Тачка a ∈ Q назива се крајња ачка (скуа Q) ако из b, c ∈ Q, θ ∈ [0, 1] и a = θb + (1 − θ)c слеи
a = b = c. Друим речима, крајње ачке конвексно скуа су оне које се не моу ресавии као
конвексна коминација неких руих ачка о скуа.

1.13. Теорема [Крејн-Милман]. Нека је X ТВП, акав а X∗ разваја ачке, и нека је K ⊆ X
комакан конвексан ску. Таа је K = co K0, е је K0 ску крајњих ачка скуа K и co K0 =
{θx+ (1− θ)y | x, y ∈ K0, 0 ≤ θ ≤ 1} конвексан омоач скуаK0.

Доказ. Може се наћи у [Руин функционална, Теорема 3.21.] �

1.14. Коменари. Према мишљењу ауора е еорема заслужују еие „камен емељац“ функ-
ционалне анализе. Прве ри, Хан-Банахова, Банах-Шајнхаусова и еорема о овореномресликавању
орађују се на основним суијама. Чевра и еа су Алаолуова и Крејн-Милманова.

Посено, коминација ослење ве оказује се каомоћно оружје ри оказивању а неки Банахов
росор не може ии уал неко руо росора. Наиме, ако о јесе, она је рема Алаолуовој
еореми заворена јеинична лоа комакан и конвексан ску у слаој ∗ оолоји. Према Крејн-
Милмановој еореми она се мора оклоии са заворењем конвексно омоача скуа својих крајњих
ачака. Оуа је овољно ронаћи крајње ачке јеиничне лое и ако их нема (као у случају L1(0, 1))
или их има ремало (као у случају C[0, 1]) олазимо о конраикције. Посено је занимљиво шо
се ролем свео на налажње крајњих ачака које имају чисо алеарско својсво, независно о ило
какве норме или мерике. Још росије, „олик“ јеиничне лое је неки у ререка за осојање
ре-уала.

ИНТЕГРАЦИЈА И АНАЛИТИЧНОСТ У БАНАХОВИМ ПРОСТОРИМА

1.15. Појам слао инерала. Нека је (X,M, µ) росор са мером и f : X → E функција која а
ресликава у неки Банахов росор E. Инерација акве функције се јеносавно може ефинисаи
о кооринаама у случају каа је E коначне имензије. У ошем случају свари се комликују.
Неосрено уошење инерације о кооринаама је ојам слао инерала који ефинишемо
овако:

Кажемо а је f : X → E слао инераилна, ако за све Λ ∈ E∗ осоји инерал
∫
X

Λf dµ (чиме
смо рећуно реосавили мерљивос свих функција Λ ◦ f , ј. слау мерљивос) и ако осоји
x ∈ E са својсвом ∫

X

Λf dµ = Λx, за све Λ ∈ E∗.

Пролем је у овом „ако осоји“, јер је највећи ролем слао инерала иање њеове езис-
енције, исина у E, јер је ресликавање

E∗ 3 Λ 7→
∫
X

Λf dµ ∈ C

очилено линеарно, а уз мало среће иће и ораничено, е оуа осоји ϕ ∈ E∗∗ акво а је∫
X

Λf dµ = ϕ(Λ),

али о она значи а је наш слаи инерал „оеао“ у руи уал.

1.16. Појам Бохнерово инерала. Бохнеров или јаки инерал ефинише се осуком који
уошава консрукцију Лееово инерала. Полази се о росих мерљивих функција, олика∑
j ajχAj , е су aj ∈ E елемени Банахово росора и Aj ∈ M мерљиви скуови, за које кажемо

а су инераилне, ако осоји зир
∑
j ajµ(Aj) =:

∫
X

∑
j ajχAj dµ. Заим за функцију f : X → E

кажемо а је инераилна, ако осоји низ росих инераилних функција sj акав а ||f(x) −
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sj(x)||E → 0, µ скоро свуа, и њен инерал ефинишемо као јаки лимес

lim

∫
sj dµ.

Показује се а резула не зависи о изора низа росих функција.

1.17. Услови Бохнер-инераилноси. Нека је (X,M, µ) росор са мером, може ии и ком-
лексном, E Банахов росор и f : X → E. Таа је f инераилна у Бохнеровом смислу ако и само
ако важе слеећа ри услова:

(i)
∫
X
||f ||d|µ| < +∞;

(ii) осоји сеараилан оросор E0 ≤ E, акав а f(X) ⊆ E0;
(iii) функција f је слао мерљива, ј. за сваки функционал Λ ∈ E∗ је функција Λ ◦ f мерљива.
Услови (ii) и (iii) у конјункцији називају се јака мерљивос.

1.18. Својсва Бохнерово инерала. Важе слеећа својсва:

(1)
∫
X

(αf +βg) dµ = α
∫
X
f dµ+β

∫
X
g dµ, за свака ва комлексна роја α, β и инераилне

f , g : X → E.
(2) Ако је A = A1 tA2, она је

∫
A
f dµ =

∫
A1
f dµ+

∫
A2
f dµ.

(3) Ако је f : X → E инераилна, и T : E → E′ ораничен оераор, она је и Tf инера-
илна и важи ∫

X

Tf dµ = T

∫
X

f dµ.

(4) Ако је f инераилна у Бохнеровом смислу, она је f и слао инераилна и инерали се
оклаају.

(5) Ако је fn : X → E низ јако мерљивих функција који µ скоро свуа конверира (о норми
росора E) ка некој функцији f , и ако осоји инераилна скаларна функција g аква а
је за све n и све x ∈ X исуњено ||fn(x)|| ≤ g(x), она важи∫

X

fn dµ→
∫
X

f dµ.

(6) Ако је f : X × Y → E инераилна у оносу на µ⊗ ν она важи Фуинијева еорема∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

1.19. Аналиичнос. Нека је Ω олас у C и E Банахов росор.
а) За функцију f : Ω → C кажемо а је слао аналиичка ако је за сваки функционал Λ ∈ E∗

функција Λ ◦ f : C→ C аналиичка;
) За функцију f : Ω→ C кажемо а је јако аналиичка ако у свакој ачки z0 ∈ Ω осоји лимес

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

о норми росораE. Очилено је а јака аналиичнос овлачи слау. Међуим може се оказаи и
орано. Наиме, а слаа аналиичнос овлачи јаку, као и а у ом случају важе уоичајене Кошијеве
формуле

(2)

∫
Γ

f(z) dz = 0, ако int Γ ⊆ Ω

1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − a
dz = f(a), ако је инекс криве Γ у ачки a јенак 1,

ри чему инерали у (2) осоје и као Бохнерови и као слаи.
Доказ се може ронаћи у [Руин функционална, Теорема 3.31.]. Зараво је уања оказа аква,

а се из слае аналиичноси рво оказују формуле (2), а оале јака аналиичнос.
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ТЕНЗОРСКИ ПРОИЗВОД

1.20. Каеоријална ефиниција. Нека су A и B (фиксирани) векорски росори на исим
ољем скалараK. Посмарајмо каеорију C чији су ојеки уређени арови (C,ϕ) који се сасоје о
јено векорско росораC (наK) и илинерано ресликавањаϕ : A×B → C (илинерано значи
линеарно о свакој о ве кооринае). Морфизми између ојекаа (C1, ϕ1) и (C2, ϕ2) у каеорији C
су линеарна ресликавања ψ : C1 → C2 аква а ијарам

A×B

C1

C2

.....................
.....................

.....................
.....................

.....................
...............................

............ϕ1

........................................................................................................................................ ..........
..

ϕ2

...................................................................................
.....
.......
.....

ψ

комуира.
Тензорски роизво векорских росора A и B, у ознаци A⊗B је универзални олазни ојека

у каеорији C. Формално, о је уређен ар (A ⊗ B,ϕ0), али неформално ензорским роизвоом
називамо само росор, а не и ресликавање. (Универзални олазни ојека у некој каеорији је
онај ојека за који осоји јеинсвени морфизам из о ојека у сваки руи.) То значи а за свако
илинеарно ресликавањеϕ : A×B → C осоји јеинсвено линеарно ресликавањеψ : A⊗B → C
акво а ијарам

(3)

A×B

A⊗B

C

.....................
.....................

.....................
.....................

.....................
.......................
............ϕ0

........................................................................................................................................ ..........
..

ϕ

...................................................................................
.....
.......
.....

ψ

комуира, ри чему је ϕ0 : A×B → A⊗B канонско илинерано ресликавање.
Оша размарања у еорији каеорија аранују а је универзални ојека јеинсвен (о на

изоморфизам) али не ињеову езисенцију. Соа ћемо езисенцију осено оказаи консрукцијом
ензорско роизвоа. Иак, ова каеоријална ефиниција има своје реноси, е је соа и навеена.

На ример рируживањем ϕ 7→ ψ (вии ијарам (3)) осварује се изоморфизам росора свих
илинеарних ресликавања из A×B у C и свих линеарних ресликавања из A⊗B у C. То јес(

L(A;L(B,C)) ∼=
)
L(A,B;C) ∼= L(A⊗B;C).

1.21. Консрукција ензорско роизвоа. Нека суA иB векорски росори на исим ољем
скалара K. Нека је V слооан векорски росор на скуом A × B, оносно ску свих коначних
K-линеарних коминација уређених арова из A×B, о јес

V =

∑
j=1

λj(aj , bj) | λj ∈ K, aj ∈ A, bj ∈ B


и нека је V0 њеов оросор енерисан векорима олика

λ1(a1, b) + λ2(a2, b)− (λ1a1 + λ2a2, b),

и

λ1(a, b1) + λ2(a, b2)− (a, λ1b1 + λ2b2),

е a, a1, a2 ∈ A, b, b1, b2 ∈ B, λ1, λ2 ∈ K. Елемени количничко росора V/V0 су класе
еквиваленције росора V моуло V0. Класу само уређено ара (a, b) (о јес ривијалне линеарне
коминације) означаваћемо са a⊗ b и зваћемо елеменарни ензор. Дакле:

a⊗ b = (a, b) + V0.
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Јасно је а се моу извеси јенакоси

(4)

(a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b
a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2

λ(a⊗ b) = (λa)⊗ b
λ(a⊗ b) = a⊗ (λb)

На ример, рву о њих извоимо на слеећи начин

(a1 +a2)⊗b = (a1 +a2, b)+V0 = (a1 +a2, b)+((a1, b) + (a2, b)− (a1 + a2, b))+V0 = a1⊗b+a2⊗b,

јер (a1, b) + (a2, b)− (a1 + a2, b) ∈ V0. Слично и осале.
Показаћемо а је количнички росор V0 јенак A⊗ B зајено са ресликавањем ϕ0 : A× B →

V/V0 аим саϕ0(a, b) = a⊗b. Заиса, нека јеC роизвољан векорски росор наKиϕ : A×B → C

илинеарно. Дефинишемо ресликавање ψ̂ : V → C са ψ̂((a, b)) = ϕ(a, b). То ресликавање је заао
сликама азних векора, а осоји и јеинсвено је. Покажимо а је ψ : V/V0 → C корекно заао
са ψ(a⊗ b) = ψ̂((a, b)) = ϕ(a, b). У у сврху овољно је оказаи а се ψ̂ анулира на оросору V0,
оносно а њеове енераоре слика у нулу. Међуим, о је јеносавно, јер је зо линеарноси ψ̂ и
илинеарноси ϕ:

ψ̂(λ1(a1, b) + λ2(a2, b)− (λ1a1 + λ2a2, b)) = λ1ψ̂((a1, b)) + λ2ψ̂((a2, b))− ψ̂((λ1a1 + λ2a2, b)) =

= λ1ϕ(a1, b) + λ2ϕ(a2, b)− ϕ(λ1a1 + λ2a2, b) = 0,

ψ̂(λ1(a, b1) + λ2(a, b2)− (a, λ1b1 + λ2b2)) = λ1ψ̂((a, b1)) + λ2ψ̂((a, b2))− ψ̂((a, λ1b1 + λ2b2)) =

= λ1ϕ(a1, b) + λ2ϕ(a2, b)− ϕ(λ1a1 + λ2a2, b) = 0.

Дакле, ресликавање ψ акво а ијарам (3) комуира осоји. Њеова јеинсвенос слеи, јер
мора ии ψ(a⊗ b) = ψ(ϕ0(a, b)) = ϕ(a, b), а елемнарни ензори a⊗ b енеришу V , а име и V/V0.

Примеа. Умесо ломазне консрукције A ⊗ B = V/V0 која очиње о оромно росора V
(кариналнос њеове азе је кариналнос о A×B), слооније оворимо о ензорском роизвоу
A⊗B чији су елемени коначне линеарне коминације елеменарних ензора:∑

λjaj ⊗ bj ,

са иенификацијама зааим релацијама (4).
Примеа2. Без икаквих сушинских измена у консрукцијама и оказима, ефинише се нзорски

роизво моула на неким рсеном R.

1.22. Тензорски роизво коначно имензионалних росора. Нека су A и B коначно и-
мензионални росори, са азам e1, . . . , en, оносно f1, . . . , fm. Таа је A ⊗ B акође коначно
имензионалан и јену њеову азу чине елемнарни ензори

(5) ei ⊗ fj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Јасно је а ску (5) енерише A⊗B. Да исмо оказали њеову линеарну независнос ослужи-
ћемо се универзалним својсвом. Наиме реосавимо а је

(6)
∑

λijei ⊗ fj = 0,

иуочимоилинеарноресликавањеϕi0j0 : A×B → K заао на азама (ei)и (fj) саϕi0j0(ei0 , fj0) = 1
и ϕi0j0(ei, fj) = 0, иначе. Такво ресликавање се на јеинсвен начин разлаже кроз A ⊗ B рема
ијараму (3). За ооварајуће ресликавањеψi0j0 : A⊗B → K важиψi0j0(ei⊗fj) = ϕi0j0(ei, fj) = 1
ка је i = i0 и j = j0 а анулира се за осале изоре инекса. Каа ресликавањем ψi0j0 наанемо
јенакос (6) оијамо λi0j0 = 0.

(И иначе, рехоно оисани осуак оказује, независно о реосавке о коначно имен-
зионалноси, а су векори ai ⊗ bj линеарно независни, ка о су акви ai оносно bj .)

Тако је dim(A⊗B) = dimA · dimB.
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1.23. Тензорски роизво Банахових и Хилерових росора. Нека су, саа, A и B Банахови
росори. Прехоно извеена консрукција снаева њихов ензорски роизво само срукуром
векорско росора. Тај ензорски роизво зваћемо алеарски ензорски роизво и означаваћемо
са A ⊗alg B. Међуим, ило и оро а ензорски роизво Банахових росора осане у исој
каеорији, о јес а и он уе Банахов. За очеак, реа на амеан начин увеси норму на
A⊗alg B. Разуман услов је а захевамо а важи
(7) ||a⊗ b|| = ||a|| ||b||.
Међуим, оказује се а, у ошем случају, има више различиих норми наA⊗algB које заовољавају
услов (7), као и а мное међу њима налазе свој смисао и римену. Иницијалне резулае у ом равцу
осиао је Гроеник еесеих оина рошло века. На овом месу нећем еаљно улазии у ову
расраву.

Јеном каа се заа разумна норма на A ⊗alg B моуће је извршии комлеирање оијено
нормирано росора (јер о равилу неће ии комлеан), и ако оијено комлеирање називамо
ензорски роизво Банахових росораA иB и означавамо саA⊗B, сваљајући ознаку за оарану
норму у инекс, јер се у зависноси о норме, комлеирања росора A ⊗alg B моу разликоваи и
као скуови.

Међуим, каа је реч о Хилеровим росорима, она норма оиче о скаларно роизвоа, за
који захевамо а не елеменарним ензорима узима вренос
(8) 〈a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2〉 = 〈a1, a2〉 〈b1, b2〉 ,
ри чему се на есној срани налазе осојећи скаларни роизвои у A, оносно B. Није ешко
роверии а је (8) корекно заа услов, оносно а је саласан са релацијама (4). Тај услов чини а
је скаларни роизво на A ⊗alg B јеинсвено заа. Комлеирање росора A ⊗alg B у оносу на
норму која роисиче из (8) називамо ензорски роизво Хилерових росора A и B и означавамо
са A⊗B

Зааци

1. Показаи а важе слеећи изоморфизми
а) H ⊕H ∼= H ⊗C2, е је H Хилеров росор на ољем C;
) H⊕n := H ⊕H ⊕ · · · ⊕H︸ ︷︷ ︸

n

∼= H ⊗Cn;

в)H⊕∞ ∼= H ⊗H0, е јеH⊕∞ ску свих низова (aj), j = 1, 2, . . . , aj ∈ H аквих а
∑
||aj ||2 <

+∞ са скаларним роизвоом 〈(aj), (bj)〉 =
∑
〈aj , bj〉, ок јеH0 роизвољан сеараилан Хилеров

росор.

2. Нека јеK комакан Хаусорфов росор. Доказаи а је

C(K)⊗alg C(K) ∼= W = {
n∑
j=1

fj(x)gj(y) | fj , gj ∈ C(K)} ⊆ C(K ×K).

Показаи а је скуW ус у росору C(K ×K) са санарном нормом.

3. Доказаи а јеL2(X,µ)⊗L2(Y, ν) ∼= L2(X×Y, µ⊗ν), ако је на есној срани реч оХилеровом
ензорском роизвоу.

4. Доказаи а оворена јеинична кула у есконачно имензионалном Хилеровом росору
није слао оворен ску.

5. Нека је X комакан оолошки росор и µ комлексна Борелова мера (или коначна оз-
иивна), E Банахов росор и нека је f : X → E нерекина функција. Доказаи а је f Бохнер
инераилна.

6. Наћи све крајње ачке јеиничне куле у росорима L1(0, 1), C[0, 1] и H - роизвољан
Хилеров росор.

7. Доказаи а оворена јеинична кула у росору l1 није слао оворен ску, ез озира на
чињеницу а је у ом росору јака конверенција низа еквиваленна слаој.
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8. Доказаи а важи изоморфизамH⊗alg H ∼= K0(H), е јеK0(H) ознака за оераоре коначно
рана на H .

[Уозорење: Ораии ажњу на о а ресликавање H 3 y 7→ Λy ∈ H , Λy(x) = 〈x, y〉 није линеарно
нео анилинеарно (важи Λαx+βy = ᾱΛx + β̄Λy), а за изоморфизамH∗ ∼= H реа насловљеном ресликавању
рикомоноваи неку анилинеарну изомерију, на ример

∑
aαeα 7→

∑
āαeα, е је eα нека оронормирана

аза. Без оа моуће је само оказаиH∗ ∼= Hop, е јеHop Хилеров росор који се оклаа саH као ску и
као Аелова руа, али се множење скаларом ефинише са (α, x) 7→ ᾱx, а скаларни роизво са (x, y) 7→ 〈y, x〉.
Слична сиуација, ојавиће се и у овом зааку.]

[Примеа. Норма на K0(H) која оиче о скаларно роизвоа (8) назива се Хилер-Шмиова или
Фроениусова норма. Тачке оијене комлеирањем росора K0(H) у ој норми моу се иенификоваи са
неким (не свим) комакним оераорима и они се називају Хилер-Шмиови оераори.]

9. Нека је A векорски росор на ољем F, имензије n, са азом e1, . . . , en и нека је K
раширење оља F. Доказаи а се на скуу A⊗K може зааи множење скаларом изK омоћу

K× (A⊗K) 3 (λ, a⊗ α) 7→ a⊗ (λα) ∈ A⊗K.

(То значи а реа оказаи а је ефиниција корекна.) Доказаи и а је са аквим множењем A⊗K
векорски росор на K чију јену азу чине векори ej ⊗ 1K (1K је јеиница оља K), 1 ≤ j ≤ n.

[Примеа. Ово је уоичајени осуак замене (ширења) оља скалара, ри оме невезан за коначно
имензионалнос. Каа је F = R,K = C реч је о зв. комлексификацији. На ример, CR(K)⊗C ∼= C(K).]



2. БАНАХОВЕ АЛГЕБРЕ

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

2.1. Дефиниција. Банахова алера је Банахов росор A (на ољем C или R) са оаном
оерацијом множења A×A→ A која заовољава слееће:

(1) a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc, λ(ab) = (λa)b, (λµ)a = λ(µa);
(2) ||ab|| ≤ ||a|| ||b||.
Ако у Банаховој алери осоји јеинични елемен (означаваћемо а са 1), она је зовемо уни-

ална. Ако је A Банахова алера, она је A1 = A×C са ефинисаним оерацијама:

(a, λ) + (b, µ) = (a+ b, λ+ µ), µ(a, λ) = (µa, λµ), (a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ)

и нормом
||(a, λ)|| = ||a||+ |λ|

акође Банахова алера, и о униална. Јеинични елемен је (0, 1). Такву алеру зовемо униал-
изација алере A, и означавамо је са A1.

Примеа. A1 се може консруисаи и каа је A већ униална. Норма на A1 се може зааи на
више начина. Навеен је јеан о моућих.

Уколико множење у Банаховој алери A заовољава закон комуаивноси, она у алеру
зовемо комуаивна.

2.2. Примери.
(1) Просор нерекиних функција C(K) на неком комакном Хаусорфовом росору K, са

множењем ефинсаним ачка о ачка, је комуаивна Банахова лаера са јеиницом. Је-
иница је функција свуа јенака 1. Просор C0(Ω) нерекиних функција које се анулирају
у есконачноси, на неком локално комакном Хаусорфовом росору Ω је комуаивна
Банахова алера ез јеинице. Њена униализација је изоморфна алери C(Ω̂), е Ω̂
означава Алексанровљеву комакификацију (или комакификацију ачком) росора Ω.

(2) Просор аналиичких функција A(D) на завореном јеиничном иску D (у свари анали-
ичких у унурашњоси и нерекиних на руу) са sup нормом је комуаивна Банахова
алера са јеиницом. То је оалера алере C(D).

(3) Просор есенцијално ораничених функција L∞(Ω) на неком росору са мером (Ω, µ) је
комуаивна Банахова алера са јеиницом, ако се множење увее као ачка о ачка.

(4) Ако јеX Банахов росор, она је скуB(X) свих ораничених оераора на њему Банахова
алера са јеиницом, ако се множење увее као слаање ресликавања. У својсву јеинице
узимамо јеинични оераор I .

11
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(5) Ску L1(Rn) је јена Банахова алера, ако се множење увее омоћу конволуције

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− t)g(t) dt.

Ова Банахова алера је комуаивна и нема јеиницу. Она се мже виеи и као оалера
Банахове алере свих комлексних Борелових мера на Rn, е је множење акође увеено
омоћу конволуције.

(λ ∗ µ)(E) =

∫
Rn

∫
Rn

χE(x+ y) dλ(x) dµ(y)

Послења алера је комуаивна и има јеиницу - Диракову меру.

2.3. Сав. Свака Банахова алера је изомерички изоморфна некој оалери алереB(X) за
неки Банахов росор X .

Доказ. Елемену a ∈ A оелимо оераор лево множења La на њеној униализацији A1, а са
La(x) = ax. Очилено важи

Lλa+µb = λLa + µLb, Lλa = λLa, Lab = LaLb,

а је ресликавањеA 3 a 7→ La ∈ B(A1) (алеарски) хомоморфизам. Докажимо и а је изомерично.
Из ||La(x)|| = ||ax|| ≤ ||a|| ||x|| слеи ||La|| ≤ ||a||. Орану нејенакос оијамо сављајући x = 1,
јер је ||La|| ≥ ||La(1)||/||1|| = ||a||. Оуа је наше ресликавање изомерично, а име и 1− 1. �

2.4. Целе функције. Ако је f : C → C цела функција зааа сееним реом f(z) =
∞∑
n=0

αnz
n,

она ре
∞∑
n=0

αna
n асолуно конверира у алери A, за сваки елемен a ∈ A. Суму о реа

означаваћемо са f(a).
Јеносавном маниулацијом са реовима налазимо а је

(λf + µg)(a) = λf(a) + µg(a), (f · g)(a) = f(a)g(a) = g(a)f(a).

Посено, ску
{f(a) | f цела функција}

је комуаивна оалера Банахове алере A, саржи све олиноме о a, а саржана је у Банаховој
алери енерисаној елеменом a.

Иначе, Банахова алера енерисана елеменом a је минималана оалера алереA која саржи
a. Она се може оии или као ресек свих оалери алере A које сарже a, или као заворење у
норми скуа свих олинома о a. Она је увек комуаивна.

Посено, корисићемо ексоненцијалну функцију

ea = exp a =

+∞∑
n=0

an

n!
.

2.5. Лема. Слеећи услови су еквиваленни:
1) осоји рироан рој n ∈ N, акав а је ||an|| < 1;

2) Ре
+∞∑
n=0

an конверира у норми алере A.

У ом случају је 1− a инвериилан елемен и још је (1− a)−1 =
+∞∑
n=0

an.

Доказ. 1) ⇒ 2) Ако је k ∈ N она осоје њеов целоројни количник p ри ељењу са n и
осаак q, а је

||ak|| = ||apn+q|| ≤ ||aq|| · ||an||p ≤ sup
0≤q≤n−1

||aq|| · ||an||p.

2)⇒ 1) Ако ре конверира у норми, она му оши члан у норми ежи ка нули.
Најза, неосреном ровером, ако означимо sN =

∑N
0 an, налазимо asN = sNa = 1 − aN+1,

оакле раничним релазом оијамо ражено.
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2.6. Груа инвериилних елеменаа. Нека јеA Банахова алера и a ∈ A. Кажемо а је a лево
инвериилан ако осоји b ∈ A, зовемо а леви инверз, акво а је ba = 1, а есно инвериилан ако
осоји b ∈ A, есни инверз са осоином ab = 1. Елемен a је инвериилан ако је и лево и есно
инвериилан. Леви и есни инверз инвериилно елемена се оклаају. Заиса, ако је y′ леви, а y′′
есни инверз инвериилно елемена x, она је

y′ = y′1 = y′xy′′ = 1y′′ = y′′.

Ску свих инвериилних елеменаа алере A означаваћемо са G(A) или само G ако је јасно о
којој алери се раи. Очио је G руа у оносу на множење, јер је инерзни елемен елемену xy−1

а са yx−1.
Даље G(A) саржи све елемене олика exp a, a ∈ A, јер ослењи има за инверзни елемен

exp(−a).
Мање очилено је а је ску G(A) оворен оску у A. Наиме, ако x ∈ G(A), и ε = 1/||x−1||

она је кула K(a; ε) саржана у G(A). Заиса, ако је ||x − y|| < ε, она је || − (y − x)x−1|| ≤
ε||x−1|| < 1, (и слично || − x−1(y − x)|| < 1, а су рема Леми 2.5 елемени 1 + (y − x)x−1 = yx−1

и 1 + x−1(y − x) = x−1y инвериилни. С руе сране неосреном ровером налазимо а је
x−1(yx−1)−1 есни инверз за y, а (x−1y)−1x−1 леви.

Поруа E руе G(A) енерисана елеменима олика exp a, a ∈ A је њена нормална оруа.
Заиса, ако су a, z ∈ A, она је

z−1(exp a)z =

+∞∑
n=0

z−1anz

n!
=

+∞∑
n=0

(z−1az)n

n!
= exp(z−1az),

шо је овољно јер је сваки елемен оруе E олика y = exp a1 . . . exp ak, и очио важи

z−1yz = exp(z−1a1z) . . . exp(z−1akz) ∈ E.

2.7. Секар. Секар елемена a је ску

σ(a) = {λ ∈ C | a− λ1 /∈ G(A)},

ок је њеов резолвенни ску

ρ(a) = C \ σ(a) = {λ ∈ C | a− λ1 ∈ G(A)}.

Резолвена елемена a ∈ A је функција Ra : ρ(a)→ A, аа са

Ra(λ) = (λ1− a)−1.

2.8. Сав. Секар елемена a је неразан комакан оску скуаC. Резолвена је аналиичка
функција.

Доказ. 1◦ Резолвенни ску је оворен. Заиса, ако λ ∈ ρ(a), она λ1 − a ∈ G(A), а ако је
|µ| < ε, она ||µ1|| < ε, и (зо овореноси скуаG) (λ+µ)1− a ∈ G. Оале је σ(a) заворен ску.

2◦ Ако је |λ| > ||a||, она λ ∈ ρ(a). Заиса, у ом случају је норма елемена 1
λa мања о 1, а је

рема Леми 2.5 елемен 1 − 1
λa инвериилан, а са њим и λ1 − a. Оуа је σ(a) ⊆ K[0, ||a||], а је

секар ораничен, а како је заворен она је и комакан.
3◦ Резолвена је аналиичка функција. Заиса, за овољно мало µ имамо

Ra(λ+ µ) = (λ1 + µ1− a)−1 = −(1−Ra(λ)µ)−1Ra(λ) = −
+∞∑
n=0

Ra(λ)n+1µn.

4◦ Секар је неразан. Заиса, реосавимо суроно. Таа је резолвена цела функција. Ша
више, за λ овољно велико, имамо

(1) ||(λ1− a)−1|| ≤ 1

|λ|

+∞∑
n=0

(
||a||
|λ|

)n
=

1

|λ| − ||a||
→ 0,

ка |λ| → ∞. Оуа је, за сваки функционал Λ ∈ A∗, ресликавање C 3 λ 7→ Λ((λ1 − a)−1) цела
ораничена функција, а мора ии консанна (Лјувилова еорема). И више, зо (1), а функција
ежи ка нули у оесконачноси, а за све Λ ∈ A∗ и све λ ∈ C имамо Λ((λ1 − a)−1) = 0, а рема
Хан-Банаховој еореми, важи (λ1− a)−1 = 0, шо чини конраикцију.



14

2.9. Послеица [Гељфан-Мазур]. Ако је A Банахова алера у којој је сваки елемен различи
о нуле инвериилан, она је A изомерички изоморфна ољу C.

Доказ. Нека је a ∈ A. Како је секар неразан, осоји λ ∈ C, акво а λ1 − a /∈ G = A \ {0},
ј. a = λ1. Такво λ је, разумљиво, јеинсвено. Оуа је A = {λ1 | λ ∈ C}. �

2.10. Сав. За свака ва елемена x, y ∈ A важи σ(xy) ∪ {0} = σ(yx) ∪ {0}.
Доказ. Преосавимо а је елемен 1−xy инвериилан. Јеносавномровером усановљавамо

а је 1 + y(1− xy)−1x инверзни елемен за 1− yx. Заиса,

(1−yx)(1+y(1−xy)−1x) = 1−yx+y(1−xy)−1x−yxy(1−xy)−1x = 1−yx+y(1−xy)(1−xy)−1x = 1,

и слично за ораан роизво.
Доказ је завршен ако рехоно расуђивање рименимо на λ−1x и y. �

2.11. Аналиички функционални рачун. Нека је a ∈ A, и нека H(σ(a)) означава ску свих
функција холоморфних у некој околини секра σ(a). Дефинишемо ресликавање

(2) Ψa : H(σ(a))→ A, Ψa(f) =
1

2πi

∫
Γ

f(λ)(λ1− a)−1 dλ,

е је Γ роизвољна конура која оухваа секар σ(a), а саржана је у омену функције f . Пре
свеа реа оказаи а ефиниција не зависи о изора конуре Γ, а за о је овољно оказаи а
је инерал у (2) јенак нули, ако је int Γ саржано у ρ(a). Међуим, о је очилено, јер је она
оинерална функција (слао) аналиичка у унурашњоси конуре Γ.

Саласнос ресликавања Ψa са алеарским оерацијама. Пресликавање Ψa је очилено лин-
еарно. Докажимо и а је мулиликаивно. У оказу ћемо корисии акозвани Хилеров иение

(3) Ra(λ)Ra(µ) = −Ra(λ)−Ra(µ)

λ− µ
,

који се јеносавно извои на слеећи начин:

Ra(λ)Ra(µ) =
1

λ− µ
Ra(λ)((λ1− a)− (µ1− a))Ra(µ) =

1

λ− µ
(Ra(µ)−Ra(λ)).

Враимо се оказу мулиликаивноси. Уочимо ве конуре Γ1 и Γ2 ако а рва риаа
унурашњоси руе. Имамо, на основу Фуинијеве еореме

Ψa(f)Ψa(g) =
1

(2πi)2

∫
Γ1

f(λ)Ra(λ) dλ

∫
Γ2

g(µ)Ra(µ) dµ =

=− 1

(2πi)2

∫
Γ1

∫
Γ2

f(λ)g(µ)

λ− µ
[Ra(λ)−Ra(µ)] dλ dµ =

=− 1

(2πi)2

∫
Γ1

f(λ)

(∫
Γ2

g(µ)

λ− µ
dµ

)
Ra(λ) dλ+

+
1

(2πi)2

∫
Γ2

g(µ)

(∫
Γ1

f(λ)

λ− µ
dλ

)
Ra(µ) dµ.

Међуим, за фиксирано λ ∈ Γ1, функција µ 7→ g(µ)/(λ − µ) има рос ол у ачки λ ∈ int Γ2, а је∫
Γ2
g(µ)/(λ− µ) dµ = −2πig(λ), ок је за фиксирано µ ∈ Γ2 функција λ 7→ f(λ)/(λ− µ) аналиичка

у унурашњоси конуре Γ1, а је
∫

Γ1
f(λ)/(λ− µ) dλ = 0. Тако је

Ψa(f)Ψa(g) =
1

2πi

∫
Γ1

f(λ)g(λ)Ra(λ) dλ = Ψa(fg).

Нерекинос ресликавања Ψa. Ако су fn, f холоморфне функције у оласи U ⊇ σ(a), и ако
fn равномерно ежи ка f на комакима саржаним у U аа Ψa(fn) ежи ка Ψa(f) у норми алере
A.

Заиса, нека је Γ нека рекифицијаилна конура саржана у U која оухваа σ(a), нека је l њена
ужина, и нека јеM максимум ||Ra(λ)|| ка λ ∈ Γ. Таа је

||Ψa(fn)−Ψa(f)|| ≤ 1

2π

∫
Γ

|fn(λ)− f(λ)| ||Rα(λ)|| |dλ| ≤ 1

2π
lM sup

λ∈Γ
|fn(λ)− f(λ)| → 0.
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Примеа: Ове није рецизно овории о нормираној алери H(σ(a)), са нормом ||f || =
maxλ∈σ(a) |f(λ)|, јер σ(a) може ии коначан, чак јеночлан ску, а се различие аналиичке функ-
ције у околини секра моу на њему оклааи. Такође, није оро ни реосавии само а fn ⇒ f
на σ(a), јер се може ооии а омени функција fn у ресеку имају само σ(a), као и а раница
скуа σ(a) не уе рекифицијаилна конура, чак а уоше не уе крива.

Саласнос са оељком 2.4. У навееном оељку еифнисали смо целу функцију о елемена a.
Како је свака цела функција аналиичка у околини σ(a), фер је а се окаже а за целу f , ресликавање
Ψa(f) за резула ураво има f(a) (у смислу оељка 2.4).

Функције f0(λ) ≡ 1 и f1(λ) = λ су целе, а се за конуру Γ може узеи кру CR олуречника
R > ||a||. На конури CR важи развој

Ra(λ) =

+∞∑
n=0

an

λn+1
,

чијом инерацијом члан о члан налазимо:

Ψa(f0) = 1, Ψa(f1) = a.

Зо линеарноси и мулиликаивноси, она је и за сваки олином p, Ψa(p) = p(a), а зо нереки-
носи ресликавања Ψa и за сваку целу функцију f важи исо: Ψa(f) = f(a) у смислу ефиниције
оељка 2.4. Тако за f ∈ H(σ(a)) ефинишемо:

f(a) = Ψa(f).

2.12. Теорема о ресликавању секра. Нека је f ∈ H(σ(a)). Таа је

σ(f(a)) = f(σ(a)).

Доказ. Пре свеа, римеимо а је ску f(σ(a)) комакан. Ако µ /∈ f(σ(a)), она функција
h(λ) = 1/(f(λ)−µ) риааH(σ(a)), и важи h(λ)(f(λ)−µ) = 1, у околини σ(a). Зо мулилика-
ивноси функционално рачуна, имамо

h(a)(f(a)− µ) = 1,

оакле је h(a) инверз за f(a) − µ, а µ /∈ σ(f(a)). Посено, ако f нема нула на σ(a), она је f(a)
инвериилан.

Тако је σ(f(a)) ⊆ f(σ(a)). Докажимо и орану инклузију.
Нека µ ∈ f(σ(a)). То значи а функција λ 7→ f(λ)−µ, има нулу у скуу σ(a). Зо комакноси

скуа σ(a) њих може ии само коначно мноо (у роивном и зо еореме о јеиноси ило
f(λ) − µ ≡ 0). Нека су о, рецимо, λ1, . . . , λk, и нека су њихове вишесрукоси реом n1, . . . , nk.
Таа осоји функција g(λ) која нема нула у σ(a) аква а је

f(λ)− µ = (λ− λ1)n1 . . . (λ− λk)nkg(λ).

Зо мулиликаивноси функционално рачуна, она важи

f(a)− µ1 = (a− λ11)n1 . . . (a− λk1)nkg(a),

ри чему знамо а g(a) има инверз (рема већ оказаном). Ако реосавимо а µ /∈ σ(f(a)), она је
и f(a)− µ1 инвериилан, а је акав и (a− λ11)n1 . . . (a− λk1)nk . Међуим, ослење је немоуће,
јер је реч о роизвоу међусоно комуаивних неинвериилних елменаа. (Заиса, ако је xy = yx и
xy има инверз z, она је yz есни, а zy леви инверз за x.) Оуа µ ∈ σ(f(a)). �

2.13. Секрални раијус. Секрални раијус ефинишемо као

r(a) = sup{|λ| | λ ∈ σ(a)}.
Зо Сава 2.8 важи r(a) ≤ ||a||. Међуим, може се оии и рецизније. Наиме важи

(4) r(a) = inf
n≥1
||an||1/n = lim

n→+∞
||an||1/n.

Доказ. Посмарајмо низ αn = ||an||1/n. Нека су k, n ∈ N, и нека је p количник, а q осаак ри
целоројном ељењу n са k, ј. n = pk + q. Таа, ако означимо Ck = max

0≤q≤k−1
||aq|| имамо

||an|| = ||apk+q|| ≤ ||ak||p||aq|| ≤ Ck||ak||p,
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оакле је

||an||1/n ≤ C1/n
k ||ak||p/(pk+q) = C

1/n
k ||ak||(n−q)/kn,

а каа рођемо орњим лимесом ка n→ +∞ налазимо

lim
n→+∞

||an||1/n ≤ ||ak||1/k.

Каа се ослења нејенакос наане инфимумом о свим k оијамо руу јенакос у (4).
Даље, нека је |λ| > ||an||1/n за неко n ∈ N. Таа је ||(a/λ)n|| < 1, а је рема Леми 2.5, елемен

1− a/λ инвериилан, а са њим и λ1− a, а λ /∈ σ(a). Тако је r(a) ≤ infn≥1 ||an||1/n.
Најза, нека је R > r(a). Таа кру CR олуречника R са ценром у кооринаном очеку

оухваа σ(a), а је рема оељку 2.11,

an =
1

2πi

∫
CR

λn(λ1− a)−1 dλ,

оакле оијамо

||an|| ≤ 1

2π
Rn max

λ∈CR
||(λ1− a)−1||2πR = Rn+1MR,

ако јеMR ознака за max
λ∈CR

||(λ1− a)−1||. Узимајући лимес ка n→ +∞ налазимо а важи

lim
n→+∞

||an||1/n ≤ R,

шо је овољно, јер R може ии роизвољно лиско r(a). �

2.14. Хомоморфизми и иеали. Хомоморфизам Банахових алери A и B је ораничено лин-
еарно ресликавање ϕ : A→ B, које је још и мулиликаивно, ј. важи ϕ(a1a2) = ϕ(a1)ϕ(a2) за све
a1, a2 ∈ A.

Банахов оросор J алереA назива се леви иеал ако је JA ⊆ J , о јес из x ∈ J , y ∈ A слеи
xy ∈ J , а есни иеал ако је AJ ⊆ J , оносно ако из x ∈ J , y ∈ A слеи yx ∈ A. Ако је јеновремено
и леви и есни иеал она а називамо восрани иеал, или краће само иеал.

Ако је ϕ : A → B хомоморфизам, она је њеово језро kerϕ = {x ∈ A | ϕ(x) = 0} иеал у
алери A. Заиса, kerϕ је очилено линеаран оросор и заворен је, јер је ϕ ораничен. Најза,
ако x ∈ kerϕ и y ∈ A, она је ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = 0ϕ(y) = 0, и слично ϕ(yx) = 0, а оа xy,
yx ∈ kerϕ.

Орано, ако је J иеал у A, она је он језро неко хомоморфизма. Да исмо се у о уверили
рво ћемо консруисаи количничку алеру A/J . Омах се вии а је реч о Банаховом росору, јер
је J заворен линеаран оросор. Треа још оказаи а је у J множење корекно ефинисано, као
и ооварајућу нејенакос норми.

Дакле, ако је x ∼ x1 и y ∼ y1, она x−x1, y−y1 ∈ J , а је xy−x1y1 = x(y−y1)+(x−x1)y1 ∈ J ,
јер је J оосрани иеал, а је xy ∼ x1y1, чиме смо оказали а је множење корекно ефинисано.
Докажимо нејенакос ||xy + J || ≤ ||x+ J || ||y + J ||. Посоје z1 и z2 ∈ J акви а је ||x+ J ||+ ε ≥
||x+ z1|| и ||y + J ||+ ε ≥ ||y + z2||. Елемен z1y + xz2 + z1z2 риаа J , а је

||xy + J || ≤ ||xy + z1y + xz2 + z1z2|| = ||(x+ z1)(y + z2)|| ≤ (||x+ J ||+ ε)(||y + J ||+ ε),

оакле слеи ражена нејенакос, јер ε може ии роизвољно мало.
Алеру A/J називамо количничка алера.
Ако јеJ иеал уA, она јеJ језро количничко хомоморфизмаπ : A→ A/J ао саπ(x) = x+J .

Очилено је реч о хомоморфизму, као и а је ||π|| ≤ 1. С руе сране, ако је π(x) = 0, она очио
x ∈ J .

ГЕЉФАНДОВА ТРАНСФОРМАЦИЈА

Током чиаво аље маеријала реосављаћемо а је A униална комуаивна Банахова ал-
ера
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2.15. Дефиниција. Неривијално, линеарно и мулиликаивно ресликавање алереA у оље
C назива се каракер.

Каракери имају слеећа својсва која се јеносавно оказују:
Прво, ϕ(1) = 1. Заиса, зо мулиликаивноси је ϕ(x) = ϕ(x · 1) = ϕ(x)ϕ(1). Како је ϕ

неривијалан, осоји x за које је ϕ(x) 6= 0, а можемо а а скраимо.
Друо, за инвериилне x је ϕ(x) 6= 0. Заиса, аа је 1 = ϕ(1) = ϕ(x)ϕ(x−1).
Треће, ||ϕ|| = 1. Заиса, нека је ||x|| < 1, и |λ| ≥ 1. Таа је елемен 1− x/λ инвериилан, а је

0 6= ϕ(1− x/λ) = 1− ϕ(x)/λ, ј. ϕ(x) 6= λ. Дакле, ϕ(x) не може ии о моулу веће или јенако о
1. Тако је ||ϕ|| ≤ 1, а јенака је, јер је ϕ(1) = 1.

Дакле, сваки каракер је нужно ораничено ресликавање, оносно он је с јене сране хомомор-
физам алери, а са руе сране елемен уално росора A∗.

Иеал J алере A назива се својсвен или рави ако је различи о {0} и A. Прави иеал се
назива максималан ако није саржан ни у јеном руом равом иеалу. Езисенција максимално
иеала слеује из Цорнове леме.

Иеал је рави ако и само ако не саржи нијеан инвериилан елемен. Заиса аа и морао а
саржи и елемен 1, а име и све елемене алере A. Орано је ривијално.

Ако јеJ иеал (само у алераском смислу) она је ињеово заворењеJ акође иеал - ривијално.
Сваки максималан иеал је заворен. Заиса, ако је J максималан иеал, она је и J акође иеал.

Међуим J ∩G(A) = ∅, јер је J својсвен, а како јеG(A) оворен ску, о је и J ∩G(A) = ∅, оносно
и J је својсвен. Оале слеи а је J = J .

2.16. Сав. Иеал J у A је максималан ако и само ако је језро неко каракера.
Доказ. Нека је J максималан, и нека x ∈ A \ J . Ску {a + bx | a ∈ J, b ∈ A} је иеал -

лако се вии - и сроо је већи о J , а мора ии јенак целој A. Оуа осоје a ∈ J , b ∈ A
акви а је a + bx = 1. Међуим, аа је (x + J)(b + J) = xb + J = 1 − a + J = 1 + J , а је
x+ J инвериилан у количничкој алери A/J . Према Гељфан-Мазуровој еореми A/J ≡ C, а је
количничко ресликавање π : A→ A/J каракер, а J је њеово језро.

Нека је J језро каракера ϕ. У оељку 2.14 виели смо а је J иеал, а максималан је јер му је
коимензија јенака 1. �

2.17. Просор максималних иела. Како је сваки функционал оуно оређен својим језром,
ремаређашњемсаву, осоји узајамно јенозначна коресоенција између скуа свихмаксималних
иеала и скуа свих каракера. Тај ску означаваћемо са ∆ или ∆(A) уколико осоји ореа а се
наласи о којој је алери реч, и зваћемо а росор максималних иеала. ∆ није само аморфан ску,
већ се може на рироан начин снаеи оолоијом. Наиме, ∆ ⊆ A∗, и на ∆ ћемо увеси слау-*
оолоију наслеђену са A∗.

Раикал алере A у ознаци radA је ресек свих максималних иеала, оносно radA =
⋂
J∈∆ J .

2.18. Сав. Просор максималних иеала ∆ је комакан и Хаусорфов у оносу на слау-*
оолоију.

Доказ. ∆ је оску јеиничне лоеK у росору A∗ која је, рема Банах-Алаолуовој еореми,
комакна (и Хаусорфова) у слаој-* оолоији. Према оме, овољно је оказаи а је ∆ заворен
оску јеиничне сфере у A∗, оносно а је свака ахеренна ачка скуа ∆ (у S) мулиликаиван
функционал норме 1.

Нека је ϕ ∈ K ахеренна ачка скуа ∆. То значи а за сваку азну (у слаој-* оолоији)
околину B нуле, ску ϕ + B саржи неку ачку из ∆. Нека су x, y ∈ A роизвољни, и нека је ε > 0
ило какво. Ску Bx,y,ε = {Λ ∈ A∗ | |Λ(x)|, |Λ(y)|, |Λ(xy)| < ε} је јена азна околина нуле, а
осоји ψ ∈ ∆ акво а ϕ− ψ ∈ Bx,y,ε, оакле је

|ϕ(xy)− ϕ(x)ϕ(y)| ≤ |ϕ(xy)− ψ(xy)|+ |ψ(x)ψ(y)− ϕ(x)ϕ(y)| ≤
≤ ε+ ||ψ(x)||ε+ ε||ϕ(y)|| ≤ ε(1 + ||x||+ ||y||),

шо може ии роизвољно мало, а је ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).
И ску Cε = {Λ ∈ A∗ | |Λ(1)| < ε} је јена азна околина нуле, а осоји ψ ∈ ∆ са ососином

ϕ− ψ ∈ Cε, оакле је
|ϕ(1)− 1| = |ϕ(1)− ψ(1)| ≤ ε,
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оакле је ϕ(1) = 1, а ϕ има норму 1. �

2.19. Дефиниција. Гељфанова рансформација је ресликавањеˆ: A→ C(∆), ао са

x̂(ϕ) = ϕ(x).

Треа наравно оказаи а је ефиниција корекна, оносно а је x̂ заиса нерекина функција.
Међуим, о је јасно, јер ако ϕα → ϕ у слаој-* оолоији, она за свако x ∈ A, ϕα(x) → ϕ(x),
оносно x̂(ϕα) → x̂(ϕ). Више о оа, римеимо а је слаа-∗ оолоијас у свари најслаија
оолоија која чини све функције x̂, x ∈ A нерекиним. У ууће ћемо у оолоију називаи
Гељфановска.

Гељфанова рансформација је хомоморфизам алери A и C(∆) са нормом јенаком јеан.
Заиса, рема ефиницији је

̂λx+ µy(ϕ) = ϕ(λx+ µy) = λϕ(x) + µϕ(y) = (λx̂+ µŷ)(ϕ),

јер је ϕ линеаран, а јеˆлинеарно рсликвање. Такође из мулиликаивноси ϕ слеи мулилика-
ивнос Гељфанове рансформације, јер

x̂y(ϕ) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = x̂(ϕ)ŷ(ϕ).

Најза, како су сви каракери норме 1, налазимо

|x̂(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ ||ϕ|| ||x||,
оакле је ||x̂|| ≤ ||x||, шо је и реало оказаи.

2.20. Сав. Гељфанова рансформација има слеећа својсва:
а) 1̂ = 1, о јес јеинични елемен се Гељфановом рансформацијом реликава у функцију

иенички јенаку јеан.
) x ∈ G(A) ако и само ако функција x̂ не узима вренос нула;
в) σ(x) = x̂(∆), о јес секар елемена x је ску вреносињеове Гељфанове рансформације.

Посено ||x̂||C(∆) = r(x);
) ker̂ = radA = {a ∈ A | r(a) = 0}, оносно језро Гељфанове рансформације је раикал

алере A, и он се сасоји о елеменаа секрално раијуса нула.
Доказ. а) 1̂(ϕ) = ϕ(1) = 1;
) Нека је x инвериилан. Таа x не риаа нии јеном максималном иеалу, оносно језру

каракера. Тако је x̂(ϕ) = ϕ(x) 6= 0 за сваки каракер ϕ ∈ ∆. Орано, нека x није инвериилан.
Таа је ску {ax | a ∈ A} иеал који не саржи јеинични елемен, шо значи а је својсвен. Он је
саржан у неком максималном иеалу, ј. осоји каракер ϕ0 акав а је ϕ0(ax) = 0 за све a ∈ A, а
и за a = 1. Тако је x̂(ϕ0) = ϕ0(x) = 0;

в) Слеи из рехоно узимајући x− λ1 умесо x;
) Слеи из рехоно. �

2.21. Сав. Нека је Â = {x̂ | x ∈ A} ⊆ C(∆).
а) Алера A је олуроса и Â је заворена оалера алере C(∆) ако и само ако осоји

консанаK аква а је за све x ∈ A
(5) ||x2|| ≥ K||x||2;

) A је изомерички изоморфна са Â ако и само ако је за све x ∈ A ||x2|| = ||x||2.
Доказ. Нека је α = infx∈A ||x2||/||x||2 и β = infx∈A ||x̂||/||x||. Примеимо а у алери C(∆)

важи ||f2|| = ||f ||2. Оуа је за све x ∈ A

β2||x||2 ≤ ||x̂||2 = ||x̂2|| ≤ ||x2||,
оакле је β2 ≤ α. С руе сране α||x||2 ≤ ||x2||, оакле инукцијом оијамо α2n−1||x||2n ≤ ||x2n ||,
шо осле сееновања са 1/2n и узимања лимеса осаје

α||x|| ≤ r(x) = ||x̂||,
оакле је α ≤ β.

а) Нека јеA олуроса и Â заворена. Таа је Гељфанова рансформација инјекивно реслика-
вање, а има нерекино инверзно рема еореми о овореном ресликавању. То значи а је β > 0, а
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име и α > 0. Орано, нека је исуњен услов (5). То значи а је α > 0 оакле омах излази а јеˆ

инјекивно и ораничемо оозо, шо значи а је A олуроса и а је Â заворена оалера;
) Слеи неосрено јер је α = 1⇔ β = 1.

2.22. Примери.
(1) Нека је A = C(K), за неки комакан Хаусорфов росор K. За фиксирано t ∈ K

ресликавање C(K) 3 f 7→ f(t) је очилено каракер, означимо а са ht. Покажимо а
руих каракера нема. Преосавимо суроно, оносно а осоји неки руи каракер
ψ, и њеово језро означимо са M . За ило које t ∈ K, осоји функција f ∈ M , аква
а је f(t) 6= 0. (Заиса, у суроном и M ио оску језра функционала ht ао са
ht(f) = f(t), а или M не и ио максималан, или и ило ψ = ht.) Зо комакноси
скуаK осоји коначно мноо f1, . . . , fn ∈M , аквих а се у свакој ачки ар јена о њих
разликује о нуле. Уочимо функцију

g =

n∑
j=1

fjfj ∈M.

Она је свуа озиивна и ние није нула, шо значи а је инвериилна, а како риааM
о овои о оа а јеM = C(K) а је ψ ≡ 0 - конраикција.

Дакле,K и ∆ се оклаају као скуови иенификацијом t↔ ht. Даље

f̂(ht) = ht(f) = f(t),

шо узимајући у озир а смо оисовеили t и ht значи а је f̂ = f . Најза, K и ∆ се
оклаају и као оолошки росори. Наиме, Гељфановска оолоија на ∆ је најслаија
која чини свефункције изC(K)нерекиним, а је слаија о олазне. Она је иХаусорфова,
а олазна је комакна, а се соа оклаају.

(2) Нека је A униализација алеере L1(Rn) са конволуционим множењем, оносно A =
L1(Rn) + Cδ, е је δ Диракова мера. Како је δ јеиница е алере, мора ии h(f + αδ) =
h(f) + α, е је h мулиликаиван на L1(Rn). Према оме, реа оисаи све мулилика-
ивне функционале на L1(Rn), с им шо ове морамо узеи у озир и ривијалан, али њеа
не морамо осено а оисујемо.

Зо ререзенације уално росора L1(Rn)∗ ≡ L∞(Rn), осоји функција g ∈
L∞(Rn) аква а је

h(f) =

∫
Rn

f(t)g(t) dt.

Услов h(f1 ∗ f2) = h(f1)h(f2), свои се осле краће рачуна на g(s + t) = g(s)g(t) скоро
свуа у оносу на роизво Лееових мера. Оуа је

g(t) = g(t1, t2, . . . , tn) = g(t1, 0, . . . , 0)g(0, t2, . . . , 0)g(0, 0, . . . , tn),

акле роизво функција о о јене роменљиве које све заовољавају Кошијеву функцио-
налну јеначину и мерљиве су. Дакле, мора ии

g(t) = eC1t1+···+Cntn

за неке консане Cj ∈ C. Да и функција осала есенцијално ораничена, све консане Cj
морају ии чисо имаинарне, оосно g(t) = eix·t за неко x ∈ Rn.

Дакле, ску свих каракера на A, осим оно који оиче о ривијално мулилика-
ивно функционала на L1(Rn), у скуовном смислу се оклаа са Rn. Гељфанова ранс-
формација се свои на

f̂(x) =

∫
Rn

f(t)eix·t dt,

оносно на Фуријеову рансформацију. Лееова еорема о оминанној конверенцији ће
нас уверии а су све f̂ нерекине у оносну на санарну оолоију наRn а је она јача о
Гељфановске. Доавањем оно функционала ску свих каракера осаје Алексанровљева
комакификација росораRn. Она је санарна оолоија комакна, а Гељфановска
Хаусорфова а се оклаају.
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Зааци

1. Наћи ример елеменаа x и y неке Банахове алере A за које је σ(xy) 6= σ(yx).

2. Нека је A Банахова алера. a ∈ A и ea =
∑+∞
n=0

an

n! . Ако је

a =

2 1 0
0 2 0
0 0 3

 ,
оказаи а је:

а) ea =

e2 e2 0
0 e2 0
0 0 e3

; ) f(a) =

f(2) f ′(2) 0
0 f(2) 0
0 0 f(3)

, е је f нека цела функција; в) уошии

рехоне врње.

3. Нека је A комуаивна Банахова алера.
а) Доказаи а за роизвољне a, b ∈ A важи σ(a+b) ⊆ σ(a)+σ(b) и σ(ab) ⊆ σ(a)σ(b). Примером

оказаи а у некомуаивном случају о не мора а уе ачно;
) Ако A саржи иемоен e (ј. e2 = e), различи о 0 и 1, аа је росор максималних

иеала ∆(A) неовезан. Доказаи;
в) Нека елемени a1, . . . , an енеришу A као Банахову алеру (ј. ску олинома о a1, . . . , an

је ус у A). Доказаи а је ресликавање Φ : ∆(A) → Cn ао са Φ(ϕ) = (ϕ(a1), . . . , ϕ(an))
инјекивно, као и а осварује хомеоморфизам између ∆ и Φ(∆).

4. Нека је ∆ : A→ A, ∆(x) = ax− xa. Израчунаи (e∆)(x).

5. Нека је T (ξ1, ξ2, . . . ) = (0, ξ1, ξ2, . . . ) оераор на l2. Доказаи а T нема кварани корен.

6. Нека је A Банахова алера. Доказаи а је функција r : A → R (r(a) - секрални раијус
елемена a) олунерекина оозо.

7. Нека је A = C1[0, 1] алера нерекино иференцијаилних функција са нормом ||f || =
max |f(t)| + max |f ′(t)|. Показаи а је реч о Банаховој алери. Доказаи а је ресликавње H :
[0, 1]→ ∆(A),H(t) = ht, (е је ht(f) = f(t)) хомеоморфизам. Извеси оале, а за све f ∈ A важи
r(f) = ||f ||max. Показаи а Гељфанова рансформација у овом случају није сурјекивна.

8. Линеарно ресликавање d : A→ A, које заовољава Лајницово равило d(ab) = ad(b)+d(a)b
називамо иференцирање. Доказаи а важи

dn(ab) =

n∑
r=0

(
n

r

)
dr(a)dn−r(b) (n = 1, 2, . . . ).

9. Нека је d ораничено иференцирање на униалној Банаховој алериA и λ ∈ C \ {0} акво а
важи da = λa. Показаи (корисећи ораниченос σ(d)) а је елемен a нилоенан (о јес an = 0
за неко рироно n).

10. а) Нека је d ораничено иференцирање на униалној Банаховој алери A и елемен a ∈ A
са својсвом d2a = 0. Показаи а је елемен da квазинилоенан, о јес а је r(da) = 0.

[Уусво: Проверии dn+1(an) = 0, а заим и dn(an) = n!(da)n.]
) За a ∈ A ресликавање b 7→ [a, b] = ab − ba је ораничено иференцирање на A. Извеси

оале еорему Клајнеке-Широкова: ако је [a, [a, b]] = 0, аа је елемен [a, b] квазинилоенан.

11. Елемен x ∈ A назива се оолошки елиељ нуле, ако осоји низ yn ∈ A, аква а је
||yn|| = 1 и

lim
n→+∞

xyn = 0 = lim
n→+∞

ynx.

а) Доказаи а је свака руна ачка скуа свих инвериилних елеменаа алере A оолошки
елиељ нуле;

[Уусво: Савии yn = x−1
n /||x−1

n ||, е xn → x]
) Које Банахове алере немају оолошких елиеља, различиих о елемена 0?
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12. Нека је A Банахова алера, a, b, aj , bj ∈ A и aiaj = ajai, bibj = bjbi за i 6= j.
а) Ако су La, Rb : A → A аи са La(x) = ax, Rb(x) = xb оказаи а је σ(La) = σ(a) и

σ(Rb) = σ(b);
) Доказаи а ако 0 /∈ {

∑n
j=1 λjµj | λj ∈ σ(aj), µj ∈ σ(bj)} она јеначина

∑n
j=1 ajxbj = y има

јеинсвено решење за свако y ∈ A;
в) Ако σ(a) ∩ σ(b) = ∅, она јеначина ax− xb = y има јеинсвено решење за свако y ∈ A.

13. Нека је S∞ ску свих комакних оераора на неком Хилеровом росору. Проверии а
је реч о Банаховој алери. Доказаи а у S∞ нема неривијалних заворених иеала.



3. C∗-АЛГЕБРЕ (рви ео)

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

3.1. Дефиниција. Нека је A Банахова алера. Инволуција на A је рескликавање ∗ : A→ A, са
слеећим својсвима:

1) (λa+ µb)∗ = λ̄a∗ + µ̄b∗;
2) (ab)∗ = b∗a∗;
3) a∗∗ = a.
Друим речима, о је (ани)ауоморфизам сеена 2.
Ако је A комуаивна олуроса алера, она је свака инволуција нерекина. Наиме, ако је

h ∈ ∆(A), аа је h(a∗) мулиликаиван функционал, а је нерекиан, оносно има норму јенаку
јеан. Таа, ако an → a, и a∗n → b, она имамо

h(a∗) = lim
n
h(a∗n) = h(b),

оакле је a∗ = b, а је инволуција нерекина рема еореми о завореном рафику.
Алера са инволуцијом се назива C∗-алера ако важи и услов:
4) ||a∗a|| = ||a||2.
Зараво, овољно је реосавии а у 4) важи ≥. Заиса, аа је ||a||2 ≤ ||a∗a|| ≤ ||a∗|| ||a||,

оакле је ||a|| ≤ ||a∗||. Орану нејенакос оијамо заменом улоа a и a∗. (Случај a = 0 је
ривијалан, јер се, зо анилинеарноси, оија и a∗ = 0.) Дакле, важи

(1) ||a∗|| = ||a||.

Саа се лако извои ||a∗a|| ≤ ||a∗|| ||a|| = ||a||2. Дакле, и у свакој C∗-алери инволуција је
нерекина, шавише важи (1).

Међу C∗-алерама, морфизме чине акозвани ∗-хомоморфизми. То су ораничена мулилика-
ивна линеарна рсликавања, која чувају инволуцију. Две C∗-алере смарамо изоморфним, ако
међу њима осоји ијекиван и изомеричан ∗-хомоморфизам, који зовемо ∗-изоморфизам.

Виећемо касније а је свако ијекивни ∗-хомоморфизам изомеричан.

3.2. Примери. Алере C(K), C0(Ω) и L∞(Ω) су C∗-алере са инволуцијом f 7→ f̄ , узимањем
комлексно конјуовано роја ачка о ачка. Прва и рећа су униалне, а руа није. Алера
L1(Rn) није C∗-алера у којој важи 4), маа иак вачжи слаији услов (1). Послењи ример је
овољно важан а се извоји осена класа инволуивних Банахових алери - оних Банахових алери
у којима важе 1), 2), 3) и (1). Такве алере су оаија срукура о оичних Банахових алери, а
сиромашнија о C∗-алери. Инволуивним Банаховим алерама се нећемо авии.

22
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Алера B(H) свих ораничених оераора на Хилеровом росору је C∗-алера са инволу-
цијом A 7→ A∗, е је A∗ ознака за ајунован оераор.

Ако C∗-алера није униална, она се она може униализоваи оавањем јеинице, како је о
оисано у оељку 1 лаве Банахове алере, али осаје неизвесно а ли аква униализација исуњава
C∗ услов 4). Соа ћемо мораи а се озаавимо рукчијим рисуом.

3.3. Множиељи. За x ∈ A ефинишемо Lx(a) = xa - оераор лево множења; оносно
Rx(a) = ax - оераор есно множења. Овакве оераоре смо већ осмарали на ошим Банаховим
алерама и усановили а је

(2) ||Lx|| = ||Rx|| = ||x||

ако је алера униална. У случају C∗-алери (2) важи ез озира а ли у њој осоји јеиница или
не.

Заиса, имамо ||Lx(a)|| = ||xa|| ≤ ||x|| ||a||, оакле је ||Lx|| ≤ ||x||. Да исмо се уверили у
сурону нејнакос, узмимо a = x∗; имамо ||Lx|| ≥ ||Lx(a)||/||a|| = ||x∗x||/||x∗|| = ||x||2/||x|| =
||x||. Тако је ||Lx|| = ||x||. Слично се оија и ||Rx|| = ||x||.

Посакнуи овим римером увоимо слеећу ефиницију. Множиељем на C∗-алери A
називамо уређен ар ораничених линеарних оераора (L,R) на A аквих а важи:

(3) aL(b) = R(a)b

Множење у ој алери увоимо са (L1, R1)(L2, R2) = (L1L2, R2R1), линеарне коминације са
λ(L1, R1) +µ(L2, R2) = (λL1 +µL2, λR1 +µR2), а инволуцију са (L,R)∗ = (R∗, L∗), е је L∗(x) =
L(x∗)∗ и R∗(x) = R(x∗)∗. Јеносавно се роверава а су резулаи алеарских оерација на
множиељима оново множиељи. Тако ску свих множиеља чини јену алеру са инволуцијом.

Пар (Lx, Rx) је осеан случај множиеља на A, јер су ое сране у (3) јенаке axb. Ако је A
униална аа су сви множиељи о олика. Наиме, зо (3) (за a = b = 1) важи L(1) = R(1) и
ај елемен означимо са x. Даље, сављајући a = 1 у (3) оијамо L(b) = xb, а сављајући b = 1,
R(a) = ax. Међуим, ако A није униална има и руих множиеља шо ћемо ураво виеи.

Моивисани римером лево, оносно есно множења, окажимо а за ило који ар множиеља
(L,R) важи ||L|| = ||R||. Имамо, на основу (2)

||L(b)|| = sup
||a||≤1

||aL(b)|| = sup
||a||≤1

||R(a)b|| ≤ sup
||a||≤1

||R(a)|| ||b|| = ||R|| ||b||,

оакле је ||L|| ≤ ||R||. Аналоно се оија и руа нејенакос.
Норму на алери множиеља увоимо са ||(L,R)|| = ||L|| = ||R||.

3.4. Сав. Алера множиеља је јена C∗-алера са јеиницом, а A се може изомерички
уоии у њу.

Доказ. Докажимо, рво, а је реч о C∗-норми. Довољно је оказаи а је ||L||2 ≤ ||RL∗||, јер је

(L,R)∗(L,R) = (R∗, L∗)(L,R) = (R∗L,RL∗).

Посоји a ∈ A, ||a|| = 1, акво а је ||L||2 − ε ≤ ||L(a∗)||2. Даље рачунамо

||L||2 − ε ≤ ||L(a∗)||2 = ||(L(a∗))∗L(a∗)|| = ||L∗(a)L(a∗)|| = ||RL∗(a)a∗|| ≤ ||RL∗(a)||,

оакле лако оијамо ражено.
Треа још оказаи комленос. Међуим о слеи из комленоси росора L(A) свих лин-

еарних ораничених оераора на A. Јеиница је ар (I, I), е је I = idA. Најза ресликавање
A 3 x 7→ (Lx, Rx) је изомеричко уаање. �

Алерумножиеља означаваћемо саM(A), а њену оалеру {(Lx, Rx)+α(I, I) x ∈ A,α ∈ C}
са A1 и зваћемо је униализација алере A.

Примеа. Неосреан оказ (ез уорее множиеља) а се свака C∗-алера може униализо-
ваи је изузено комликован.
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3.5. Самоајуновани елемени. Елемен a C∗-алере A је самоајунован ако је a∗ = a, а
нормалан, ако је aa∗ = a∗a.

Свако x ∈ Aможе се на јеинсвен начин ресавии као x = a+ib, е су a и b самоајуновани.
Заиса, може се узеи a = (x+x∗)/2 и b = (x−x∗)/2i. Лако се роверава а су a и b самоајуновани,
и а је x = a+ ib. Ако реосавимо а је x = a′ + ib′, она је a− a′ = i(b′ − b), а како су и a− a′,
b′ − b самоајуновани, овољно је оказаи а нема самоајунованих елеменаа x и y, осим нуле,
аквих а је x = iy. Међуим, о је јеносавно, јер −iy = (iy)∗ = x∗ = x = iy.

Елемене a и b у ом случају зовемо реом реални и имаинарни ео елемена x.
x = a+ ib је нормалан ако и само ако a и b комуирају, ј. ab = ba. Ово се јеносавно роверава,

јер је xx∗ − x∗x = 2i(ba− ab).
Елемени олика x∗x и xx∗ су самоајуновани, шо се јеносавно роверава, уореом, рав-

ила 2) и 3).
Јеинични елемен је самоајунован, јер је 1∗ = 1∗1.
Елеменx је инвериилан ако и само ако је акавx∗, и аа је (x∗)−1 = (x−1)∗, шо се јеносавно

роверава.

3.6. Теорема [рва Гељфан-Најмаркова]. Нека је A комуаивна C∗-алера са јеиницом.
Таа је A ∼= C(∆), е је ∆ росор максималних иеала. Ако је A комуаивна C∗-алера ез
јеинице, она је ∆ локално комакан, и A ∼= C0(∆). Друим речима, Гељфанова рансформација
је изоморфизам.

Доказ. Најре ћемо оказаи а Гељфанова рансформација чува инволуцију, оносно а је
â∗ = â. Довољно ће ии а окажемо а је Гељфанова рансформација самоајуновано елемена
реалновреносна функција. Нека је a = a∗ ∈ A, и нека је h ∈ ∆, h(a) = α + iβ ∈ C. Доказаћемо а
је β = 0. Уочимо елемен z = a+ ite. Таа је h(z) = α+ i(β + t) и z∗z = a2 − t2e, и оуа

α2 + (β + t)2 = |h(z)|2 ≤ ||z||2 = ||z∗z|| ≤ ||a2||+ t2,

оносно
α2 + β2 + 2βt ≤ ||a2||,

шо је немоуће ако је β 6= 0, јер неконсанна линеарна функција не може ии ораничена.
Оале слеи а је за свако h ∈ ∆, â(h) = h(a) ∈ R, шо овлачи а Гељфанова рансформација

чува инволуцију. Заиса, ако је x = a+ ib, x∗ = a− ib, она је

x̂(h) = h(a) + ih(b) = h(a)− ih(b) = x̂∗(h).

Даље, Гељфанова рансформација је изомерија. Заиса, ако је a самоајунован, она је ||a||2 =

||a∗a|| = ||a2||, оакле је ||â|| = ||a|| = r(a). Ако a није самоајунован, она b = a∗a јесе, и b̂ = ââ,
и оуа

||â||2 = ||ââ|| = ||b̂|| = ||b|| = ||a∗a|| = ||a||2.
Најза, алера Â ⊆ C(∆) саржи консанне функције, заворена је (рема рехоном асусу),

и заворена је у оносу на комлексно конјуовање. Оуа је Â = C(∆) (Соун-Вајершрасова
еорема).

Уколико A нема јеиницу, она рименимо рехоно на њену униализацију A1. Јеини нови
каракер је онај који се анулира на A, а је ∆(A1) = ∆(A) ∪ {h∞}. Крај. �

3.7. Гељфан Најмаркови функори. Прехона еорема оказује а осоји ијекција између
скуаH свих Хаусорфових локално комакних оолошких росора и скуа C свих комуаивних
C∗ алери. То ресликавање је C : Ω → C0(Ω) које росору Ω риружује алеру нерекиних
функција (које се анулирају у есконачноси), а њеово инверзно је∆ : C → H које алериA оељује
њен росор максималних иела. Прехона еорема ври а је C0 ◦∆ иеничко ресликавање. Да
је и орана комозиција иеничка виели смо у римеру из лаве Банахове алере.

Важи и више, јер H и C нису само скуови нео и каеорије, ако се морфизми у H увеу као
нерекина својсвена ресликавања, оносно она нерекина ресликавања за које је инверзна слика
комака комак, а у руој као ∗-хомоморфизми.

Заиса, нека је ϕ : Ω1 → Ω2 нерекино својсвено ресликавање. Таа за сваку f ∈ C0(Ω2),
функција f ◦ ϕ риаа C0(Ω1) (зо услова својсвеноси, а ресликавање C0(Ω2) 3 f 7→ f ◦ ϕ ∈
C0(Ω1) је очилено ∗-хоморфизам (саласно са линеарним коинацијама, множењем и инволуцијом).



3. C∗-АЛГЕБРЕ (ПРВИ ДЕО) 25

С руе сране, нека је Φ : A1 → A2 неки ∗-хомоморфизам. Таа је за свако h ∈ ∆(A2)
ресликавање h◦Φ мулиликаиван функционал наA1, а ресликавање∆(A2) 3 h 7→ h◦Φ ∈ ∆(A1)
је нерекино и својсвено.

Дакле, C0 и ∆ нису само оична ресликавања, нео су функори, и о јеан руом инверзни.
Соа нема разлике између еорије локално комакних Хаусорфових росора и еорије комуа-
ивних C∗-алеери. Појмовима оше оолоије ооварају оређени ојмови еорије C∗-алери:
ОвореномоскууU ⊆ Ω оовара иеалC0(U) у алериC0(Ω). ЗавореномоскууF ⊆ Ω оо-
вара количничка алера C0(Ω)/C0(FC). Тачки x росора Ω оовара каракер hx. Комакноси
оовара рисусво јеинице. Комакификацији оовара униализација, и о комакификацији
ачком минимална униализација, а комкаификацији Соуна-Чеха алера множиеља (виеи за-
аак 1). Оворено-завореном скуу оовара самоајунован ројекор, осносно акав елемен p за
који важи p2 = p∗ = p, овезаним росорима, алере које немају неривијалних (различиих о 0 и
1) ројекора, и.

Слеи римена Гељфан-Најмаркове еореме у ошој оолоији, ок је римена у еорији мере
оисана у зааку рој 2.

3.8. Теорема [Сон-Чех]. Нека је Ω локално комакан Хаусорфов росор. Он се може
роширии о комакно росора βΩ ако а свака ораничена функција на Ω има нерекино
роужење на βΩ.

Примеа. Сон-Чехова комакификација се оире инуиивном схваању. Тешко је замислии
комакификацију инервала (0, 1) е на ример функција sin(1/x) има нерекино роужење,
или на ример комакификацију скуа рироних ројева са искреном оолоијом е сваки
ораничен низ има нерекино роужење.

Доказ. Просор Cb(Ω) свих ораничених нерекиних функција са sup-нормом је јена C∗-
алера, ако се множење увее ачка о ачка, а инволуција омоћу комлексно конјуовања у свакој
ачки. Ово се лако роверава. Њен росор максималних иеала означимо са ∆. Према рвој
Гељфан-Најмарковој еореми ∆ је комакан и Cb(Ω) ∼= C(∆). За свако t ∈ Ω, ресликавање
Cb(Ω) 3 f → f(t) ∈ C је каракер. Ску свих аквих каракера означимо са ∆0. Јасно је а се
∆0 и Ω моу оисовеии као скуови. Докажимо и а се оолоије на њима оклаају. Нека је τ
Гељфанова оолоија на ∆, τ0 њено сужење на ∆0, и χ олазна оолоија на ∆0. Тоолоија χ је
минимална у оносу на коју су све функције из C0(∆0) нерекине, а τ минимална у оносу на коју
су све функције из C(∆) нерекине, како се све функције из C0(∆0) ривијално роужују нулом о
функције из C(∆), о је τ0 ⊇ χ. Оуа је ∆0 оворен оску о ∆ у τ . Количнички росор ∆/∆C

0

оијен коласирањем скуа ∆C
0 у ачку је она комакан, а комакификација ∆0 ∪ {∞} росора

∆0 у оносу на χ је Хаусорфов, а је τ0 = χ. �

3.9. C∗-оалере. Прва Гељфан-Најмаркова еорема у оуноси оисује све комуаивне
C∗-алере. И више, она ружа моућноси а се омоћу ње оље изуче и некомуаивнеC∗-алере.
Нека су a1, . . . , an ∈ A. Ознаком C∗(a1, . . . , an) означаваћемо C∗-оалеру алере A енерисану

елеменима a1, . . . , an. То је минималнаC∗-оалераC∗-алереA коај саржиоменуе елемене.
Није ешко усановии а је реч о заворењу (у норми) свих олинома о a1, a

∗
1, . . . , an, a

∗
n. У ошем

случају а оалера није комуаивна, али у некимосеним случајевима јесе. На ример ако су сви
aj самоајуновани и ва о ва комуирају, аа је и C∗(a1, . . . , an) комуаивна. Ако је a нормалан
елемен, она је C∗(a) комуаивна. Ако су сви a1, . . . , an нормални и међусоно комуирају, иће и
аа алера C∗(a1, . . . , an) комуаивна, али о ћемо оказаи ек након Фали-Панемове еореме,
јер ез ње не можемо врии а је aia∗j = a∗jai.

Уколико је алера A униална, она ћемо умесо C∗(a, 1) краће исаи C∗(a) и сл, оносно
оразумевамо а је и оалера енерисана навееним елеменима униална.

Техника оаира ооварајуће комуаивне C∗-алере омоућава а се и у некомуаивном
случају окажу нека важна врђења. Треа међуим, азии како се риликом реласка на оал-
еру мења секар, а он се, у случају оших (ез C∗-услова) Банахових алери, наиме, може
увећаи. Заиса, ако елемен λ1 − a нема инверз у оалери B, он може а а има у већој алери
A, ок је орано, разуме се, немоуће. Тако је σB(a) ⊇ σA(a). Међуим, секрални раијус се не
мења, јер он зависи само о меричке срукуре. Покажимо саа а се у случају C∗-алери секар
не мења ри реласку на оалеру.
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3.10. Сав. Нека је B нека C∗-оалера униалне C∗-алере A. Таа је σB(a) = σA(a) за
свако a ∈ B.

Доказ. Доказаћемо рво, а ако је a = a∗ ∈ B инвериилан у A, а она a−1 ∈ B. У у сврху
ћемо риказаи a−1 као лимес (у норми) олинома о a.

Посмарајмо C∗(a, a−1) - комуаивну оалеру у A. Према рвој Гељфан-Најмарковој ео-
реми, она је изоморфна са C(∆), е је ∆ росор максималних иеала. Гељфанова рансформација
â се ние не анулира (у роивном 0 ∈ σC∗(a,a−1)(a) а a није инвериилан), шо значи а у свакој
ачки важи нејенакос

0 ≤ 1̂− |â|2/||â||2 < 1.

Оале слеи а је елемен |â|2/||â||2 инвериилан и а се њеов инверз може оии као сума реа
+∞∑
n=0

|â|2n

||â||2n
,

а како је 1/â = â/|â|2, о се корисећи чињеницу а је Гељфанова рансформација изоморфизам
оија

a−1 = a

+∞∑
n=0

a2n

||a||2n
.

Тако a−1 ∈ C∗(a) ⊆ B. Нека је саа a ∈ B ило какав инвериилан (у A) елемен. Таа су и a∗
и a∗a инвериилни, а како је a∗a самоајунован, о (a∗a)−1 ∈ B. Међуим, a−1 = (a∗a)−1a∗, а
и a−1 ∈ B.

Најза, јенакос секара закључујемо римењујући рехоно на елемене олика λ1− a. �

3.11. Послеица. Ако је a ∈ A нормалан елемен аа је ||a|| = r(a), оносно норма је јенака
секралном раијусу. Ако је a = a∗ самоајнован елемен, она је σ(a) ⊆ R. Ако је a униаран, о
јес aa∗ = a∗a = 1, она је σ(a) ⊆ {λ ∈ C | |λ = 1}, и ||a|| = 1.

Доказ. Нека је B = C∗(a) и a нормалан. Таа је σ(a) = σB(a), и још ||a|| = ||â|| = r(a). Нека је,
саа a = a∗. Таа се σ(a) = σB(a) оклаа са скуом вреноси Гељфанове рансформације â, али
â = â∗ = â. Тврња за униарне слеује из ââ = â∗a = 1̂ = 1. �

3.12. Нерекини функционални рачун. Нека је a ∈ A (A униална) нормалан елемен.
а) Функција â је хомеоморфизам росора максималних иела ∆ оалере C∗(a) на σ(a);
) Пресликавање C(σ(a)) 3 f 7→ (f ◦ â)ˇ∈ C∗(a) је ∗-изоморфизам, и о акав а сваки олином

P (z, z̄) ресликава у P (a, a∗). (Дијакриички знак ˇозначава инверзну Гељфанову рансформацију.)
Слику ослење ресликавања означаваћемо са f(a).

Доказ. а) Како је C∗(a) униална комуаивна C∗-алера, реа још оказаи а је њен росор
максималних иеала ∆ = ∆(C∗(a)) хомеоморфан са σ(a). Нека је â Гељфанова рансформација
елемена a. Знамо а је слика ресликавања â : ∆ → C јенака σ(a). Докажимо а је â инјекивно.
Нека су h1 и h2 каракери на C∗(a), и реосавимо а је â(h1) = â(h2), оносно h1(a) = h2(a).
Зо мулиликаивноси је она и за све n ≥ 0, h1(an) = h2(an). Како Гељфанова рансформација
ревои ∗ у комлексно конјуовање закључујемо а важи иh1((a∗)n) = h2((a∗)n), а како су олиноми
о a и a∗ уси у C∗(a), о слеи а је h1 ≡ h2. Дакле, â је инјекивно.

Докажимо и а је â хомеоморфизам. Уочимо инверзне слике свих оворених скуова у σ(a)
функцијом â. Како је â ијекција, они чине неку оолоију. Како је â нерекина, а оолоија је
слаија о Гељфановске. Најза, како је â инјекивна а оолоија разваја ачке, јер за h1 6= h2 ∈ ∆
и â(h1) 6= â(h2), а осоје оворени исјункни σ(a) ⊇ Uj 3 â(hj). Таа су скуови â−1(Uj) 3 hj
оворени и исјункни. Дакле, о је Хаусорфова оолоија слаија о комакне - Гељфановске.
Соа се она оклаа са Гељфановском, шо значи а нема руих оворених скуова у ∆ осим
инверзних слика оворених функцијом â. Оале је â хомеоморфизам.

) Јасно је а је реч о ∗-изоморфизму, јер су аква и Гељфанова рансформација и ресликавање
f 7→ f ◦ â. Иеничка функција σ(a) 3 z 7→ z = f1(a), се слика у елемен чија је Гељфанова
рансформација јенака f1 ◦ â = â, акле у a. Оале слеи осало. �
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3.13. Лема. Нека је a ∈ A самоајунован некеC∗ алере. Таа је елеменu = exp(ia) униаран
и њеов инверз је u−1 = u∗ = exp(−ia). Посено, ||u|| = 1.

Доказ. Како је инволуција нерекина, и a = a∗, имамо

u∗ =

(
+∞∑
n=0

(ia)n

n!

)∗
=

+∞∑
n=0

(−ia)n

n!
= exp(−ia).

Како елемени ia и−ia очилено комуирају, о је и uu∗ = exp(ia) exp(−ia) = exp(ia− ia) = 1. �

3.14. Теорема [Фали-Панем]. Нека су a и b нормални елемени C∗-алере A. Таа ax = xb
овлачи a∗x = xb∗.

Доказ. Из ax = xb, лако инукцијом налазимо anx = xbn, а каа о омножимо са (iλ̄)n/n! и
росумирамо, оијамо eiλ̄ax = xeiλ̄b, оносно

x = e−iλ̄axeiλ̄b.

Нека је a = a′ + ia′′ и b = b′ + ib′′. Посмарајмо аналиичку функцију λ 7→ Φ(λ) = e−iλa
∗
xeiλb

∗
.

Имамо
Φ(λ) = e−i(λa

∗−λ̄a)e−iλ̄axeiλ̄bei(λb
∗−λ̄b) = e−i(λa

∗−λ̄a)xei(λb
∗−λ̄b).

Како су елемени λa∗ − λ̄a и λb∗ − λ̄b самоајуновани, о је рема рехоној леми ||Φ(λ)|| ≤ ||x||,
шо значи а је Φ цела ораничена функција, а мора ии консанна, ј. Φ(λ) = Φ(0) = x. То значи
а је

eiλa
∗
x = xeiλb

∗
.

Уоређивањем коефицијена уз λ1 у развоју у сеени ре рехоне формуле, налазимо a∗x =
xb∗. �

Посено, ако су x и y комуирајући нормални елемени, она је xy∗ = y∗x и x∗y = yx∗.
Ошије, ако су a1, . . . , an међусоно комуирајући елемени C∗-алере A, она је њена оалера
C∗(a1, . . . , an) комуаивна.

3.15. Нерекини функционални рачун више роменљивих. Нека су a1, . . . , an ∈ A нор-
мални елемени који међусоно комуирају.

а) Функција â = (â1, . . . , ân) је хомеоморфизам росора максималних иеала ∆ оалере
C∗(a1, . . . , an) на неки оску скуаCn. Тај ску означаваћемо саσ(a1, . . . , an) и зваћемо зајенички
секар елеменаа a1, . . . , an;

) Пресликавање C(σ(a1, . . . , an)) 3 f 7→ (f ◦ â)ˇ∈ C∗(a) је ∗-изоморфизам, и о акав а сваки
олином P (z1, z̄1, . . . , zn, z̄n) ресликава у P (a1, a

∗
1, . . . , an, a

∗
n).

Слику функције f навееним изоморфизмом означавамо са f(a1, . . . , an).
Доказ. Доказ је иси као у оељку 3.12.

ПОЗИТИВНИ ЕЛЕМЕНТИ И ПОРЕДАК

3.16. Дефиниција. Нека је A роизвољна C∗-алера (може ии и ез јеинице).
Елемен a ∈ A називамо озиивним ако је a = a∗ и σ(a) ⊆ [0,+∞). Ако је још и σ(a) ⊆ (0,+∞)

она а зовемо сроо озиивним. Ако је A униална, она је a сроо озииван ако је озииван и
инвериилан. Ску свих озиивних елеменаа означавамо са A+.

На скуу свих самоајунованих елеменаа Asa увоимо релацију ≤ омоћу a ≤ b ако и само ако
је b− a озииван.

3.17. Сав. а) Ску A+ је реалан конус, оносно a, b ∈ A+ и λ > 0 овлачи a + b ∈ A+, и
λa ∈ A+, као и A+ ∩ (−A+) = {0}. A+ је заворен ску;

) релација ≤ је релација (елимично) орека на Asa;
Доказ. а) Да λa ∈ A+ слеи из еореме о ресликавању секра. Нека су a и −a јеновремено

озиивни. Зо еореме о ресликавању секра слеи а је σ(a) = {0}. То значи а Гељфанова
рансформација елемена a (у алери C∗(a)) узима само вренос нула, оносно а је a = 0.
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Нека a, b ∈ A+, и нека је α = ||a||, β = ||b||. Таа је σ(α1− a) ⊆ [0, α] и σ(β1− b) ⊆ [0, β], а о
овлачи ||α1− a|| ≤ α и ||β1− b|| ≤ β, оакле је

||(α+ β)1− (a+ b)|| ≤ α+ β.

Како је (α + β)1 − (a + b) ∈ Asa о овлачи а је σ((α + β)1 − (a + b)) ⊆ [−α − β, α + β]. Према
еореми о ресликавању секра је она σ(a+ b) ⊆ [0, 2(α+ β)], а a+ b ∈ A+.

Нека A+ 3 an → a. Зо нерекиноси инволуције, a је самоајунован. Нека је αn = ||an|| и
α = ||a||. Имамо, αn1− an ≥ 0, а је ||αn1− an|| ≤ αn, оакле је ||α1− a|| ≤ α, оакле слеи a ≥ 0.

) Рефлексивнос је очилена. Анисимеричнос слеи из релације A+ ∩ (−A+) = {0}. Транз-
иивнос слеи из a, b ∈ A+ овлачи a+ b ∈ A+. �

3.18. Сав [каракеризација озиивних елеменаа]. Слеећи услови су еквиваленни:
(1) a ∈ A+;
(2) a = b2 за неки самоајунован b;
(3) a = b∗b за неки b ∈ A.
Доказ. (2) ⇒ (3) је очилено. (1) ⇒ (2): Нека је a ∈ A+. Функција λ 7→

√
λ је корекно

ефинисана на σ(a), а можемо узеи b =
√
a.

(3) ⇒ (1) је најежи смер. Прво окажимо а b∗b не може ии неаиван (осим у ривијалној
сиуацији b = 0). Преосавимо суроно, b∗b ≤ 0. Како се σ(xy) и σ(yx) оклаају о на нулу, о је
и bb∗ ≤ 0. Савимо b = b1 + ib2, е су b1 и b2 самоајуновани. Како је зир ва озиивна елемена
озииван, имамо

0 ≥ b∗b+ bb∗ = 2b21 + 2b22 ≥ 0,

јер су b21 и b22 озиивни рема еореми о ресликавању секра. Како је A+ ∩ (−A+) ривијалан, о
је b = 0.

Саа оказујемо а a = b∗b мора ии озииван. Тај елемен је самоајунован, и може се
риказаи као a = a+ − a−, е су a+ и a− озиивни елемени акви а је a+a− = a−a+. (Довољно
је узеи a+ = g(a) и a− = h(a), е су g(λ) = max{λ, 0}, h(λ) = max{−λ, 0} озиивни и неаивни
ео роја λ.) Таа је

0 ≥ −a3
− = a−(a+ − a−)a− = a−aa− = a−b

∗ba− = (ba−)∗ba−,

оакле, рема већ оказаном имамо ba− = 0, а име и a− = 0. Тако је a = a+ ≥ 0. �

3.19. Послеице. 1. Ако је a ≤ b, она је за свако c, c∗ac ≤ c∗bc;
2. Пресликавање x 7→ x−1 је оаајуће на скуу A+ ∩G(A) свих сроо озиивних елеменаа.
Доказ. 1. Елемен b− a је озииван, а је рема рехоном саву олика d∗d за неко d. Оуа

је и елемен c∗bc− c∗ac = (dc)∗dc озииван;
2. Ако је 0 < x ≤ y, она је, имајући у виу а је y−1/2 корекно ефинисан и самоајунован,

0 < y−1/2xy−1/2 ≤ 1. Како се секри елеменаа ab и ba оклаају, о је и x1/2y−1/2y−1/2x1/2 =
x1/2y−1x1/2 озииван и мањи о 1, оале је узимајући за c = x−1/2, y−1 ≤ x−1. �

3.20. Дефиниција [ароксимаивна јеиница]. Иако се свакаC∗-алера може униализоваи,
онека се мора раии ез ње. На ример, нијеан рави иеал у C∗-алери не може саржаи
јеиницу. Као замену за јеинични елемен ефинишемо ароксимаивну јеиницу као ску ози-
ивних елеменаа {eλ |λ ∈ Λ} инексиран усмереним скуом Λ (оносно уређеним скуом чији сваки
вочлани оску има орње ораничење), акав а λ ≤ µ овлачи eλ ≤ eµ и акав а је

(4) lim
λ∈Λ

xeλ = lim
λ∈Λ

eλx = x,

у норми алере A.
При оме, ранична вренос се узима у оносу на филер енерисан инервалима олика

[λ0,+∞), оносно ранична вренос у (4) значи а за све ε > 0 осоји λ0 ∈ Λ акво а за све
λ ≥ λ0 важи

||xeλ − x||, ||eλx− x|| < ε.
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3.21. Сав. Ску Λ = {a ∈ A | 0 ≤ a < 1} је усмерен ску. Тај ску (инексиран самим соом)
називамо канонска ароксимаивна јеиница.

Примеа. Сав се оноси на алере ез јеинице. Таа нејенакос 0 ≤ a < 1 означава а је
a = a∗ и σ(a) ⊆ [0, 1).

Доказ. Треа оказаи а за 0 ≤ a, b < 1 осоји c са осоином a, b ≤ c < 1. Искорисићемо
чињеницу а је ресликавање a 7→ a(1 + a)−1 расућа функција. Исина, елемен (1 + a)−1 може
а осоји само у униализацији алере A, али како је алера A увек иеал у својој униализацији
(заиса b ∈ A и c+ λ1 ∈ A1 овлачи b(c+ λ1) = bc+ λb ∈ A), о a(1 + a)−1 ∈ A.

Докажимо а је навеено ресликавање заиса расуће. Из a ≤ b омах налазимо 1 + a ≤ 1 + b,
а рема ослеици 3.19.2 оале и (1 + a)−1 ≥ (1 + b)−1, оносно a(1 + a)−1 = 1 − (1 + a)−1 ≤
1− (1 + b)−1 = b(1 + b)−1.

За ае a, b ∈ Λ осмарајмо елемене a′ = a(1 − a)−1 и b′ = b(1 − b)−1. Елемен c′ = a′ + b′

је акође озииван, а осоји c = c′(1 + c′)−1 за које је (о еореми о ресликавању секра
σ(c) ⊆ [0, 1). Како је a′ ≤ c′, о је зо монооноси функције x 7→ x(1 + x)−1, и a = a′(1 + a′)−1 ≤
c′(1 + c′)−1 = c. Слично је и b ≤ c.

Докажимо а је скуΛ заиса ароксимаивна јеиница. Доказаћемо рво а важи (4) за озиивне
a. Зо нерекиноси a 7→ a∗ овољно је оказаи само јену јенакос, а множењем ооном
консаном можемо реосавии а је a < 1. Ако је eλ > a1/n аа је 1 − eλ < 1 − a1/n, и име
a(1− eλ)a < a(1− a1/n)a = a2(1− a1/n), а имамо

||eλa− a||2 = ||a(1− eλ)a|| ≤ ||fn(a)||,

е је fn(λ) = λ2(1 − n
√
λ). Међуим, ослења функција осиже максимум (у инервалу [0, 1]) у

ачки (2n/(2n+ 1))n, а је |fn(λ)| ≤ (2n/(2n+ 1))2n(1/(2n+ 1)) < 1/(2n+ 1), а је и

||eλa− a||2 ≤
1

2n+ 1
.

Нека је саа a роизвољно. Таа је ||aeλ−a||2 = ||(1−eλ)a∗a(1−eλ)|| ≤ ||(1−eλ)a∗a||, а рименимо
рехони случај на a∗a, и најза ||eλa− a|| = ||a∗eλ − a∗||, а рименимо рехоно на a∗. �

ИДЕАЛИ И ХОМОМОРФИЗМИ

3.22. Сав. Нека је J (заворени) восрани иеал у C∗-алери A. Таа је J = J∗.
Доказ. Ску J ∩ J∗ је C∗-оалера у A, и у њој осоји нека ароксимаивна јеиница, на

ример eλ. Нека a ∈ J . Имамо
||a∗eλ − a∗||2 = ||eλaa∗eλ − eλaa∗ − aa∗eλ + aa∗|| ≤ ||eλaa∗ − aa∗||+ ||aa∗ − eλaa∗||.

Међуим, ослењи израз ежи ка нули, јер aa∗ риаа и J и J∗, а риаа J ∩ J∗. Како a∗eλ ∈
J ∩ J∗ ⊆ J , о се a∗ може ароксимираи елеменима из J , а a∗ ∈ J . �

3.23. Сав. Нека је J заворени восрани иеал уA. КоличникA/J јеC∗-алера са санарно
ефинисаним оерацијама, и количничком нормом ||a + J || = infb∈J ||a − b||. За количничку норму
важи

(5) ||a+ J || = lim
λ
||a− aeλ||,

е је eλ роизвољна ароксимаивна јеиница у J .
Доказ. Да је количник A/J Банахова алера већ знамо. Покажимо а за количничку норму важи

(5). Како aeλ ∈ J о важи ||a+ J || ≤ ||a− aeλ||, и оуа

(6) ||a+ J || ≤ lim inf
λ
||a− aeλ||.

С руе сране, за ило које b ∈ J имамо (алеру A униализујемо у случају орее)

||a− aeλ|| = ||(a− b)(1− eλ) + b− beλ|| ≤ ||a− b|| ||1− eλ||+ ||b− beλ||.
Друи суман ежи ка нули, јер b ∈ J , а рви је ораничен са ||a− b||, а је

lim sup
λ
||a− aeλ|| ≤ ||a− b||.

Каа у рођемо инфимумом о свим b ∈ J и узмемо у озир (6) оијамо (5).
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Инволуција a + J 7→ a∗ + J је очио корекно ефинисана, и саласна са осалим оерацијама,
а осаје још а се ровери а важи C∗-услов. Међуим, о слеи из (5), јер
||a+ J ||2 = lim

λ
||a− aeλ||2 = lim

λ
||(1− eλ)a∗a(1− eλ)|| ≤ lim

λ
||a∗a− a∗aeλ|| = ||a∗a+ J ||.

�

3.24. Сав. Нека су A и B ве C∗-алере, и ϕ : A→ B (алеарски) ∗-хомоморфизам. Таа је
а) ||ϕ(a)|| ≤ ||a||, и осено, ϕ је ораничен;
) kerϕ = {a ∈ A | ϕ(a) = 0} је заворен восрани иеал у A;
в) Ако је, још, ϕ инјекивно, она је ϕ изомерија, и осено, ϕ(A) је заворена оалера у B;
) Слика хомоморфизма ϕ је заворена, оносно ϕ(A) је C∗-оалера алере B.
Доказ. а) По ореи можемо алере A и B униализоваи. Јасно је а је ϕ(1A) јеиница у

оалери B′ = ϕ(A) ≤ B. Ако је λ ∈ ρ(a), аа је a − λ1 инвериилан у A, а је ϕ(a − λ1) =
ϕ(a)− λ1 инвериилан у B′. Оуа је ρ(a) ⊆ ρ(ϕ(a)), оносно
(7) σ(ϕ(a)) ⊆ σ(a).

Тако за нормалне елемене a, важи ||ϕ(a)|| = r(ϕ(a)) ≤ r(a) = ||a|| (осеимо се а је секрални
раијус r(a) јенак ||a|| за нормалне). У ошем случају из C∗-услова имамо ||ϕ(a)||2 = ||ϕ(a∗a)|| ≤
||a∗a|| = ||a||2;

) Слеи из а)
в) Зо C∗-услова овољно је оказаи а ||ϕ(a)|| = ||a|| важи за сваки озииван елемен a.

Преосавимо суроно, ||ϕ(a)|| < ||a||. Таа је σ(f(a)) саржано у иску олуречника ||ϕ(a)||,
ок секар озиивно елемена a саржи реалан рој ||a||. Соа осоји неривијална функција
f ∈ C(σ(a)) која се анулира на σ(ϕ(a)). За њу важи
(8) ϕ(f(a)) = f(ϕ(a)).

Заиса, како је ϕ мулиликаивно ресликавање, о за сваки олином P важи ϕ(P (a)) = P (ϕ(a)), а
f се може риказаи као равномерни лимес олинома. Међуим, рема консрукцији је f ◦ ϕ = 0, а
је есна срана у (8) јенака нули, а како је f(a) 6= 0 о роивречи инјекивноси;

) Алеру A заменимо алером A/ kerϕ, на којој је оро ефинисано ресликавање ϕ′ са
ϕ′(a+ kerϕ) = ϕ(a). Слике ресликавања ϕ и ϕ′ се оклаају, а ϕ′ је инјекивно. �

Зааци

1. а) Нека јеA неуниалнаC∗-алера, eλ нека њена ароксимаивна јеиница и (L,R) мнижиељ
на A. Доказаи а је R(a) = limλ aL(eλ и L(a) = limλR(eλ)a;

) Нека је саа A = S∞ алера комакних оераора на Хилеровом росору H . Доказаи
а је за сваки ројекор коначно рана p ар (L1, R1) множиељ на B(pH), ако је L1(A) = pL(A)p и
R1(A) = pR(A)p, а извеси ослицу а јеM(A) ∼= B(H);

в) Нека је саа A = C0(Ω) (локално комакан). Доказаи а је M(A) ∼= Cb(Ω), корисећи
росоре C(K) за комакеK ⊆ Ω.

2. а) Нека је (X,Σ, µ) росор са мером и нека Σ0 означава ску свих µ-занемарљивих скуова.
На Σ увеемо релацију ∼ са A ∼ B ако и само ако је µ(A4B) = 0. Доказаи а је ∼ релација
еквиваленције. Доказаи а је количнички ску Σ/Σ0 := Σ/ ∼ Булова алера у оносу на оерације
∪, ∩ и консане X , ∅. Показаи а је у ој алери [A] ≤ [B] ако и само ако је µ(A \ B) = 0. Таа
кажемо а ску B скоро саржи ску A;

Нааље важи и µ(X) < +∞.
) Нека је ∆ росор максималних иеала алере L∞(X,µ), е је µ(X) < +∞. Корисећи

Рисову еорему о ререзенацији, оказаи а на ∆ осоји озиивна Борелова мера µ̂ за коју важи∫
∆

f̂ dµ̂ =

∫
X

f dµ,

за све f ∈ L∞;
в) Доказаи а је µ(G) > 0 за сваки оворен ску у ∆;
) Доказаи а за сваку функцију g ∈ L∞(∆, µ̂) осоји нерекина функција h : ∆ → C аква

а је g = h, µ̂ скоро свуа. Извеси ослеицу: Банахови росори C(∆) и L∞(∆, µ̂) се оклаају;
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) Доказаи а је заворење роизвољно оворено скуа у ∆ акође оворено. (Кажемо а је
росор са им својсвом ексремно неовезан;

ђ) Доказаи а за сваку фамилију Eα ⊆ X осоји минималан ску који је скоро саржи, о јес
скуE, акав а за све α E скоро саржиEα, и а ако и F осеује исо својсво ааE скоро саржи
F ;

е) Извеси ослеицу: Булова алера Σ/Σ0 је комлена, оносно свака фамилија у њој има
суремум.

3. а) Нека је a ∈ A нормалан елемен C∗-алере A, и f : σ(a) → C нерекина функција.
Доказаи а је σ(f(a)) = f(σ(a)) (еорема о нерекином ресликавању секра);

) Нека је a ∈ A нормалан, f : σ(a)→ σ(f(a)) и g : σ(f(a))→ C нерекине функције. Доказаи
а је (g ◦ f)(a) = g(f(a)).

4. Нека је A Банахова алера са инволуцијом за коју важи ||a∗|| = ||a|| (не мора ии C∗).
Нека је ||a||rep := sup ||π(a)||, е се суремум узима о свим ∗-хомоморфизмима π : A → B у неку
C∗-алеру B.

а) Доказаи а је || · ||rep исуњава C∗ услов, као и а је ||a||rep ≤ ||a||;
) Нека јеC∗(A) комлеирање алереA у оносу на норму || · ||rep, и ϕ0 : A→ C∗(A) рироно

уаање. (Ту алеру називамо C∗-овојница алере A.) Доказаи а C∗(A) осеује универзално
својсво, о јес а за сваку руу C∗ алеру B и ∗-хомоморфизам ϕ : A → B осоји јеинсвени
∗-хомоморфизам ψ : C∗(A)→ B акав а је ϕ = ψ ◦ ϕ0.

5. а) Нека је у неуниалној алери A, елемен a сроо озииван (о значи а је σA1
(a) ⊆

(0,+∞)). Доказаи а је низ en = a(a+ 1/n)−1 расући и а чини ароксимаивну јеиницу алере
A;

) Нека је en расућа ароксимаивна јеиница алереA. Доказаи а је елемен a =
∑+∞
n=1 en/2

n

сроо озииван.

6. Нека је A ораничен оераор на Хилеровом росору H . Доказаи а је A озииван
елемен C∗-алере B(H), ако и само ако је 〈Ax, x〉 ≥ 0 за свако x ∈ H .

7. Нека јеA некаC∗-алера и a ∈ G(A) (акле инвериилан). Показаи а уA осоје униаран
u и озииван c акви а је a = uc. Наћи ример C∗-алере и нормално елемена a који се не може
ресавии на оисан начин.

8. а) Нека је a елемен секрално раијуса r(a) < 1, и b =
(∑+∞

0 a∗nan
)1/2

. Доказаи а је b
корекно ефинисан, b ≥ 1, и ||bab−1|| ≤ 1;

) Извеси ослеицу: r(a) = inf
b∈G(A)

||bab−1|| = inf
b∈Asa

||ebae−b||.



4. C∗-АЛГЕБРЕ (руи ео)

СПЕКТРАЛНА ТЕОРЕМА

4.1. Дефиниција. Нека јеΩ ску,M некаσ-алера нањему и нека јеH некиХилеров росор,
а B(H) алера свих ораничених оераора на H . Секралном мером називамо ресликавање
E : M→ B(H), акво а важи

(1) E(A)2 = E(A) = E(A)∗, за свако A ∈M (ј. вреоси мере су ороонални ројекори);
(2) E(∅) = 0 и E(Ω) = I - јеинчни оераор;
(3) E(

⊔∞
1 Aj) =

∑∞
1 E(Aj), ри чему захевамо а ре јако конверира;

(4) E(A ∩B) = E(A)E(B) - осено, ако A ∩B = ∅ она E(A)E(B) = 0.
Примее Услови нису независни. Рецимо у руом услову, рва јенакос се лако оказује. И

иначе у класичној еорији мере, условm(∅) = 0 служи само а и се искључио ривијалан случај е
је мера свако скуа есконачна - ове је о, наравно, немоуће. Друа јенакос није сушинска, јер
се лако извои моноонија

A ⊆ B ⇒ E(A) ≤ E(B),

а је (E(I)H)⊥ вишак, оносно можемо умесо Хилерово росораH осмараи њеов орос-
ор E(I)H .

Даље, чеври услов се у неколико корака може оказаи на основу рво и реће, шо је оисано
у зааку рој 1.

Захев у рећем услову а ре на есној срани јако конверира је вишак. Наиме, из Ai ∩Aj = ∅
слеи а су ројекориE(Ai) иE(Aj) ороонални, а је свака њихова коначна сума акође ројекор
(ороонални). Таа су арцијалне суме навеено реа расући низ ројекора који увек јако (и слао)
конверира ка неком орооналном ројекору.

Из чевро услова слеи а је увек E(A)E(B) = E(A ∩ B) = E(A ∩ B)∗ = (E(A)E(B))∗ =
E(B)E(A).

Неки умесо секрална мера, кажу и секрално разлаање јеинице.
Просор L∞(Ω;E) или само L∞(E) се ефинише као и у случају ројчаних мера. Ску A

је мере нула ако је E(A) = 0 - нули ројекор. Лако се вии из аксиома секралне мере а је
реројива унија скуова мере нула, акође мере нула. Есенцијални суремум sup ess |f | функције
|f | ефинишемо као њамању консану M > 0 акву а је E{x ∈ Ω | |f(x)| > M} = 0. Таа је
L∞(E) = {f : Ω→ C | ||f ||∞ = sup ess |f | <∞} Банахов росор.

4.2. Инерација у оносу на секралну меру. Може се засниваи еорија инерације ну-
меричких функција у оносу на секралну меру, на иси начин као и у оносу на оичну - ефинишу

32
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се росе функције, инерали росих и. Међуим може се осуии и јеносавније. За ае
векоре f, g ∈ H можемо формираи комлексну меру µf,g заау са

µf,g(A) = 〈E(A)f, g〉 .

Уколико је g = f , аа је мера µf,f озиивна мера, а ако је још ||f || = 1, она је и верованосна (ј.
µf,f (Ω) = 1).

За ау есенцијално ораничену (име и мерљиву) функцију ϕ : Ω→ C осмарамо инерал∫
Ω

ϕdµf,g.

Није ешко роверии а он чини јену ораничену илинеарну форму о f и g. Заиса, линеарнос
о f и анилинеарнос о g је ривијална. Ораниченос слеи, јер је∣∣∣∣∫

Ω

ϕdµf,g

∣∣∣∣ ≤ ||ϕ||∞|µf,g|(Ω) ≤ ||ϕ||∞||f || ||g||.

Послења нејенакос слеи, јер зо Коши-Шварцове нејенакоси, имамо

|µf,g(A)|2 = | 〈E(A)f, g〉 |2 = | 〈E(A)f,E(A)g〉 |2 ≤ 〈E(A)f, f〉 〈E(A)g, g〉 ,

а је за свако разлаање Ω =
⊔
Aj

(1)
∞∑
1

|µf,g(Aj)| ≤
∞∑
1

(〈E(Aj)f, f〉)1/2(〈E(Aj)g, g〉)1/2 ≤

≤

( ∞∑
1

〈E(Aj)f, f〉
∞∑
1

〈E(Aj)g, g〉

)1/2

= (〈If, f〉 〈Ig, g〉)1/2 = ||f || ||g||.

Оуа осоји ораничен оераор T ∈ B(H), акав а је 〈Tf, g〉 =
∫

Ω
ϕdµf,g. Дефинишемо

она,

T :=

∫
Ω

ϕdE =

∫
Ω

ϕ(x) dE(x).

4.3. Секрална еорема. Нека је T нормалан оераор на Хилеровом росору H . Таа
осоји јеинсвена Борелова секрална мера E на σ(T ), аква а за сваку нерекину функцију
f : σ(T )→ C важи

(2)
∫
σ(T )

f(z) dE(z) = f(T ),

и осено ∫
σ(T )

z dE(z) = T.

И више, инерал на левој срани формуле (2) има смисла за сваку f ∈ L∞(σ(T )), и ресликавање

L∞(σ(T )) 3 f 7→
∫
σ(T )

f(z) dE(z) ∈ B(H)

ресавља уаање C∗-алере L∞(σ(T )) у B(H).

Доказ. Посмарајмо комуаивну C∗-алеру C∗(T ). Њен росор максималних иеала може
се оисовеии са σ(T ), а Гељфанова рансформација T̂ оераора T са иеничком функцијом; и
више f̂(T ) са f за сваку нерекину f . (Сав о нерекином функционалном рачуну.) Нека су x,
y ∈ H роизвољни векори. Пресликавање

C(σ(T )) 3 f 7→ 〈f(T )x, y〉

је ораничен функционал. Заиса, линеарнос (о f ) је очиа, а ораниченос слеи из | 〈f(T )x, y〉 | ≤
||f(T )|| ||x|| ||y|| = ||f || ||x|| ||y||. Према Рисовој еореми, осоји реуларна комлексна Борелова
мера µx,y аква а је за сваку нерекину функцију f

〈f(T )x, y〉 =

∫
σ(T )

f(z) dµx,y(z).
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Јеносавно роверавамо а за фамилију мера µx,y (x, y ∈ H) важе јенакоси µλ1x1+λ2x2,y =
λ1µx1,y + λ2µx2,y и µy,x = µ̄x,y . Оуа је за сваку функцију f ∈ L∞(σ(T )) ресликавање (x, y) 7→∫
σ(T )

f(z) dµx,y(z) ораничена илинеарна форма, а осоји оераор Ψ(f) ∈ B(H), акав а је

〈Ψ(f)x, y〉 =

∫
σ(T )

f(z) dµx,y(z).

Пресликавање Ψ је, очилено, линеарно, и важи Ψ(f̄) = Ψ(f)∗. Слеећи корак је а окажемо
а је Ψ мулиликаивно на L∞(σ(T )). Оно је мулиликаивно, (рема ефиницији) на ужем скуу
C(σ(T )), а за све нерекине f, g имамо

(3)
∫
σ(T )

f(z)g(z) dµx,y(z) = 〈f(T )g(T )x, y〉 =

∫
σ(T )

f(z) dµg(T )x,y(z),

оакле је мера g(z) dµx,y јенака мери µg(T )x,y . Оуа (3) важи и за све f ∈ L∞(σ(T )) и g ∈ C(σ(T )),
оносно важи∫

σ(T )

g(z) dµx,Ψ(f)∗y(z) = 〈g(T )x,Ψ(f)∗y〉 = 〈Ψ(f)g(T )x, y〉 =

∫
σ(T )

f(z)g(z) dµx,y(z),

 јес f(z) dµx,y = dµx,Ψ(f)∗y , за све f ∈ L∞(σ(T )). Тако за све f , g ∈ L∞(σ(T )) имамо

〈Ψ(fg)x, y〉 =

∫
σ(T )

f(z)g(z) dµx,y(z) =

∫
σ(T )

dµx,Ψ(f)∗Ψ(g)∗y =

= 〈x,Ψ(f)∗Ψ(g)∗y〉 = 〈Ψ(g)Ψ(f)x, y〉 .
Тако јеΨ хомоморфизам алереL∞(σ(T )) уB(H). Консруишемо саа секралну меру. Наиме

за Борелов ску A ⊆ σ(T ) савимо 〈E(A)x, y〉 =
∫
σ(T )

χA(z) dµx,y(z), е је χA каракерисична
функција скуа A, оносно E(A) = Ψ(χA). Како је Ψ ∗-хомоморфизам, и χ2

A = χ̄A = χA, о је и
E(A)2 = E(A)∗ = E(A). Осала својсва секралне мере слее из својсава комлексних мера µx,y .

Осаје још а окажемо изомеричнос. За о је овољно оказаи а је Ψ инјекивно. Пре-
осавимо суроно, а је f 6= 0 E-скоро свуа, и Ψ(f) = 0. Таа је за неко δ > 0, ску
A = {t ∈ σ(T ) | |f(t)| > δ} E-сроо озиивне мере, ј. E(A) 6= 0, оносно E(A)x = x за
неки векор x ∈ H . Таа је, међуим

0 < ||x||2 = µE(A)x,x(σ(T )) =

∫
σ(T )

χA(z) dµx,x(z) ≤

≤ 1

δ2

∫
σ(T )

|f(z)|2 dµx,x(z) =
1

δ2
〈Ψ(f)x,Ψ(f)x〉 = 0,

шо чини конраикцију. �

Примеа. Иако о није екслицино налашено, нии ешко за неосреан оказ, ресликавање
Ψ је и монооно, ј. f ≤ g овлачи Ψ(f) ≤ Ψ(g). То слеи, јер инјекивни хомоморфизми чувају
секар.

Још јена римеа. Секралном еоремом ефинисан је L∞-функционални рачун за нормалне
оераоре на Хилеровом росору. Тако ћемо уууће, умесо Ψ(f) исаи f(T ). Иак, неки
ауори изеавају ојам L∞, јер се не зна унаре у оносу на коју меру реа ражии есенцијално
ораничене функције. Умесо оа, они олазе о ораничених Борелових функција, е корисе назив
Борелов функционални рачун.

И рећа римеа. Може се оказаи и а свака секрална мера оиче о неко нормално
оераора. О оме виеи зааак рој 2.

4.4. Сав [аља својсва секрално инерала]. а) За сваки оворен ску U ⊆ σ(T ) је
E(U) 6= 0;

) λ ∈ σ(T ) је сосвена вренос ако и само ако је E({λ}) 6= 0; аа је E({λ}) ројекор на
сосвени оросор који оовара сосвеној вреноси λ;

в) Нека су fn, f ∈ L∞(σ(T )). Ако fn → f скоро свуа и supn ||fn|| < ∞, она fn(T ) → f(T )
јако, оносно ||fn(T )x− f(T )x|| → 0 за сваки векор x ∈ H;

) За F ⊆ B(H), ефинишемо F ′ = {A ∈ B(H) | AB = BA за свако B ∈ S} комуан скуа S.
За S ∈ B(H) слеећи услови су еквиваленни:
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(1) S ∈ {T}′;
(2) S ∈ C∗(T )′;
(3) S ∈ {E(A) |A ⊆ σ(T ) мерљив}′.

Доказ. а) Ако је U ⊆ σ(T ) оворен. Таа осоји нерекина озиивна функција f са носачем
саржаним у U , и норме јенаке 1. Таа је f ≤ χA, а је f(T ) ≤ E(A);

)Нека јеEλ = E({λ}) 6= 0, и нека јеx елеменњеове слике, ј.Eλx = x. Како је (z−λ)χ{λ} ≡ 0,
о је (T−λ1)Eλ = 0, а је (T−λ1)x = (T−λ1)Eλx = 0. Тако је λ сосвена вренос и сви елемени
слике ројекора Eλ су сосвени векори.

Орано, нека је Tx = λx. Формирамо скуове Fn = σ(T ) ∩ {t | 1/(n + 1) < |t − λ| ≤ 1/n} и
F0 = {t ∈ σ(T ) | |t− λ| > 1}. Таа је ∪Fj = σ(T ) \ {λ}. Уочимо функције gn(z) = 1/(z − λ)χFn(z).
Оне риаају L∞, јер је Fn на сроо озиивном расојању о λ и важи gn(z)(z − λ) = χFn(z).
Оуа је E(Fn)x = χFn(T )x = gn(T )(T − λ1)x = 0, а је и

∑
E(Fn)x = 0, и име Eλx = x. Тако је

Eλ 6= 0 и сваки сосвени векор се налази у њеовој слици;
в) За све x, y ∈ H имамо

lim
n→∞

〈fn(T )x, y〉 = lim
n→∞

∫
σ(T )

fn dµx,y =

∫
σ(T )

f dµx,y = 〈f(T )x, y〉 ,

рема еореми о оминанној конверенцији, а fn(T )x слао ежи ка f(T )x. С руе сране, оново
на основу ТДК

lim
n→∞

||fn(T )x||2 = lim
n→∞

〈fn(T )∗fn(T )x, x〉 = lim
n→∞

∫
σ(T )

|fn|2 dµx,x =

∫
σ(T )

|f |2 dµx,x = ||f(T )x||2;

) (1)⇒(2) Ако S ∈ {T}′ она S ∈ {T, T ∗}′ о Фали-Панемовој еореми. Она S комуира и
са свим олиномима о T и T ∗, који су уси у C∗(T ). (2)⇒(1) је ривијално.

(3)⇔(2) Пре свеа, имамо

(4) 〈E(A)Sx, y〉 = µSx,y(A), 〈SE(A)x, y〉 = µx,S∗y(A)

и за све f ∈ C(σ(T ))

(5) 〈f(T )Sx, y〉 =

∫
σ(T )

f dµSx,y, 〈Sf(T )x, y〉 =

∫
σ(T )

f dµx,S∗y.

Саа, ако важи S ∈ {E(A)}′, она су мере у формули (4) иеничне а важи (5). Орано, ако
S ∈ C∗(T )′, она су инерали у (5) јенаки за сваку нерекину функцију f , а су и мере јенаке,
оносно важи (4). �

4.5. Наомена. Алеру {f(T ) | f ∈ L∞(σ(T ))} означаваћемо са W ∗(T ) - ојашењење ознаке
услеиће у олављу о фон Нојмановим алерама. У исом олављу ћемо оказаи и а јеW ∗(T ) =
C∗(T )′′.

ГНС КОНСТРУКЦИЈА

У овом оељку уознаћемо акозвану ГНС консрукцију. Скраћеница оиче о имена Гељфан,
Најмарк и Сеал, који су је развили. Консрукција ресавља основу еорије ререзенација C∗-
алери, оносно њоме се консруишу "циле", о којих се моу израии све ререзенације. Усу
ћемо оказаи и руу Гељфан-Најмаркову еорему која ври а је свака C∗-алера (ез озира на
комуаивнос) изомерички изоморфна некој оалери алере B(H) за ооно оаран Хилер-
ов росор H .

4.6. Дефиниција. Сање на униалној C∗-алери A је фукционал ρ : A → C, акав а важи
a ≥ 0⇒ ρ(a) ≥ 0 и ρ(1) = 1. Термин сање оиче из физике (енлески state, руски sosto�nie).

Слее основна својсва сања:
(1) Ако је ρ сање, а a = a∗, она је ρ(a) ∈ R, јер можемо узеи a = a+ − a−.
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(2) Ако је ρ сање, она је ресликавање A × A 3 (a, b) 7→ ρ(a∗b) олускаларни роизво -
јеино не мора ии нееенерисан. У сваком случају, олазећи о нејенакоси ρ((a −
λb)∗(a− λb)) ≥ 0 за ооно оарано λ налазимо а важи Коши Шварцова нејенакос

|ρ(a∗b)|2 ≤ ρ(a∗a)ρ(b∗b).

(3) Свако сање је ораничен функционал и норма му је јенака јеан. Заиса, ако је ||a|| < 1,
она је и ||a∗a|| < 1, а су елемени a∗a и 1− a∗a озиивни, оакле су ρ(a∗a) и 1− ρ(a∗a)
озиивни ројеви, о јес 0 ≤ ρ(a∗a) ≤ 1. Даље је |ρ(a)|2 = |ρ(1∗a)|2 ≤ ρ(1)ρ(a∗a) < 1.
Тако је ||ρ|| ≤ 1, а јенака је, јер је ρ(1) = 1.

(4) Ако је ρ ораничен функционал, акав а је ||ρ|| = ρ(1) = 1, она је ρ сање. Довољно је у
овом случају оказаи а је ρ озииван. Нека је a ≥ 0 и ρ(a) = α+ iβ. Имамо

||a+ it1||2 ≥ |ρ(a+ it1)|2 = |α+ i(β + t)|2 = α2 + (β + t)2,

а како је ||a+ it1||2 = ||(a+ it1)∗(a+ it1)|| = ||a2 + t21|| ≤ ||a||2 + t2, о је

α2 + (β + t)2 ≤ ||a||2 + t2, о јес α2 + β2 + 2βt ≤ ||a||2,

а је β = 0. Даље, како ||a||1− a има норму мању или јенаку о ||a||, о је |||a|| − α| ≤ ||a||,
а је α ≥ 0.

(5) Ску свих сања на алери A, у ознаци S(A) је конвексан оску јеиничне сфере у
уалном росоруA∗. Он је заворен у оносу на слау-∗ оолоију, и рема оме комакан
(Банах-Алаолуова еорема). Заиса, ако су ρ1 и ρ2 сања, и θ ∈ [0, 1], она је и ρ =
θρ1 + (1 − θ)ρ2 сање, јер се јеносавно роверава ρ(1) = 1 и ||ρ|| ≤ 1. Даље, ако
S(A) 3 ρn → ρ ∗-слао, аа за свако a ∈ A, ρn(a) → ρ(a), оакле се лако вии а је
ρ(1) = 1, и |ρ(a)| ≤ 1, ка о |ρn(a)| ≤ 1.

Ако је A C∗-алера ез јеинице, она сање на A ефинишемо, као озииван функционал
ρ (a ≥ 0 овлачи ρ(a) ≥ 0) норме 1. Таа се сање ρ на A може роужии о сања ρ1 на A1 -
униализацији алере A, узимајући ρ1(a+ λ1) = ρ(a) + λ.

За сање ρ кажемо а је чисо, ако за сваки руи озииван функцинал τ , важи τ ≤ ρ овлачи
τ = tρ, за неко t ∈ [0, 1].

4.7. Неки римери.
(1) Нека је ρ сање на алери C(K). Таа је ρ олика ρ(f) =

∫
K
f dµ за неку реуларну

Борелову меру µ. Из услова озиивноси слеи а је µ озиивна мера (Рисова еорема), а
из услова ρ(1) = 1, а је µ(K) = 1.

Чисим сањима ооварају аомарне мере сконценрисане у ачки t0. Заиса, ако
осоје ва исјункна скуа A, B ⊆ K чисо озиивне мере, она је функционал σ(f) =∫
A
f dµ мањи о ρ а није му роорционалан.

(2) На свакој оалери алере B(H), јеинични векор ψ ∈ H енерише сање ρψ(A) =
〈Aψ,ψ〉. Заиса |ρψ(A)| ≤ ||Aψ|| ||ψ|| ≤ ||A||, а је ||ρψ|| ≤ 1, ок је ρψ(I) = 〈ψ,ψ〉 =
||ψ||2 = 1. Оаве слеи и озиивнос, маа се она може и неосрено виеи, јер је
ρψ(A∗A) = ||Aψ||2 ≥ 0.

(3) Алера C2, са множењем ачка о ачка, инволуцијом (z, w)∗ = (z̄, w̄) и max-нормом
је у свари сецијалан случај алере C(K), за K = {0, 1}. Свако сање ρ је олика
ρ(z, w) = λz + µw, ри чему су λ, µ ≥ 0 и λ+ µ = 1. Тако се ску сања може виеи и као
семен [0, 1]. Чисим сањима ооварају крајње ачке о инервала, оносно случајеви
λ = 0 и µ = 0. Заиса, у суроном је функционал σ(z, w) = λz озииван, мањи о ρ, али
му није роорционалан.

(4) Чиса сања на комуаивној C∗-алери су каракери. То слеи из рво римера и рве
Гељфан Најмаркове еореме.

4.8. Сав [езисенција сања]. За ао a ∈ A и свако α ∈ σ(a) осоји сање ρα ∈ S(A), акво
а је ρα(a) = α; осено, за ао a ∈ A осоји сање ρ акво а је ρ(a∗a) = ||a||2.

Доказ. На скуу {λa+µ1|λ, µ ∈ C} ефинишемо ρα(λa+µ1) = λα+µ. Очилено је ρα(1) = 1.
Даље, λα + µ ∈ σ(λa + µ1) рема еореми о ресликавању секра, а је |λa + µ1| ≤ ||λa + µ1||,
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оакле је ||ρα|| ≤ 1. Према Хан-Банаховој еореми, моуће је роужии ρα о целе алере A ез
увећања норме. Како о роужење има норму 1 и слика јеиницу у 1, о је оно сање.

Како је a∗a озииван и име нормалан, ||a∗a|| = ||a||2 ∈ σ(a∗a), а рименимо рехоно. �

4.9. Дефиниција [ререзенација C∗-алере]. Нека је A C∗-алера. ∗-хомоморфизам ϕ :
A→ B(H), е је H неки Хилеров росор, називамо ререзенација алере A. Уколико желимо
а наласимо Хилеров росор, она рецизније кажемо а је уређен ар (ϕ,H) ререзенација.

Ререзенације се моу саираи. Наиме, ако су (ϕ,H) и (ψ,K) ве ререзенације алере A,
она је о и (ϕ,H)⊕ (ψ,K) = (ϕ⊕ ψ,H ⊕K), е је ϕ⊕ ψ ао 2× 2 лок марицом

(ϕ⊕ ψ)(a) =

[
ϕ(a) 0

0 ψ(a)

]
.

За ве ререзенације (ϕ,H) и (ψ,K) кажемо а су еквиваленне (или униарно еквиваленне)
ако осоји униарно ресликвање V : H → K, акво а је ϕ(a) = V ∗ψ(a)V . Такве ререзенације,
лоично, смарамо исим.

Ако је ϕ инјекивно (и име изомерично), она а називамо верним. Ако у H осоји векор Ω,
акав а је ϕ(A)H = {ϕ(a)Ω | a ∈ A} ус у B(H) (у оераорној норми), она акву ререзенацију
зовемо циклична, а векор Ω цикличним векором.

Ререзенација (ϕ,H) је нееенерисана ако из ϕ(A)x = {0} слеи x = 0. Нееенерисанос
није никакава сушинска осоина. Наиме, ако је (ϕ,H) ререзенација, она је ϕ(A)H = {ax | a ∈
A, x ∈ H} линеаран оросор. Ако је p ројекор на њеово заворење, она је (pϕ, pH) нееенер-
исана ререзенација. И више (ϕ,H) = (pϕ, pH) ⊕ (0, (1 − p)H), ј. свака ререзенација је зир
нееенерисане и нуле ререзенације.

4.10. Сав [ГНС консрукција]. Нека је A нека C∗-алера, и ρ неко сање на A. Таа важи
а) Ску Nρ = {a ∈ A | ρ(a∗a) = 0} је заворен леви иеал;
) Пресликавање A×A 3 (a, b) 7→ 〈a, b〉ρ ао са

(6) 〈a, b〉ρ = ρ(b∗a)

је олускаларни роизво;
в) Пресликавање (6) је скаларни роизво на количнику A/Nρ. Комлеирање ре-Хилерово

росора A/Nρ у оносу на ај скаларни роизво означавамо са Hρ;
) Пресликавање ϕρ : A→ B(Hρ) е је ϕρ(a) заао на свуа усом скуу A/Nρ са

ϕρ(a)(x+Nρ) = ax+Nρ

је ререзенација C∗-алере A;
) Ререзенација (ϕρ, Hρ) је нееенерисана и циклична; циклични векор је 1 +Nρ;
ђ) За ререзенацију (ϕρ, Hρ) важи ρ(a∗a) ≤ ||ϕρ(a)||2 ≤ ||a||2.

Доказ. а) Заворенос је очилена. Да исмо се уверили а је Nρ леви иеал, уочимо а је
Nρ = {a ∈ A | ∀b ∈ A, ρ(a∗b) = 0}. Заиса, јена инклузија је ривијална, а руа слеи из Коши
Шварцове нејенакоси: |ρ(a∗b)|2 ≤ ρ(a∗a)ρ(b∗b);

) Јеносавно се роверава а је 〈·, ·〉ρ линеаран о рвој и анилинеаран о руој роменљивој.
Позиивнос и симеричнос су акође омах виљиве;

в) Примеимо а је Nρ = {a ∈ A | 〈a, a〉ρ = 0} = {a ∈ A | ∀b ∈ A, 〈a, b〉ρ = 0}, оакле слеи
сроа озиивна ефининос. Међуим, слеи и а је 〈·, ·〉ρ корекно ефинисан на количнику, јер
за a ∼ a′, b ∼ b′, оносно a− a′, b− b′ ∈ Nρ, имамо 〈a, b〉ρ−〈a′, b′〉ρ = 〈a− a′, b〉ρ + 〈a′, b− b′〉ρ = 0;

) ϕρ(a) је корекно ефинисано, јер је Nρ леви иеал, а x ∼ x′, оносно x − x′ ∈ Nρ овлачи
ax − ax′ ∈ Nρ. Неосрено се вии а је ϕρ саласно са линеарним коминацијама и множењем.
Осаје а се ровери а је ϕρ(a∗) = ϕρ(a)∗. Међуим, имамо

〈ϕρ(a)x, y〉ρ = ρ(y∗ax) = ρ((a∗y)∗x) = 〈x, ϕρ(a∗)y〉 ,

шо завршава оказ;
) Векор 1 +Nρ је цикличан, јер је ϕ(a)(1 +Nρ) = a+Nρ шо окрива свуа ус (у Hρ) ску

A/Nρ. Циклична ререзенација је увек нееенерисана;
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ђ) ||ϕρ(a)|| ≤ ||a|| важи јер је ϕρ хомоморфизам, а је норме мање или јенаке о 1. Шо се иче
руе нејенакоси, имамо

||ϕρ(a)||2 ≥ ||ϕρ(a)(1 +Nρ)||2/||1 +Nρ||2 = ρ(a∗a)/ρ(1∗1) = ρ(a∗a).

�

4.11. Теорема [руаГељфан-Најмаркова]. СвакаC∗-алера изомерички је изоморфнанекој
оалери алере B(H), е је H неки Хилеров росор.

Доказ. Зараво, реа оказаи а осоји верна ререзенација сваке C∗-алере A. Конкрено,
оказаћемо а је о ререзенација

(7) (ϕ,H) =
⊕

ρ∈S(A)

(ϕρ, Hρ).

Такву ререзенацију зовемо универзална ререзенација. Она је ирекан зир свих ГНС-ререзен-
ација (ϕρ, Hρ), е ρ ролази ску S(A) свих сања на A.

Није на оме осеии се ша је ирекан зир
⊕

λ∈ΛHλ, неке, моуће нереројиве, фамилије
Хилерових росора. То је ску свих фамилија (xλ)λ∈Λ, xλ ∈ Hλ аквих а је

∑
λ∈Λ ||xλ||2 < +∞.

(Јасно, у аквој фамилије је ску свих инекса λ за које је xλ 6= 0 највише реројив.) Скаларни
роизво фамилија x и y је заа са

〈x, y〉 =
∑
λ∈Λ

〈xλ, yλ〉 ,

е је скаларни роизво о знаком суме онај у Hλ. Руински се роверава а је реч о Хилеровом
росору.

Ако су Bλ оераори на Hλ, она се оераор B = ⊕λ∈ΛBλ на H = ⊕λ∈ΛHλ зааје омоћу
B(xλ) = (Bλxλ). Таа важи ||B|| = supλ∈Λ ||Bλ||, јер је, с јене сране

||Bx||2 =
∑
λ

||Bλxλ||2 ≤ sup
λ
||Bλ||

∑
λ

||xλ||2,

а с руе сране за све ε > 0 осоји λ0, акво а је supλ ||Bλ|| − ε < ||Bλ0
||, и јеинични векор

yλ0
∈ Hλ0

акав а је ||Bλ0
|| − ε < ||Bλ0

yλ0
||. Таа за фамилију (xλ), е је xλ0

= yλ0
и xλ = 0,

иначе, важи ||x|| = ||y0|| = 1 и

||Bx|| = ||Bλ0y0|| > sup
λ
||Bλ|| − 2ε.

Докажимо а је ререзенација (7) верна. Како су сви ϕρ хомоморфизми, о је рема Саву 4.10ђ,
||ϕρ(a)|| ≤ ||a|| за све ρ, шо осле узимања суремума осаје ||ϕ(a)|| ≤ ||a||. С руе сране за
свако a ∈ A рема Саву 4.8, осоји сање ρa акво а је ρa(a∗a) = ||a||2, шо зо Сава 4.10ђ аје
||ϕρa(a)||2 = ||a||2, а је ||ϕ(a)|| = supρ∈S(A) ||ϕρ(a)|| ≥ ||a||. �

Примеа. Универзална ререзенација, иако верна, није најоеснија. Она је, наиме ревелика,
јер је ооварајући Хилеров росор, осим у најривијалнијој сиуацији, несеараилан. Ускоро
ћемо виеи а осоје и оље, ј. мање ререзенације.

НЕРАЗЛОЖИВЕ РЕПРЕЗЕНТАЦИЈЕ И ЧИСТА СТАЊА

У овом оељку увешћемо неразложиве ререзенације, и оказаћемо а су о свих ГНС рере-
зенација неразложиве само оне које оичу о чисих сања. Такође, навешћемо јену оонију, ј.
мању, верну ререзенацију роизвољне C∗-алере A.

4.12. Дефиниција. Ререзенација (ϕ,H) је неразложива (или иреуциилна) ако није униарно
еквиваленна зиру ве неривијалне (не нуле) ререзенације. Неразложивос ререзенације
(ϕ,H) еквиваленна је оме а су јеини оросори уH инваријанни у оносу на све оераоре из
ϕ(A), ривијалан {0} и цео H .

Заиса, ако се ϕ може разложии на (ϕ,H) ∼= (ϕ1 ⊕ ϕ2, H1 ⊕ H2), она је оросор V ∗(H1)
(е је V : H → H1 ⊕H2 изомерија) инваријанан у оносу на ϕ(A).
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Орано, нека је L ≤ H оросор инваријанан у оносу на све ϕ(a), a ∈ A, и p ројекор
на L. Таа, ако y ∈ L она и ϕ(a)y ∈ L, а је ϕ(a)y = pϕ(a)y. За ило које x ∈ H , px ∈ L, а је
pϕ(a)px = ϕ(a)px, оносно

pϕ(a)p = ϕ(a)p.

Међуим, о важи и за a∗, шо осле узимања инволуције аје

pϕ(a)p = pϕ(a).

Коминујући ослење ве исакнуе формуле, налазимо pϕ(a) = ϕ(a)p, а име и (1 − p)ϕ(a) =
ϕ(a)(1− p), оносно и L и L⊥ су инваријанни за ϕ(A). Таа се (ϕ,H) може разложии на (pϕ, L)⊕
((1− p)ϕ,L⊥).

4.13. Сав [Шурова лема]. Нека је (ϕ,H) нека ререзенација C∗-алере A. Слеећи услови
су међусоно еквиваленни:

(1) (ϕ,H) је неразложива;
(2) комуан скуа ϕ(A) (у B(H)) јенак је CI = {λI | λ ∈ C};
(3) сваки векор 0 6= x ∈ H је цикличан за (ϕ,H).

Доказ. Нека је (ϕ,H) неразложива, и нека ϕ(A)′ (ознака за комуан) саржи ар јеан оераор
који није скаларни умножак јеинично, рецимоB. Таа ϕ(A)′ саржи иB∗ (јер је ϕ(A)′ заворена за
инволуцију), а име и (B +B∗)/2 и (B−B∗)/2i. Бар јеан о ослења ва оераора није скаларни
умножак јеинице, јер и у роивном акав ио и B. Дакле, осоји самоајунован оераор T у
ϕ(A)′, који није скаларни умножак јеинице. То значи а се њеов секар сасоји о арем ве ачке,
а осоји неривијалан ројекор P у њеовом секралном разлаању - он се може изразии као
χF (T ) за неки ску ∅ $ F $ σ(T ). Како се χF може изразии као (ачка о ачка) лимес нерекиних
функција, о моулу не већих о 1, и како је ску олинома ус у алери нерекиних функција, о
осоји низ олинома pn → χF ... Према својсвима секралне мере, аа pn(T ) → χF (T ) = p,
јако. Треа још само римеии а је комуан увек заворен у оносу на алеарске оерације и јаку
оолоију а и закључили а је p ∈ ϕ(A)′. Таа се, као шо знамо (ϕ,H) може разложии. Тако
рви услов овлачи руи.

Орано, ако (ϕ,H) није неразложива, она како смо већ виели у ефиницији, осоји нериви-
јалан ројекор који комуира са ϕ(A). Тако руи услов овлачи рви.

Нека је x ∈ H векор који није цикличан. Поросор L = ϕ(A)x није цео, а (ривијално) није
ни само {0}. Јеносавно се вии а је L инваријанан за ϕ(A), а (ϕ,H) није неразложива. Тако
рви услов овлачи рећи.

Најза, ако (ϕ,H) није неразложива, она осоји неривијалан L ≤ H инваријанан за ϕ(A).
Сваки векор из L није цикличан. �

4.14. Сав [Каракеризација чисих сања]. Сање ρ на алери A је чисо ако и само ако је ρ
крајња ачка скуа S(A).

Посеимо се а је x крајња ачка конвексно скуаC ако и само ако из x = θy+(1−θ)z, y, z ∈ C,
0 < θ < 1 слеи y = z = x.

Доказ. Преосавимо а је ρ чисо сање, и нека је ρ = θρ1 + (1 − θ)ρ2. Функционал θρ1 је
озииван и мањи о ρ (јер је (1 − θ)ρ2 ≥ 0), а је θρ1 = tρ, за неко t ≥ 0. Међуим, како су ρ1 и ρ
сања, о је θ = θρ1(1) = tρ(1) = t, а је ρ1 = ρ. Слично и ρ2 = ρ.

Орано, нека јеρ крајња ачка скуаS(A), и нека је τ ≤ ρозииванфункционал. Ако је τ(1) = 0,
аа зо Коши Шварцове нејенакоси, имамо за све a ∈ A, |τ(a)|2 = |τ(1∗a)|2 ≤ τ(1)τ(a∗a) = 0,
а је τ ≡ 0. Означимо α = τ(1) > 0. Таа је (1/α)τ сање (јер је озиивно и узима вренос 1 у
јеиници). Слично размарање оновимо за σ = ρ− τ , а налазимо а је (1/(1− α))σ акође сање.
Тако је

ρ = α · (1/α)τ + (1− α) · 1/(1− α)(ρ− τ),

а је ρ = (1/a)τ = 1/(1− α)(ρ− τ). �

Оаве осено слеи а је ску свих чисих сања увек неразан - Крејн-Милманова еорема.
У слеећем саву виеће се а их има овољно а о њих сасавимо верну ререзенацију.
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4.15. Сав [езисенција чисих сања]. Нека је a ∈ A нормалан елемен. Таа за свако
α ∈ σ(a) осоји чисо сање ρα ∈ PS(A) акво а је ρα(a) = α; осено, за ао a ∈ A осоји
ρ ∈ PS(A), акво а је ρ(a∗a) = ||a||2.

Доказ. Како је алера C∗(a) изоморфна са C(K) за неки комакK, можемо оараи каракер
ρ′α на C∗(a), акав а је ρ′α(a) = α (на ример x 7→ x̂(t0), е је t0 ачка у којој Гељфанова
рансформација â узима вренос α); очио је ρ′α(1) = 1, и ||ρ′α|C∗(a)|| = 1. Ску свих роужењаKα
овофункционала о целеA ез увећања норме је неразан ремаХан-Банаховој еореми. Неосрено
се може роверии а јеKα конвексан и заворен (у слаој-∗ оолоији) оску скуа S(A), и оуа
комакан. Према Крејн Милмановој еореми, у Kα осоји арем јена крајња ачка ρα. Да исмо
завршили оказ овољно је оказаи а је ρα ујено и крајња ачка (веће) скуа S(A). Ако о није,
она осоје ρ1, ρ2 ∈ S(A), акви а је ρα = θρ1 + (1 − θ)ρ2. Међуим, како је ρα|C∗(a) каракер,
оносно чисо сање, о је и ρ1|C∗(a) = ρ2|C∗(a) = ρα|C∗(a), шо значи а ρ1, ρ2 ∈ Kα. Оале излази
а ρα није крајња ачка скуа Kα, шо је конраикција.

За a∗a важи исо расуђивање, као и у оказу Сава 4.8. �

4.16. Послеица. Ререзенација ⊕
ρ∈PS(A)

(ϕρ, Hρ)

је верна.

Доказ. Доказ је иси као у руој Гељфан Најмарковој еореми. �

Примеа. Моу се консруисаи и још мање и оераивније верне ререзенације, ако шо ћемо
о свих сања које овое о међусоно еквиваленних ререзенација заржаи у скуу инекса само
о јену.

4.17. Сав. Нека је ρ сање на алери A. Ререзенација (ϕρ, Hρ) је неразложива ако и само
ако је ρ чисо сање.

Доказ. Преосавимо а (ϕρ, Hρ) није неразложива. Таа осоји неривијалан оросор L
инваријанан у оносу на ϕρ(A); ројекор на L означимо са p, а са Ω = 1 + Nρ цикличан векор за
(ϕρ, Hρ). pΩ не може ии нула, јер, у суроном pϕ(a)Ω = ϕ(a)pΩ = 0, а како је ϕ(A)Ω усо у
H , о је p = 0. Из исих разлоа оаа и реосавка (1 − p)Ω = 0. Означимо ψ1 = pΩ/||pΩ|| и
ψ2 = (1− p)Ω/||(1− p)Ω||. Помоћу их векора формирамо сања ρ1 и ρ2, са ρj(a) = 〈ϕρ(a)ψj , ψj〉,
за j = 1, 2. (Јеносавно се роверавају услови ρj(1) = 1 и ||ρj || ≤ 1.) Ако је θ = ||pΩ||2, аа је
1− θ = ||(1− p)Ω||2, и имамо

θρ1(a) + (1− θ)ρ2(a) = 〈ϕρ(a)pΩ, pΩ〉+ 〈ϕρ(a)(1− p)Ω, (1− p)Ω〉 = 〈ϕρ(a)Ω,Ω〉 = ρ(a).

Тако се ρ може риказаи као конвексна коминација различиих сања, а оно није чисо.
Орано, нека је (ϕρ, Hρ) неразложива ререзенација, и нека је ρ = θρ1 + (1− θ)ρ2. Очилено

је 0 ≤ θρ1 ≤ ρ. Пресликавање из A×A у C ао са

[x, y] := θρ1(y∗x)

је олускаларни роизво, који је очињен скаларном роизвоу 〈x, y〉ρ = ρ(y∗x), а се факорише
крозNρ, и нерекино роужује о илинеарнеформе наHρ. Таа осоји ораничен (чак озииван)
оераор S акав а је [x, y] = 〈Sx, y〉ρ. Имамо

〈Sϕρ(a)x, y〉ρ − 〈ϕρ(a)Sx, y〉ρ = 〈Sax, y〉ρ − 〈Sx, a
∗y〉ρ = θρ1(y∗ax− (a∗y)∗x) = 0,

а S риаа комуану ϕρ(A)′. Према Шуровој леми, мора ии S = λI . Оуа је

θρ1(a) = 〈1, Sa〉 = 〈1, λa〉 = λρ(a),

а су ρ и ρ1 роорционални. �
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4.18. Послеица. а) Ако је (ϕ,H) нека циклична ререзенација C∗-алере A, са цикличним
векором Ω, она је она униарно еквиваленна ГНС-ререзенацији која оиче о сања

(8) ρ(a) = 〈ϕ(a)Ω,Ω〉 ;
) Свака неразложива ререзенација униарно је еквиваленна ререзенацији која оиче о

неко чисо сања.

Доказ. а) Јеносавно се роверава а је ρ заиса сање. Дефинишимо ресликавањеV : Hρ → H
на усом скуу ϕρ(A)1 са V (a + Nρ) = ϕ(a)Ω. Дефиниција је корекна, јер a + Nρ = 0, ј. a ∈ Nρ
овлачи ρ(a∗a) = 0, оносно ||ϕ(a)Ω||2 = 0 (имајући у виу (8)). Да исмо роверили а је V
изомеричан уочимо а је

||V (a+Nρ)||2 = ||ϕ(a)Ω||2 = 〈ϕ(a∗a)Ω,Ω〉 = ρ(a∗a) = ||a||2.
Међуим V је и сурјекивно, јер је Ω цикличан векор. Јеносавно се роверава а V ревои ϕρ у
ϕ, јер

(V ϕρ(a))(x+Nρ) = V (ax+Nρ) = ϕ(ax)Ω = ϕ(a)ϕ(x)Ω = ϕ(a)V (x+Nρ);

) Јеносавна ослеица рехоно. �

4.19. Секар алере. На скуу свих чисих сања можемо увеси релацију еквиваленције
ρ ∼ σ ако су ооварајуће ГНС ререзенације (ϕρ, Hρ) и (ϕσ, Hσ) униарно еквиваленне. Дирекан
зир ⊕

ρ∈PS(A)/∼

(ϕρ, Hρ)

је још мања верна ререзенација.
Ску свих нееквиваленних чисих сања је ујено и ску свих неизоморфних неразложивих

ререзенација. У комуаивном случају о је росор каракера. Оуа има меса ај ску назваи
секар, и ознчаваи а са Spec(A). Каква се оолоија може увеси на секру роизвољне C∗-
алере може се виеи касније.

Зааци

1. а) Нека су P ,Q и P +Q ороонални ројекори на неком Хилеровом росоруH . Доказаи
а је аа PQ = QP = 0;

) Доказаи а чеври услов у ефиницији секралне мере слеи из рво и реће.

2. Нека је K ⊆ C комакан ску и E секрална мера на Бореловим оскуовима скуа K
са вреносима у B(H) за коју не знамо а ли оиче о неко нормално оераора. Означимо са
Ψ(F ) ∈ B(H) вренос секрално инерала

∫
K
f dE.

а) Доказаи а је ||Psi(f)|| ≤ ||f ||max, као и а fn ⇒ f овлачи Ψ(fn)→ Ψ(f) у норми росора
B(H);

) Доказаи а је Ψ(f̄) = Ψ(f)∗, Ψ(λf + µg) = λΨ(f) + µΨ(g);
в)Доказаи а јеΨ(χAχB) = Ψ(χA)Ψ(χB) за свака ваБорелова скуаAиB, а оале, корисећи

а) оказаи а за сваке ве есенцијално ораничене функције f и g важи Ψ(fg) = Ψ(f)Ψ(g);
) Нека је T =

∫
K
z dE(z). Доказаи а је оераор T нормалан, као и а се секрална мера

оераора T оклаа са олазном.

3. Нека је U униаран оераор на Хилеровом росору H , и нека је g : C → C Борелова
функција са својсвом eig(z) = z за z ∈ {|z| = 1}. Доказаи а је g(U) самоајунован оераор и
извеси ослеицу а је сваки униаран оераор неки ексонен.

4. Нека је T ∈ B(H) нормалан оераор.
а) Доказаи а за све ε > 0 осоји нормалан оераорA са коначним секром (зв. ијаоналан)

са својсвом ||T −A|| < ε;
) Ако је kerT = {0} оказаи а за све ε > 0 осоји нормалан инвериилан оераор B са

својсвом ||T −B|| < ε и {T}′ ⊆ {B}′.

5. а) Доказаи а за самоајуноване оераоре важи нејенакос | 〈Tx, x〉 |2 ≤
〈
T 2x, x

〉
||x||2;
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) Ако је T озииван оераор, x јеинични векор и ϕ конвексна на [0,+∞) функција, она је
ϕ(〈Tx, x〉) ≤ 〈ϕ(T )x, x〉;

в) Доказаи нејенакос ||Tx||2 ≤ 〈|T |px, x〉1/p 〈|T |qx, x〉1/q , е је p, q > 1 и 1/p+ 1/q = 1.

6. а) Нека јеT нормалан оераор иλ изолована ачкањеово секра. Показаи а јеλ сосвена
вренос;

) Нека је B(H)/K(H) Калкинова алера. Доказаи а нијеан елемен у њој нема изолованих
ачака у свом секру.

7. Нека је ρ функционал на C∗-алери A. Посмарајмо услове
(1) ρ(1) = 1;
(2) a ≥ 0⇒ ρ(a) ≥ 0;
(3) ||ρ|| = 1.
Услови (1) и (2) су ефиниција сања. Познао је а (1) ∧ (2) ⇒ (3), као и (1) ∧ (3) ⇒ (2).

Доказаи а и (2) ∧ (3)⇒ (1). Друим речима ило која ва о оре навеених услова овлаче рећи.

8. Доказаи а је ГНС ререзенација (Hρ, ϕρ) верна ако и само ако је функционал ρ веран,
оносно ако осеује својсво a > 0⇒ ρ(a) > 0.

9. Нека је A = B(H) алера свих ораничених оераора на Хилеровом росору H , нека је
ψ ∈ H јеинични векор и ρψ : B(H)→ C сање ао са ρψ(A) = 〈Aψ,ψ〉.

а) Доказаи а је ресликавање H 3 f 7→ Sf + Nρψ ∈ Hρψ , е је Sf (x) = 〈x, ψ〉 f униарни
изоморфизам Хилерових росора H и Hρψ ;

) Доказаи а је ререзенација (ρψ, Hρψ ) верна;
в) Доказаи а је сање ρψ чисо.

10. Нека је A марична алера свих марица n × n осмарана као ску свих оераора на
ХиеровомросоруCn (име се зааје инволуција и норма). Показаи а је ресликавање τ : A→ C
ао са τ(T ) = (1/n) tr(T ) сање. Да ли је о сање чисо? Оисаи ГНС ререзенацију алере A
која оиче о сања τ . Да ли је а ререзенација неразложива? Да ли је верна?

11. Доказаи а је свако линеарно и озиивно ресликавање између ве C∗-алере ораничено
и а норма не ревазилази јеан.

12. Доказаи а је комуан скуа свих комакних оераора на Хилеровом росору H
ривијалан (саржи само скаларне умношке јеинице) - извеси закључак а је ререзенација
K(H) 7→ B(H) аа иеничким ресликавањем неразложива.

13. а) Доказаи иение anb− ban =
∑n−1
k=0 a

k(ab− ba)an−1−k;
) Доказаи а ни за која ва елемена a и b роизвољне Банахове алере, јенакос ab− ba = 1

није моућа.



5. ИНТЕРМЕЦО-НЕКОЛИКОПОГЛАВЉА
О ХИЛБЕРТОВИМ ПРОСТОРИМА

НЕКОЛИКО ТЕХНИЧКИХ РЕЗУЛТАТА

Током чиаве лаве H је неки Хилеров росор, а B(H) ознака за алеру свих ораничених
оераора на H .

5.1. Билинеарне форме. Пресликавање Ω : H × H → C је илинерана форма ако је линеран
о рвој (Ω(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1Ω(x1, y) + λ2Ω(x2, y)) и анилинеарна о руој (Ω(x, µ1y1 +
µ2y2) = µ̄1Ω(x, y1) + µ̄2Ω(x, y2)). Она је ораничена ако осоји консана M < +∞ са својсвом
|Ω(x, y)| ≤ M ||x|| ||y||. Најмања консана M са навееним својсвом назива се норма форме Ω и
означава се са ||Ω||.

Основни ример илинеарне форм је ресликавање заао са

(1) ΩT (x, y) = 〈Tx, y〉 ,

е је T ∈ B(H). Билинеарнос је очилена, а ораниченос слеи из КошиШварцове нејенакоси,
јер имамо | 〈Tx, y〉 | ≤ ||Tx|| ||y|| ≤ ||T || ||x|| ||y||, чиме је ||ΩT || ≤ ||T ||.

Међуим, важи и орано. Свака линиеарна форма је олика (1). Заиса, ако је Ω илинерна,
она је за фиксирано x ∈ H , ресликавање y 7→ Ω(x, y) ораничено и линеарно, а рема Рисовој
еореми, осоји јеинсвно оређен векор z са својсвом Ω(x, y) = 〈y, z〉, оносно Ω(x, y) = 〈z, x〉.
Није ешко виеи а је ресликавање x 7→ z линеарно, а означимо z = Tx. Даље је ||Tx|| =
sup | 〈Tx, y〉 | = sup |Ω(x, y)| ≤ sup ||Ω|| ||x|| ||y|| = ||Ω|| ||x||, е се суремум узима о свим y норме
мање или јенаке о јеан. Тако је ||T || ≤ ||Ω||. Тако су све илинеране форме олика (1) и ||Ω|| = ||T ||.

Оаве осено слеи а је оераор T јенозначно заа својом илинеарном формом (x, y) 7→
〈Tx, y〉, оносно ако за све x, y ∈ H важи 〈T1x, y〉 = 〈T2x, y〉, она је T1 = T2.

5.2. Кваране форме. Нека је T ∈ B(H). Кварана форма оераора T је ресликавање
QT : H → C ао са

(2) Q(x) = 〈Tx, x〉 .
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Оераор T је јенозначно заа својом квараном формом. То слеи из акозвано оларизационо
иениеа

〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉+ i 〈T (x+ iy), x+ iy〉 − i 〈T (x− iy), x− iy〉 =

=

3∑
k=0

ik
〈
T (x+ iky), x+ iky

〉
,

који се јеносавно роверава рачуном. Такође, кварана форма (2) заовољава иениее

(3)

Q(x+ y) +Q(x− y) = 2(Q(x) +Q(y))

Q(ix) = Q(x)

|Q(x)| ≤M ||x||2.
Моуће је, међуим, и асракно увеси ојам кваране форме. Наиме, квараном формом

називамо ресликавањеQ : H → C које заовољава услове (3). Показује се а свака кварана форма
оиче о неко оераора. Доказ ове врње је коија оказа Џоран фон Нојмановох сава који
ври а норма оиче о неко скаларно роизвоа. Ове ће ии само навеена скица оказа.

Најре реа извеси неке елеменарне врње, као шо су Q(0) = 0 и Q(−x) = Q(x). Заим
оказаи иение

Q(x+ y + z) = Q(x+ y) +Q(y + z) +Q(z + x)−Q(x)−Q(y)−Q(z),

шо је можа и најеже месо. Поом, увеси ресликавање Ω : H ×H → C са

Ω(x, y) =

3∑
k=0

ikQ(x+ iky)

и казаи а је аииван о рвој и о руој роменљивој. Доказ а скалар излази наоље није
ривијалан али онавља иеје које се срећу риликом решавања Кошијеве функционалне јеначине.
Најза за ораниченос, рво извеси нејенакос |Ω(x, y)| ≤ 4M(||x|| + ||y||)2, а се ослужии
риком. Наиме за озиивно t имамо

|Ω(x, y)| = |Ω(tx,
1

t
y)| ≤ 4M(t||x||+ 1

t
||y||)2,

и наокон савии t =
√
||y||/||x||. Јеном ћу можа исисаи еаље.

5.3. Слика и језро. Нека је T ∈ B(H). Важи
а) (ImT )⊥ = kerT ∗ и (ImT ∗)⊥ = kerT , оносно H = ImT ⊕ kerT ∗ = ImT ∗ ⊕ kerT ;
) Оераор T је нормалан ако и само ако за све x ∈ H важи ||Tx|| = ||T ∗x||. Посено, ако је T

нормалан, аа је kerT = kerT ∗ и име H = ImT ⊕ kerT ;

Доказ. а) Нека је y⊥ ImT . Таа је за све x ∈ H , 〈T ∗y, x〉 = 〈y, Tx〉 = 0, а је T ∗y = 0.
Тиме је (ImT )⊥ ⊆ kerT ∗. Орано, нека је y ∈ kerT ∗, о јес T ∗y = 0. Таа је, за све x ∈ H ,
〈y, Tx〉 = 〈T ∗y, x〉 = 0, а y ∈ (ImT )⊥. Друа јенакос слеи заменом T са T ∗.

) Заиса, ||Tx|| = ||T ∗x|| еквиваленно је са 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = 〈TT ∗x, x〉,
оносно оме а се кваране форме оераора T ∗T и TT ∗ оклаају, шо значи а је T ∗T = TT ∗; �

5.4. Поларно разлаање. Нека је T ∈ B(H). Таа осоји, и јеинсвен је, оераор V акав а
важи

(1) T = V |T |;
(2) V V ∗ јенако је ројекору на ImT ;
(3) V ∗V јенако је ројекору на ImT ∗.
Таа важи и V ∗ T = |T |

Доказ. Нека x ∈ Im |T |. Таа је
(4) || |T |x||2 = 〈|T |x, |T |x〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = ||Tx||2,
а је ресликавање V0 : Im |T | → ImT ао са V (|T |x) = Tx корекно ефинисано, линеарно и норме
не веће о јеан. Оуа се оно може роужии (о нерекиноси) о ресликавања из Im |T | у ImT .
Дефинишимо V са V x = V0x за x ∈ Im |T |, и V x = 0 за x⊥ Im |T |. За оказ езисенције реа још
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оказаи а је Im |T | = ImT ∗. Међуим, из елеменарне јенакоси ||Tx||2 = 〈T ∗Tx, x〉 = || |T |x||2
омах налазимо kerT = ker |T | оакле реласком на ороонални комлемен оијамо ражено.

Шо се иче јеинсвеноси, јасно је а је V јеинсвено на ImT ∗. Уколико и за неко y из
ороонално комлемена ило V y 6= 0 ио и нарушен јеан о руа ва услова. �

5.5. Линеарни омоачи. Сваки оераорT ∈ B(H) је линеарна коминација највише 4 униарна
оераора. Такође T је линарна коминација највише 4 озиивна оераора.

Доказ. Како је увек T = T1 +iT2, е су T1 = (T +T ∗)/2 и T2 = (T −T ∗)/2i, овољно је оказаи
а јесваки самоајунован линеарна коминација највише 2 униарна, оносно коминација највише
2 озиивна. Ако је T = T ∗ оераор норме мање о 1, она су T ± i

√
I − T 2 униарни. Зараво су

јеан руом инверзни, а олузир им је јенак T . Заиса

(T − i
√
I − T 2)(T + i

√
I − T 2) = T 2 + i(T

√
I − T 2 −

√
I − T 2T ) + I − T 2 = I,

јер
√
I − T 2 риаа комуаивној оалери C∗(T ). Ако ||T || није мања о јеан, она рименимо

рехоно на T/||T ||.
Шо се иче руе врње, слеи из T = T+ − T−. �

5.6. Оераори коначно рана. Нека је T оераор коначно рана, и нека јеψj , 1 ≤ j ≤ n нека
аза њеове слике. Таа за све x ∈ H осоје јеинсвени скалариαj(x) акви а је Tx =

∑
j αj(x)ψj .

Пресликавање H → C, x 7→ αj(x) је ораничено и линеарно, јер ресавља комозицију оераора
T и ројекције

∑
j αjψj 7→ αj . Према Рисовој еореми је она αj(x) = 〈x, ϕj〉 за неке векоре ϕj .

Тако T има олик
Tx =

∑
j

〈x, ϕj〉ψj .

Друим речима, T је (коначна) линеарна коминација ресликавања олика x 7→ 〈x, ϕ〉ψ, и о су
ресликавања рана јеан. Таква ресликавања означаваћемо са ψ⊗ ϕ̄. (Лоика за овакво означавање
саржана је у чињеници а је H ⊗alg H изоморфно са оераорима коначно рана.)

Примеа: Ако је X (само) Банахов росор, она се оераори коначно рана моу оисаи
омоћу X ⊗alg X∗.

Правила рачуна са оераорима рана јеан јеносавно се роверавају и слеи њихов сисак:

(5)

T (ψ ⊗ ϕ̄) = (Tψ)⊗ ϕ̄, (ψ ⊗ ϕ̄)T = ψ ⊗ (T ∗ϕ)

(ψ ⊗ ϕ̄)∗ = ϕ⊗ ψ̄, (ψ ⊗ ϕ̄) · (g ⊗ f̄) = 〈g, ϕ〉ψ ⊗ f̄

|ψ ⊗ ϕ̄| = ||ϕ|| ||ψ|| ϕ
||ϕ||

⊗ ϕ̄

||ϕ||

ТРАГ - НУКЛЕАРНИ ОПЕРАТОРИ

5.7. Моивација. Тра је ознаи ојам из линеарне алере и означава суму елеменаа ае
марице који се налазе на лавној ијаонали. Показује се (у линеарној) а еквиваленне марице
имају иси ра, о јес а је ра својсво линеарно ресликавања (а не саме марице) као и а је
ра јенак суми сосвених вреноси, е сваку сосвену вренос саирамо онолико уа колика
је имензија коренско оросора.

Посакнуи овиме, можемо а окушамо а увеемо ра као суму

(6) trϕ(T ) =
∑
j

〈Tϕj , ϕj〉 ,

е је ϕj нека оронормирана аза. Омах се осавља иање а ли назначени ре конверира и
ако конверира а ли је конверенција асолуна, као и а ли резула зависи о изора азе. Зо
(евенуалне) зависноси суме реа у (6) соји оно ϕ у инексу ознаке за ра. Каа за оређену класу
оераора окажемо а ра не зависи о изора азе, ресаћемо а назначавамо азу у инексу.

Налашавамо а ние не реосављамо а је олазни Хилерово росор сеараилан, шо
значи а инекс j може а ролази и неки нереројив ску, е а се врши сумирање нереројиве
фамилије.
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5.8. Тра озиивно оераора. у случају каа је T озииван оераор саирци реа (6) су
озиивни и сума сиурно осоји, макар и уR. Реом ћемо извеси нека елеменарна својсва раа
озиивних оераора.

(ПТ1) trϕ(T ∗T ) = trϕ(TT ∗). Заиса, имамо∑
j

〈T ∗Tϕj , ϕj〉 =
∑
j

〈Tϕj , Tϕj〉 =
∑
j

∑
i

〈Tϕj , ϕi〉 〈Tϕj , ϕi〉.

Како су у ослењем реу саирци озиивни моућа је измена орека сумирања, а налазимо∑
j

〈T ∗Tϕj , ϕj〉 =
∑
i

∑
j

〈ϕj , T ∗ϕi〉 〈ϕj , T ∗ϕi〉 =
∑
i

〈T ∗ϕi, T ∗ϕi〉

на основу Парсевалове јенакоси.
(ПТ2) Ако је T ≥ 0 и U униаран, она је trϕ(U∗TU) = trϕ(T ). Ово јеносавно слеи, ако

рехоно рименимо на оераор T 1/2U , јер је (T 1/2U)∗T 1/2U = U∗TU , ок је T 1/2U(T 1/2U)∗ =
T 1/2UU∗T 1/2 = T .

(ПТ3) Нека је B(H) 3 T ≥ 0. За ило које ве азе ϕ и ψ важи trϕ(T ) = trψ(T ). Друим
речима ра озиивно оераора не зависи о изора азе, е можемо а ресанемо а у инексу
означавамо азу. Заиса, ресликавање U које азни векор ϕj ресликава у ψ=j униарно, а на
основу рхоно имамо

trψ(T ) =
∑
j

〈Tψj , ψj〉 =
∑
j

〈TUϕj , Uϕj〉 =
∑
j

〈U∗TUϕj , ϕj〉 =
∑
j

〈Tϕj , ϕj〉 = trϕ(T ).

(ПТ4) Нека је B(H) 3 T ≥ 0 и нека је V ∈ B(H) арцијална изомерија. Таа је tr(V ∗TV ) ≤
tr(T ). Посено, ако T има коначан ра, има а и V ∗TV . Да исмо ово оказали, уочимо неку азу
ϕ′j оросора ImV ∗ и оунимо је векорима ϕ′′j о азе цело росора H . Очио важи V ϕ′′j = 0,
а за слике векора ϕ′j увеимо ознаку ψ′j = V ϕ′j . Векори ψ′j чине азу за ImV , и моу се оунии
неким векорима ψ′′j о азе за H . Саа имамо

tr(V ∗TV ) =
∑
j

〈V ∗TV ϕj , ϕj〉 =
∑
j

〈
TV ϕ′j , V ϕ

′
j

〉
+
∑
j

〈
TV ϕ′′j , V ϕ

′′
j

〉
.

Друи саирак се анулира, ок је руи јенак∑
j

〈
Tψ′j , ψ

′
j

〉
≤
∑
〈Tψj , ψj〉 = tr(T ).

(ПТ5) Ако је 0 ≤ S ≤ T она је tr(S) ≤ tr(T ). Посено, ако T има коначан ра, она и S има
коначан ра. Ово је ривијално. Довољно је нејенакос 〈Sϕj , ϕj〉 ≤ 〈Tϕj , ϕj〉 росумираи о свим
азним векорима.

(ПТ6) Ако tr(A∗A), tr(B∗B) < +∞ она и tr(A+B)∗(A+B), tr(A−B) ∗ (A−B) < +∞. Ова
врња слеи на основу иениеа

(7) (A+B)∗(A+B) + (A−B)∗(A−B) = 2A∗A+ 2B∗B

и чињенице а су сви саирци у ом иениеу озиивни.

5.9. Нуклеарни оераори. Дефинишемо ску S1 = {T ∈ B(H) | tr(|T |) < +∞}. Елемене
о скуа називамо нуклеарни или раовии оераори. Кориси се још и ознака L1(B(H)). То је
рироан ску на коме се може ваљано ефинисаи ра.

(Т1) Ако T ∈ S1, она ре (6) асолуно конверира и

(8) | trϕ(T )| ≤ tr(|T |).
(На левој срани још увек соји ознака за азу, јер још нисмо оказали независно резулаа о изора
азе.)

Ово ћемо оказаи на основу слееће нејенакоси

(9) 2| 〈Tx, x〉 | ≤ 〈|T |x, x〉+ 〈|T |V ∗x, V ∗x〉 ,
е је T = V |T | оларно разлаање оераора T . Њу извоимо овако:

0 ≤ ||(|T |1/2 − λ|T |1/2V ∗)x||2 = || |T |1/2x||2 − 2 Re λ̄
〈
|T |1/2x, |T |1/2V ∗x

〉
+ |λ|2|| |T |1/2V ∗x||2.
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Оале налазимо
2 Re λ̄ 〈Tx, x〉 ≤ 〈|T |x, x〉+ |λ|2 〈|T |V ∗x, V ∗x〉 ,

а осаје још а узмемо λ = e−iα, е је α = arg 〈Tx, x〉.
Саа из (9) лако извоимо

2| trϕ(T )| ≤
∑
j

〈|T |ϕj , ϕj〉+
∑
j

〈V |T |V ∗ ϕj , ϕj〉 = tr(|T |) + tr(V |T |V ∗) ≤ 2 tr(|T |),

на основу својсва (ПТ4).
(Т2) Ако T ∈ S1 она ра не зависи о изора азе.
Послужићемо се својсвом (ПТ6). Ако у савимо A = |T |1/2 и B = |T |1/2V ∗ (е је T = V |T |),

она је A∗A = |T |, B∗B = V |T |V ∗ и оа а оераора имају коначан ра, рви о реосавци, а
руи на основу (ПТ4). Ако савимо S1 = (A + B)∗(A + B) ≥ 0, она је и tr(S1) < +∞. С руе
сране

S1 = (A+B)∗(A+B) = (|T |1/2 + |T |1/2V ∗)∗(|T |1/2 + |T |1/2V ∗) = |T |+ T + T ∗ + V |T |V ∗.

Тако се T + T ∗ може изразии као линеарна коминација ри озиивна оераора S1, |T | и V |T |V ∗
са коначним раом (рви на основу (ПТ6), руи о реосавци и рећи на основу (ПТ4))

Ако у (ПТ6) савимо A′ = |T |1/2, B′ = i|T |1/2V ∗, закључићемо а је tr(S2) < +∞, е је
S2 = (A′+B′)∗(A′+B′), ок је с руе сране осле краће рачуна S2 = −i(T −T ∗)+ |T |+V |T |V ∗,
а се и T −T ∗ може изразии као линеарна коминација ри озиивна оераора са коначним раом.
Саа се T±T ∗ изражавају као линеарне коминације озиивних нуллеарних, а се оале, уз увећање
роја саирака, и T и T ∗ изражавају на акав начин. То јес

(10)
T =

∑
ciQi, Qi ≥ 0, tr(Qi) < +∞

T ∗ =
∑

c′iQ
′
i, Q′i ≥ 0, tr(Q′i) < +∞.

Оале је јасно а trϕ(T ) не зависи о изора азе, а ћемо а означаваи само са tr(T ).

5.10. Јеан заосали резула о C∗ алерама. Нека је A нека C∗-алера и a, b ∈ A.
а) Ако је 0 ≤ a ≤ b она је и 0 ≤ a1/2 ≤ b1/2, оносно ресликавање a 7→ a1/2 је оераор

монооно;
) Важи нејенакос |ab| ≤ ||a|| |b| (ореак у C∗ алери).

Доказ. а) Преосавимо рво а су a и b инвериилни. Пре свеа из олазне нејенакоси
конјуовањем са b−1/2 налазимо

b−1/2ab−1/2 ≤ 1.

Даље је

b−1/4a1/2b−1/4 ≤ ||b−1/4a1/2b−1/4||1 = r(b−1/4a1/2b−1/4)1 = r(b−1/2a1/2)1 ≤

≤ ||b−1/2a1/2||1 = ||b−1/2ab−1/2||1/21 ≤ 1,

оакле конјуовањем са b1/4 оијамо ражено. Ако a и b нису инвериилни, она a + ε1 и b + ε1
јесу, а је оале

b1/2 − a1/2 = lim
ε→0+

(
(b+ ε1)1/2 − (a+ ε1)1/2

)
≥ 0,

јер је ску озиивних оераора заворен. (Послење се најлакше вии ако шо форма 〈ϕ(a)x, x〉,
е је ϕ нека верна ререзенација осаје озиивна осле узимања лимеса);

) Пре свеа имамо a∗a ≤ ||a∗a||1 = ||a||21, шо осле конјуовања са b осаје |ab|2 ≤ ||a||2|b|2.
Саа изваимо корен и нејенакос осаје на снази рема рехоном. �

5.11. Сав [росор нуклеарних оераора]. а) Ску S1 је векорски росор и израз ||T ||1 =
tr(|T |) је јена норма на њему. (Ту норму зовемо нуклеарна);

) S1 је восрани самоајуновани иеал. Прецизније, ако T ∈ S1 и S ∈ B(H), она ST , TS,
T ∗ ∈ S1. При оме важе релације

(11) ||ST ||1, ||TS||1 ≤ ||S|| ||T ||1, ||T ∗||1 = ||T ||1;
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в) Сваки нуклеаран оераор је комакан. Нуклеарна норма је већа о олазне. Оераори
коначно рана су уси у S1.

Доказ. Овај оказ нећемо извеси реом, већ најкраћим уем. Свако новооказано својсво иће
нумерисано као насавак орехона ва својсва (Т1) и (Т2).

(Т3) Лака својсва норме (сва осим нејенакоси роула). Јеносавно се вии а T ∈ S1 ⇒
λT ∈ S1, ||λT ||1 = |λ| ||T ||1, као и ||T ||1 ≥ 0. Ако је ||T ||1 = 0, узимајући у озир а је сваки векор
члан неке азе, јеносавно закључујемо а за све x ∈ H важи 〈|T |x, x〉 = 0 оакле је |T | = 0 а име
и T = 0.

(Т4)S1 је леви иеал. Заиса, ако T ∈ S1, S ∈ B(H), она на основу заосало резулаа имамо
|ST | ≤ ||S|| |T |, а оале на основу (ПТ5), tr(|ST |) ≤ ||S|| tr(|T |). Тиме смо ујено оказали и рву
нејенакос у (11).

Примеа. Некомуаивнос је ове изразиа, јер не можемо на иси начин оказаи а је S1

есни иеал.
(Т5) Аиивнос и нејенакос роула. Нека S, T ∈ S1 и нека је S + T = W |S + T | оларно

разлаање оераора S + T . Таа је |S + T | = W (S + T ) = WS + WT . Како је S1 леви иеал, о
WS,WT ∈ S1, осоје њихови раови и не зависе о изора азе. Тако је

||S + T ||1 = tr(W ∗S) + tr(W ∗T ) ≤ ||W ∗||(||S||1 + ||T ||1) ≤ ||S||1 + ||T ||1.
(Т6) S1 је самоајунован и есни иеал. Да из T ∈ S1 слеи T ∗ ∈ S1 вии се на основу

(10), јер смо већ оказали а је ску нуклеарних оераора заворен за линеарне коминације. Саа
лако извоимо а је у иању есни иеал, јер ако S ∈ B(H), T ∈ S1, слеи T ∗ ∈ S1, а оале
(TS)∗ = S∗T ∗ ∈ S1, а осаје а још јеном рименимо самоајунованос. Доказ руе ве релације
у (11), међуим, оложићемо за нарени сав.

(Т7) Оераори коначно рана су уси у S1. Заиса, нека је T ∈ S1 и нека је ϕj роизвољна
аза за H . Оаеримо коначан ску инекса J0, акав а је

∑
j /∈J0
〈|T |ϕj , ϕj〉 < ε. Дефинишимо

оераор S на ази ϕj са Sϕj = |T |ϕj за j ∈ J0, и Sϕj = 0 иначе. Очилено је S коначно рана
(ран му је мањи о кариналноси скуа J0), а важи и 0 ≤ S ≤ |T |, јер је S = P |T |P , оносно
|T | − S = (I − P )|T |(I − P ), е је P ројекор на линеарни омоач векора ϕj , j ∈ J0. С руе
сране |||T | − S||1 < ε, а с озиром а важи (11) и а је ску оераора коначно рана иеал, о је и
||T − V S||1 = ||V (|T | − S)||1 < ε.

(Т8) Важи ||T || ≤ ||T ||1. Да исмо ово оказали, уочимо јеинични векор ϕ са својсвом
|| |T |1/2ϕ|| > || |T |1/2|| − ε. Он је елемен неке азе, а је ||T ||1 ≥ 〈|T |ϕ,ϕ〉 = || |T |1/2ϕ||2 >
(|| |T |1/2|| − ε)2, а резула оијамо каа ε→ 0, јер за озиивне оераоре важи ||A2|| = ||A||, шо
се вии из Гељфанове рансформације (max f2 = (max f)2 за f ≥ 0).

(Т9) Важи инклузијаS1 ⊆ S∞. Заиса, ако је T ∈ S1 она осоји S коначно рана који му је ε
лизу (у нуклеарној норми), а име и ||T − S|| ≤ ||T − S||1 < ε. Тако се T може риказаи као лимес
оераора коначно рана (у оичној оераорној норми) а је T комакан.

Примеа. Као шо је ознао, у S∞ нема равих заворених иеала. Оних незаворених има,
и јеан акав ример је S1. Уозорење, S1 није заворен у олазној (оераорској) норми, али јесе
заворен у већој, нулеарној. Прецизније S1 је комлеан. То ћемо, међуим, оказаи мало касније.

�

5.12. Својсва раа. а) Функција tr : S1 → C је линеаран функционал норме јенаке 1;
) За S ∈ B(H) и T ∈ S1 важи tr(ST ) = tr(TS).

Доказ. а) Линеарнос је очилена. Ораниченос слеи из (8), а норма се осиже на свим
озиивним оераорима;

) Нека је, за очеак, S униаран, о јес 〈Sx, Sy〉 = 〈x, y〉. Ако је ϕj нека аза, она је и Sϕj
акође аза, а како ра не зависи о азе, имамо

tr(ST ) =
∑
j

〈ST (Sϕj), Sϕj〉 =
∑
j

〈TSϕj , ϕj〉 = tr(TS).

У ошем случају, резула слеи на основу чињенице а је сваки оераор линерна коминација
(највише чеири) униарна.

Саа ћемо оказаи руе ве релације у (11). Докажимо ослењу, оно која се оноси на
инволуцију. Нека је T ∈ S1, и нека су T = V |T | и T ∗ = W |T ∗| оларна разлаања оераора T
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оносно T ∗. Таа је |T ∗| = W ∗T ∗ а је

tr(|T ∗|) = tr(W ∗T ∗) = tr(W ∗|T |V ∗) = tr(V ∗W ∗|T |) ≤ ||V ∗W ∗|| tr(|T |) ≤ tr(|T |),

е смо нее у среини искорисили својсво оказано у рехоној ачки. Орану нејенакос
оијамо заменом T и T ∗.

Саа имамо ||TS|| = ||S∗T ∗|| ≤ ||S∗|| ||T ∗||1 = ||S|| ||T ||1. �

5.13. Сав. Важи S∗∞
∼= S1. Изоморфизам се осварује ако шо је сваки функционал Λ ∈ S∞

олика

(12) Λ(T ) = tr(AT ),

за неки нуклеаран A.
Посено, оале слеи а је ску S1, осим шо је восрани ∗ иеал, ујено и комлеан.

Доказ. Да је изразом (12) заа линеаран функционал је очилено. Да је ораничен оијамо
|Λ(T )| ≤ ||AT ||1 ≤ ||A||1||T ||, а је ||Λ|| ≤ ||A||1. Линеарнос ресликавања A↔ Λ је ривијална.

Орано, нека је Λ ∈ S∗∞. Посмарајмо оераор f ⊗ ḡ рана јеан, који је наравно комакан.
Пресликавање (f, g) 7→ Λ(f ⊗ ḡ) је очилено илинеарно. Покажимо и а је ораничено. Имамо

|Λ(f ⊗ ḡ)| ≤ ||Λ|| ||f ⊗ ḡ|| ≤ ||Λ|| ||f || ||g||,

јер је, зо Коши Шварцове нејенакоси || 〈x, g〉 f || = | 〈x, g〉 | ||f || ≤ ||f || ||g|| ||x||. (Ове се чак и
осиже јенакос, али о ренуно није важно.) Оуа осоји ораничен оераор A акав а је

Λ(f ⊗ ḡ) = 〈Af, g〉 .

Докажимо а је A нуклеаран. Нека је A = V |A| њеово оларно разлаање. Уочимо неку азу
ψj у слици изомерије V . Таа је сисем ϕj = V ∗ψj нека аза у олазном росору изомерије V ,
оносно у ImV ∗ и може се оунии о азе цело H коју ћемо акође означаваи са ϕj . Имамо

〈|A|ϕj , ϕj〉 = 〈|A|ϕj , V ∗ψj〉 = 〈V |A|ϕj , ψj〉 = 〈Aϕj , ψj〉 = Λ(ϕj ⊗ ψ̄j),

ако је ϕj = V ∗ψj . У суроном је резула израчунавања нула, јер је аа ϕj⊥ ImV ∗ = Im |A|,
оносно ϕj ∈ ker |A|. Каа ослењу јенакос росумирамо каа j ∈ J0 - неки коначан ску
инекса, налазаимо ∑

j∈J0

〈|A|ϕj , ϕj〉 = Λ(
∑

ϕj ⊗ ψ̄j) ≤ ||Λ|| ||
∑

ϕj ⊗ ψ̄j ||,

е се, евенуално, ску инекса о којима се сумира на есној срани смањио. Оераор
∑
ϕj ⊗

ψ̄j је коначно рана (слика му је у линеалу векора ϕj), а како оно ревои ψj у ϕj , реч је о
(елимичној) изомерији, зараво ресрикцији оераора V ∗, а има норму мању или јенаку о 1.
Тако је

∑
j∈J0

〈|A|ϕj , ϕj〉 ≤ ||Λ|| за сваки коначан ску инекса J0. Оуа је ||A||1 ≤ ||Λ||. Како смо

орану нејенакос већ оказали ово завршава оказ.
Наласимо, још јеану, а оаве слеи и а је S1 комлеан као уални росор. �

5.14. Сав. ВажиS∗1
∼= B(H). Изоморфизам се осварује ако шо је сваки функционал Λ ∈ S1

олика (12) за неки ораничен A.

Доказ. Као и у рехоном саву лако консаујемо ораниченос и линеарнос ресликавања
(12) као и линеарнос коресоенције A↔ Λ.

Нека је Λ ∈ S1. Поново ћемо се ослужии оераором f ⊗ ḡ рана јеан. Њеова ра рачунамо
овако

tr(f ⊗ ḡ) =
∑
j

〈f ⊗ ḡϕj , ϕj〉 =
∑
j

〈ϕj , g〉 〈f, ϕj〉 = 〈f, g〉 ,

ок је њеова јеан норма, рема (5) јенака

tr |f ⊗ ḡ| = ||f || ||g|| tr f

||f ||
⊗ f̄

||f ||
= ||f || ||g||.
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Оуа је ресликавање (f, g) 7→ Λ(f ⊗ ḡ) ораничено и илинеарно и норма му је мања или јенака
о ||Λ||. Тако осоји ораничен оераор A (норме мање или јенаке о ||Λ||) акав а је Λ(f ⊗ ḡ) =
〈Af, g〉. Треа још уочии а је A(f ⊗ ḡ) = (Af)⊗ ḡ, оакле је

Λ(f ⊗ ḡ) = 〈Af, g〉 = tr(f ⊗ ḡ).

Доказ је саа оов, јер је линеарни омоач оераора олика f ⊗ ḡ јенак скуу оераора коначно
рана, а ослењи су уси у S1. �

5.15. Теорема (Лиски). У линеарној алери оказује се (релаивно јеносавно) а је ра
марице јенак зиру свих сосвених вреноси, ри чему сваку сосвену вренос рачунамо
онолико уа колика је имензија њено коренско оросора.

(То није исо шо и њена вишесрукос. Наиме, коренски оросор је ску свих векора x
за које је (T − λI)kx = 0 за неки рироан рој k, а сосвени оросор ску оних x-ова за које
је Tx = λx. Оуа је сосвени оросор оавезно оску коренско, али не и орано, осим
каа је T нормалан, а вишесрукос сосвене вреноси може ии мања о имензије коренско
оросора.)

Уошење ове врње ознао је као Теорема Лиско, која ври а је за нуклеаран T , trT јенак
суми свих сосвених вреноси ако сваку рачунамо онолико уа колика је имензија коренско
оросора.

Доказ ове врње није нимало јеносаван, ез озира шо се азира на раничном релазу са
коначно имензионалних росора. Ми а ове рескачемо јер Теорему нећемо аље корисии.
Теорема је, иак, навеена, јер је овољно ознаа и значајна а и се изосавила риликом рво
омињања нуклеарних оераора.

ХИЛБЕРТ-ШМИТОВИ ОПЕРАТОРИ

5.16. Дефиниција. За оераор T ∈ B(H) кажемо а је Хилер-Шмиов ако је tr(|T |2) =
tr(T ∗T ) < +∞. Ску свих Хилер Шмиових оераора означавамо са S2 или са L2(B(H)).
Нема ниче изненађујуће у чињеници а је S2 Хилеров росор. Ша више, ра у S2 знано је
јеносавнији нео у S1. Али, иемо реом

5.17. Сав. а) СкуS2 је векорски росор, а израз ||T ||2 = tr(T ∗T )1/2 је јена норма. Та норма
заовољава релацију аралелорама, а скаларни роизво који роисиче из ње је 〈S, T 〉 = tr(T ∗S);

) ВажиS2 ·S2 = S1, оносно роизво ваХилер-Шмиова оераора је нуклеаран и орано,
сваки нуклеаран се може наисаи као роизво ва Хилер-Шмиова;

в) Просор S2 је восрани самоајуновани иеал, и важе нејенакоси

(13) ||ST ||2, ||TS||2 ≤ ||S|| ||T ||2, ||T ∗||2 = ||T ||2;

) Ску оераора коначно рана је ус у S2.
) Важе релације S1 ⊆ S2 ⊆ S∞, ||T || ≤ ||T ||2 ≤ ||T ||1, као и

Доказ. а) и ) Заворенос за множење скаларом, као и сва својсва норме, изузев нејенакоси
роула се јеносавно оказује. Шо се иче завореноси за саирање векора, овољно је олеаи
у јенакос (7). Наиме, сваки саирак са леве сране је мањи о есне, а ако A, B ∈ S2, она је ра
есне сране коначан.

Саа каа знамо а је ску S2 линеаран росор, можемо оказаи врњу о ). Наиме, јасно
је |T | ∈ S2 ⇔ |T |2 ∈ S1, а инклузија S2 · S2 ⊆ S1 слеи на основу варијане оларизационо
иениеа

T ∗S =

3∑
k=0

ik(S + ikT )∗(S + ikT ),

јер су S + ikT Хилер-Шмиови, а сваки саирак на есној срани има коначан ра. Неосаје
још а римеимо а је T ∈ S2 еквивакленно са T ∗ ∈ S2, шо јеносавно излази из ефиниције и
својсва (ПТ1). Ша више, из исо својсва омах слеи ||T ||2 = ||T ∗||2. Орано, ако је T ∈ S1 и
T = V |T | њеово оларно разлање, омах се вии а су V |T |1/2 и |T |1/2 Хилер-Шмиови;
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Саа је израз tr(T ∗S) корекно ефинисан за S, T ∈ S2, а свар је руине а се ровере својсва
скаларно роизвоа. Оале омах важи Коши-Шварцова нејенакос

| tr(T ∗S)|2 = | 〈S, T 〉 |2 ≤ ||S||2 ||T ||2 = tr(S∗S) tr(T ∗T ),

а оале и нејенакос роула за норму;
в) Самоајунованос смо већ консаовали, а је овољно још оказаи а је реч о левом иеалу.

То, међуим, јеносавно слеи из нејенакоси T ∗S∗ST ≤ ||S||2T ∗T . Оале слее и ооварајуће
нејенакоси;

) Доказује се на иси начин као и ко нуклеарних. За коначан ску J0 са својсвом∑
j /∈J0

〈T ∗Tϕj , ϕj〉 =
∑
j /∈J0

||Tϕj ||2 < ε,

ефинишемо Sϕj = Tϕj ка j ∈ J0 и Sϕj = 0 иначе, и она ||S − T ||2 =
∑
j ||(S − T )ϕj ||2 =∑

j /∈J0
||Tϕj ||2 < ε;

) Ако је T нуклеаран, он је роизво ва Хилер-Шмиова, и како ови ослењи чине иеал о
је и сам T Хилер-Шмиов. Нејенакос ||T || ≤ ||T ||2 извоимо ако шо уочимо јеинични векор
ϕ са својсвом ||T ||2 − ε < ||Tϕj ||2, а како је ϕ члан неке азе, о је есна срана мања о ||T ||22.
Саа коминујући ослење својсво са чињеницом а је ску оераора коначно рана ус лако
налазимо а је сваки Хилер-Шмиов комакан.

Најза, реосалу нејенакос оијамо овако. Нека је T ∈ S1 и ||T ||1 ≤ 1. Таа је и ||T || ≤ 1,
а имамо

||T ||22 = tr(T ∗T ) ≤ ||T || ||T ||1 ≤ 1,

шо завршава оказ. �

5.18. Сав. Просор S2 је Хилеров росор.

Доказ. Доказали смо својсва скаларно роизвоа, а осаје још а окажемо комленос. Нека
је Tn Кошијев низ у S2. Таа је, зо ||Tm − Tn|| ≤ ||Tm − Tn||2, о Кошијев низ и у оераорној
норми, а осоји лимес T = limTn. За сваки коначан оронормиран сисем ϕj имамо

n∑
j=1

||Tϕj ||2 = lim
n→+∞

n∑
j=1

||Tnϕj ||2 ≤ lim sup
n→+∞

||Tn||22,

а T ∈ S2 и ||T ||2 ≤ lim sup ||Tn||2.
Саа оаеремо n0 ако а за све n ≥ n0 важи ||Tn − Tn0

|| < ε и ројекор коначно рана P
акав а је ||T (I − P )||2, ||Tn0

(I − P )||2 < ε, шо можемо, јер јеску оераора коначно рана ус.
Извоимо

||T − Tn||2 ≤ ||(T − Tn0
)P ||+ ||(T − Tn0

)(I − P )||+ ||Tn0
− Tn|| ≤ ||(T − Tn0

)P ||+ 3ε,

а резула слеи јер се израз ||(T − Tn0
)P || може учинии роизвољно малим, јер су све норме на

коначно имензионалним росорима еквиваленне. �

ПАР ЗАПАЖАЊА О КОМПАКТНИМ ОПЕРАТОРИМА

5.19. Секар комакно оераора. Познаа је Фрехолмова алернаива рема којој, за
комакан оераор T и фиксирано 0 6= λ ∈ C важи ачно јена о ове ве моућноси:

(1) Јеначина Tx = λx има само ривијално решење;
(2) Јеначина Tx = λx+ y има решења за свако y.
Ова врња важи на Банаховим росорима. Први услов, реформулисан ласи а је језро

оераора T −λI ривијално, ок руи услов овори а је њеова слика цео росор. Друим речима
T − λI је инјекиван ако и само ако је сурјекиван. Посено, ако λ 6= 0 није сосвена вренос,
она је (рема еореми о овореном ресликавању) о реуларна ачка. Како је нула увек у секру
комакно оераора (осим у ривијалном случају каа се све овија на коначно имензионалном
росору) о је

σ(T ) = {0} ∪ {λ ∈ C | ∃x 6= 0Tx = λx},
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оносно секар комакно оераора се сасоји о нуле и сосвених вреноси. Свака сосвена
вренос ј коначне вуишесрукоси, јер и се у роивном лако нашао низ xn акав а Txn нема
конверенан ониз. Из исих разлоа сосвене вреноси оразују нула низ. Наравно, ако их има
есконачно мноо. Ако их има коначно мноо, а олазни росор је есконачно имензионалан, она
је и 0 оавезно сосвена вренос, и о есконачне вишесрукоси. Није искључена моућнос а
комакан оераор нема сосвених вреноси. Таа је њеов секрални раијус r(T ) = 0, и акав
комакан квазинилоенан оераор назива се Волерин. Такви оераори, јасно, нису нормални,
јер за нормалне важи ||T || = r(T ).

У сваком случају, сосвене вреноси комакно оераора, ако их онављамо онолико уа
колика је њихова вишесрукос оавезно оразују нула низ. Тај низ означаваћемо са λn(T ), или само
са λn ако је јасно о ком оераору се раи.

5.20. Секрално разлаање нормално комакно оераора. Ако је T нормалан оераор,
она је рема секралној еореми

T =

∫
σ(T )

λ dE(λ).

Ако је T ри оме и комакан, она је σ(T ) = {0} ∪ {λn(T ) | n ≥ 1}. При оме је секрална
мера ачке λn ројекор на сосвени оросор који рема рехоном оељку мора ии коначне
имензије. Тај ројекор се може риказаи као Px =

∑
〈x, ek〉 ek, оносно P =

∑
ek ⊗ ēk, е је

ek аза сосвено оросора. Каа све о оухваимо, оијамо секрално разлаање комакно
оераора

(14) T =
∑
n

∫
λn

λ dE(λ) =
∑
n

λnPλn =
∑
n

λnϕn ⊗ ϕ̄n,

ри чему налашавамо, још јеану, а се у низу λn свака сосвена вренос онавља онолико уа
колика је њена вишесрукос.

5.21. Шмиов развој и синуларни ројеви. Ако је оераор T само комакан, али не и
нормалан она немамо моућнос а а рецавимо омоћу секралне еореме. Међуим, ако је
T = V |T | оларно разлаање оераора, она је њеова асолуна вренос |T | комакан озииван
оераор. (Наиме |T |2 = T ∗T је комакан, јер они чине иеал, а функција λ 7→ |λ| је нерекина, а
|T | ∈ C∗(|T |2) шо је минимална која саржи T ∗T и име мања о алере комакних.) Сосвене
вреноси оераора |T | оређане у оаајући низ (са онављањем ако има вишесруких) називамо
низ синуларних ројева оераора T и означвамо их са sn(T ). Дакле

sn(T ) = λn(|T |).

Каа искорисимо развој (14) за |T | и омножимо с лева са V налазимо

T = V |T | = V (
∑
n

λn(|T |)ϕn ⊗ ϕ̄n) =
∑
n

sn(T )V ϕn ⊗ ϕ̄n.

Како је V изомерија на ImT , и како ϕn ∈ ImT , о су векори ψn = V ϕn оронормирани, и важи зв.
Шмиов развој:

(15) T =
∑
n

sn(T )ψn ⊗ ϕ̄n, оносно Tx =
∑
n

sn(T ) 〈x, ϕn〉ψn.

Није ешко виеи а је s1(T ) = λ1(|T |) = λ1(T ∗T )1/2 = ||T ∗T ||1/2 = ||T ||, јер је λ1 највећа
сосвена вренос. Међуим, и нуклеарна и Хилер-Шмиова норма се моу изразии реко син-
уларних ројева. Наиме, како је |T | =

∑
n snϕj ⊗ ϕ̄j , лако налазимо а је tr(|T |p) =

∑+∞
n=1 s

p
n(T ).

Оуа је

||T ||1 =

+∞∑
n=1

sn, ||T ||2 =

(
+∞∑
n=1

s2
n

)1/2

.

Примеа: Послење навои на омисао а се ефинишу росори Sp за 1 ≤ p као Sp = {T ∈
B(H) | ||T ||p = (tr(|T |p))1/p

< +∞}. Наравно, моуће је и о учинии и аа ће важии резула
S∗p
∼= Sq , е је 1/p+ 1/q = 1, и изоморфизам се оново осварује релацијом (12).
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ЛОКАЛНО КОНВЕКСНЕ ТОПОЛОГИЈЕ НА B(H)

5.22. „Слаашне“ оолоије. Поре санарне, униформне оолоије на B(H) која роис-
иче из оераорске норме, на скуу B(H) свих ораничених оераора на Хилеровом росоруH
можемо ефинисаи још различиих локално конвексних оолоија.

Јака оолоија је најмања оолоија за коју су сва ресликавања B(H) 3 T 7→ Tx ∈ H , x ∈ H
нерекина. Она се може зааи и сисемом азних околина нуле:

Bx1,...,xn,ε = {T ∈ B(H) | ∀j, ||Txj || < ε}, xj ∈ H, ε > 0.

Зараво скуови {A ∈ B(H) | ||Ax|| < ε}, x ∈ H , ε > 0 су суазне околине нуле, а азне су њихови
ресеци. Доуше она реа свако xj а има своје εj , али се може узеи најмање о их εj-ова, а а
се не наруше аксиоме азе за оолоију. Овај арумен нећемо аље онављаи.

Еквиваленно, јака оолоиоја се зааје сисемом олунорми

px(T ) = ||Tx||, x ∈ H.
Слаа оолоија је најмања оолоија у којој су сва ресликавања B(H) 3 T 7→ 〈Tx, y〉,

x, y ∈ H нерекина. Она се може зааи и сисемом азних околина нуле:

Bx1,...,xn,y1,...,yn,ε = {T ∈ B(H) | ∀j, | 〈Txj , yj〉 | < ε}, xj , yj ∈ H, ε > 0

или сисемом олунорми
px,y(T ) = | 〈Tx, y〉 |.

Оерације саирања и множења скаларом, нерекине су у оносу на све ри навеене оолоије,
шо се јеносавно роверава.

Оерација множења оераора нерекина је у униформној и јакој оолоији. За униформну о
слеи из ||AλBλ − AB|| ≤ ||Aλ|| ||Bλ − B|| + ||Aλ − A|| ||B|| → ||A|| · 0 + 0 · ||B|| = 0. За јаку о
слеи из Банах-Шајнхаусове еореме, јер из Aλx → Ax за свако x ∈ H , слеи а је фамилија ||Aλ||
ораничена, а је ||AλBλx−ABx|| ≤ ||Aλ|| ||Bλx−Bx||+ ||Aλ(BX)−A(Bx)||. Међуим она није
нерекина у слаој оолоији. На ример, за низове

Anx = 〈x, en〉 e, Bnx = 〈x, e〉 en,
е је en неки оронормиран сисем, имамо An, Bn → 0 слао, ок је AnBnx = 〈x, e〉 e9 0.

Инволуција A 7→ A∗ је нерекина у униформној и у слаој оолоији, у униформној јер је
||T ∗|| = ||T ||, а у слаој, јер је px,y(T ∗) = | 〈T ∗x, y〉 | = | 〈x, Ty〉 | = py,x(T ). Међуим, инволуција
није нерекина у јакој оолоији. Наиме, за већ оменуе низове An и Bn важи An → 0, јако
Bn = A∗n 9 0, јако.

Послење је разло а увеемо још јену оолоију, јачу о јаке у којој ће и инволуција ии
нерекина.

Јака-∗ оолоија је најмања оолоија за коју су сва ресликавања A 7→ Ax, A 7→ A∗x нере-
кина. Она се може зааи и сисемом азних околина нуле

Bx1,...,xn,ε = {A ∈ B(H) | ∀j, ||Axj ||, ||A∗xj || < ε}, xj ∈ H, ε > 0

или сисемом олунорми
px(T ) = ||Tx||, p∗x(T ) = ||T ∗x||.

У оносу на јаку-∗ оолоију, и инволуција је нерекина. У свари, о је најмања оолоија
која саржи јаку, и у оносу на коју је инволуција нерекина.

5.23. Улра „слаашне“ оолоије. Премеак „улра“ у насловљеним оолоијама не оноси
се на риев слаа, јака и, већ на оолоија. Свака о „улра“ оолоија нешо је јача о своје
ооварајуће не-улра оолоије.

Улрајака оолоија је оолоија зааа сисемом азних околина нуле

Bx1,...,xn,...,ε = {T ∈ B(H) |
∑
j

||Txj ||2 < ε}, xj ∈ H,
∑
j

||xj ||2 <∞, ε > 0

или сисемом олунорми

px1,...,xn,...(T ) =
∑
j

||Txj ||2,
∑
j

||xj ||2 < +∞.
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Улрајака оолоија је јача о јаке јер се у азним околинама нуле узима реројиво мноо
векора, а у јакој коначно мноо. Свака јака азна околина нуле је ујено и улрајака, ирајући xk = 0
за k > n.

Улраслаа оолоија је оолоија зааа сисемом азних околина нуле

{T ∈ B(H) |
∑
j

| 〈Txj , yj〉 | < ε}, xj , yj ∈ H,
∑
j

||xj ||2,
∑
j

||yj ||2 < +∞, ε > 0.

или сисемом олунорми

px1,...,xn,...,y1,...,yn,...(T ) =
∑
j

| 〈Txj , yj〉 |,
∑
j

||xj ||2,
∑
j

||yj ||2 < +∞.

Улраслаа оолоија је јача о слае јер се у азним околинама нуле узима реројиво мноо
векора, а у слаој коначно мноо. Свака слаа азна околина нуле је ујено и улраслаа, ирајући
xk = yk = 0 за k > n.

Нии у улрајакој оолоији инволуција није нерекина, оуа увоимо још јену.
Улрајака-∗ оолоија је... хм, нећемо ваља ое онављаи. Чиалац нека сам закључи ша

је о.
Свих шес новоувеених оолоија о ефиницији зависе о амијенално росора и (арем

за саа) не моу се ефинисаи на роизвољној C∗-алери

5.24. Сав [о монооној ораниченој мрежи]. Нека је Tα, α ∈ A нека моноона и ораничена
мрежа самоајунованих оераора у B(H). Таа а мрежа јако конверира ка неком T ∈ B(H).

Доказ. Да се осеимо, ску инекса је арцијално уређен ску ако а сваки њеов вочлани
(име и сваки коначан) оску има орње ораничење. Межа Tα је расућа ако из α ≤ β слеи
Tα ≤ Tβ , а оаајућа ако о исим условима важи Tα ≥ Tβ . Мрежа је ораничена ако осоје N ,
M ∈ B(H) акво а је N ≤ Tα ≤M за све α ∈ A.

Примеа: Размарање мрежа умесо низова оавезно је каа араамо са немеризаилним
оолоијама, јер се ко аквих оолоија ојмови као шо су заворенос, комакнос и, не ају
оисаи низови али се ају оисаи мрежама.

Нека је наша мрежа расућа. Фиксирамо x ∈ H и осмарамо мрежу реалних ројева 〈Tαx, x〉.
Она је расућа и ораничена оозо ројем 〈Mx, x〉, а је рема оме конверенна. Означимо њен
лимес са Q(x) и римеимо а је о акође и суремум исе мреже.

На основу оларизационо иениеа 〈Tαx, y〉 =
∑3
k=0 i

k
〈
Tα(x+ iky), x+ iky

〉
она за све

x, y ∈ B(H) осоји и лимес limα∈A 〈Tαx, y〉 и јенак је
∑3
k=0 i

kQ(x+iky). Билинеарнос ослење
израза слеи јер се јенакоси чувају реласком на лимес, а акле осоји T ∈ B(H) са својсвом
Q(x) = 〈Tx, x〉 за све x ∈ H , оносно

lim
α∈A
〈Tαx, y〉 = 〈Tx, y〉 ,

за све x, y ∈ H . То значи а мрежа Tα слао конверира ка T .
Покажимо саа и а је конверенција јака. Извешћемо јену релаивно јеносавну нејенакос.

Нека је S роизвољан озииван оераор. Израз 〈Sx, y〉 је олускаларни роизво, а важи Коши
Шварцова нејенакос, а из ње извоимо

| 〈Sx, y〉 |2 ≤ 〈Sx, x〉 〈Sy, y〉 ≤ ||S|| ||y||2 〈Sx, x〉 .
Сављајући оре y = Sx налазимо

||Sx||4 ≤ ||S|| ||Sx||2 〈Sx, x〉 , оносно ||Sx||2 ≤ ||S|| 〈Sx, x〉
.

Каа ослењу нејенакос рименимо на оераоре T − Tα ≥ 0 виимо а из слае (у овом
случају, не и увек) слеује јака конверенција. �

Зааци

1. Нека је A∗ = A ∈ B(H). Доказаи а је kerAn = kerA за сваки рироан рој n. Примером
оказаи а се може ооии ImAn+1 $ ImAn.
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2. Нека је L2(D) росор кварано инераилних функција на D = {z ∈ C | |z| < 1} у оносу
на меру (1/π) dxdy. Доказаи а су функције zk, k ≥ 0 орооналне у ом росору. Нормираи
их. Доказаи а росор разае им функцијама сачињавају искључиво аналиичке функције. (То је
Берманов росор.) Доказаи а ројекор на ај оросор може а се изрази као

Pf(z) =

∫
D

f(ζ)(1− zζ̄)−2 dξ dη.

3. а) Доказаи а је Кошијев инерални оераор, а са

(Kf)(z) =
1

2πi

∫
D

f(ζ)

ζ − z
dξ dη

ораничен оераор на Бермановом росору.
Ако је S : L2(D)→ L2(D) а са (Sf)(z) = zf(z), оказаи а је оераорKS−SK рана јеан,

е а је tr(KS − SK) 6= 0.
4. а) Нека је на скуу H ⊗alg H ао ресликавање || · ||max са

||a||max = inf
a=

∑
λjxj⊗yj

∑
|λj |,

ри чему се инфимум узима о свим ресављањима a =
∑
λjxj ⊗ yj е су xj , yj јеинични

векори. Доказаи а је || · ||max јена норма на H ⊗alg H као и а је ||x⊗ y||max = ||x|| ||y||;
) Нека је || · || ило која норма на H ⊗alg H за коју важи ||x ⊗ y|| = ||x|| ||y||. Доказаи а је

||a|| ≤ ||a||max за све a ∈ H ⊗alg H;
в) Нека јеΦ : H⊗algH → K0(H) изоморфизам (K0(H) ску оераора коначно рана). Доказаи

а је ||a||max = ||Φ(a)||1. (Тако је нуклеарна норма највећа међу „ожељним“ нормама на оераорима
коначно рана.)

) Покушаје а окријее ша је најмања „ожељна“ норма.
5. Нека је H = L2(X,µ). Доказаи а је T Хилер-Шмиов ако и само ако је олика

(Tf)(x) =
∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y), за неко K ∈ L2(X × X,µ ⊗ µ). Доказаи а је аа ||T ||22 =∫

X

∫
X
|K(x, y)|dµ(x) dµ(y). (Тако имамо низ изоморфизама L2(X) ⊗ L2(Y ) ∼= L2(X × Y ) ∼=

S2(L2(X)).
6. Нека је T ∈ B(L2(0, 1)) инерални оераор олика (Tf)(x) =

∫ 1

0
K(x, y)f(y) dy, е је K

нерекина функција на [0, 1]× [0, 1].
а) Доказаи а је T озииван ако и само ако је марица [K(ti, tj)]

n
i,j=1 озиивно ефинина за

сваки изор ачака t1, . . . , tn из [0, 1] (овај услов зовемо озиивна ефининос језраK);
) Нека T има озиивно ефинино језро. Доказаи а је T нуклеаран и а је ||T ||1 =∫ 1

0
K(t, t) dt. (Уусво: оказаи а су сосвени векори оераора T нерекине функције, а

заим искорисии секрално разлаање, а и расиаи се о лиераури о Мерсеровој еореми
(Mercer))

7. Ореии којем о росора Sp (p = 1, 2) риаа Волерин оераор V : L2(0, 1)→ L2(0, 1)
а са (V f)(x) =

∫ x
0
f(t) dt. Ореии ооварајућу норму.

8. а) Нека је T озииван и комакам и λn низ њеових сосвених вреноси. Доказаи а је

λn = inf
L∈Hn

max
x∈L⊥\{0}

〈Tx, x〉
〈x, x〉

,

е јеHn ознака за ску свих n-имензионалних оросора;
) Нека је T комакан. Доказаи а је sn+1(T ) = d(T,Kn) = infK∈Kn ||T −K||, е јеKn ознака

за ску свих оераора рана n или мање;
в) Доказаи нејенакос sm+n−1(A+B) ≤ sm(A) + sn(B).
9. Нека је T комакан оераор.
а) Доказаи нејенакос

det [〈Axj , Axk〉]nj,k=1 ≤ s1(A)2s2(A)2 . . . sn(A)2 det [〈xj , xk〉]nj,k=1 ,

е је xj ило који сисем векора. [Уусво: реражии о лиераури уошења Бине-Кошијеве
еореме.]
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) Доказаи Хорнову нејенакос
k∏
j=1

sj(AB) ≤
k∏
j=1

sj(A)sj(B).

10. Доказаи а је множење неорекино у јакој и јакој-∗ на ораниченим скуовима.
11. Нека јеE ⊆ B(H) ораничен ску. Доказаи а се ресрикција слае и улраслае оолоије

оклаају наE. Доказаи и а се оклаају ресрикција јаке и улрајаке, оносно јаке-∗ и улрајаке-∗.
12. Показаи а се све „слаашне“ и све улра „слаашне“ оолоије окалају на скуу уни-

арних оераора у B(H).



6. W ∗-АЛГЕБРЕ (рви ео)

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

6.1. Комуан. Нека је B(H) аера свих ораничених оераора на Хилеровом росору H
и нека јеM⊆ B(H) неки неразан ску.

Дефинишемо комуан скуаM са

M′ = {T ∈ B(H) | ∀S ∈M, ST = TS},
акле као ску оних оераора који комуирају са свим оераорима изM. Бикомуан скуаM, у
ознациM′′ је комуан њеово комуана. Ево неких јеносавних осоина ових ојмова:
•M ⊆M′′ - неосрено слеи из ефиниције.
•M′ је увек алера. Заиса, ако T1, T2 ∈M′, она за све S ∈M налазимо

(λ1T1 + λ2T2)S = λ1T1S + λ2T2S = λ1ST1 + λ2ST2 = S(λ1T1 + λ2T2),

T1T2S = T1ST2 = ST1T2.

•АлераM′ немора ии самоајунована. Међуим, ако је скуM заворен за инволуцију, она
је акав иM′. Наиме, ако T ∈ M′ и S ∈ M она и S∗ ∈ M, а је T ∗S = (S∗T )∗ = (TS∗)∗ = ST ∗,
а и T ∈M′.
• АлераM′ је увек слао заворена. Заиса, акоM′ 3 Tα → T , слао и S ∈ M, она за све

x, y ∈ H имамо 〈TαSx, y〉 = 〈Tαx, S∗y〉, шо осле узимања лимеса осаје 〈TSx, y〉 = 〈Tx, S∗y〉
оакле је TS = ST .

Дакле, ако јеM = M′′ она јеM слао заворена алера. Неке овољне услове о којима
важи ора аје слеећа еорема.

6.2. Теорема [Нојманова о икомуану]. Нека је B(H) алера свих ораничених оераора
на неком Хилеровом росору H , и нека је M ⊆ B(H) нека њена ∗-оалера, шо значи а
је заворена у оносу на линеарне коминације, множење и инволуцију T 7→ T ∗, и а саржи I -
јеинични оераор.

Слеећи услови су међусоно еквиваленни:
а)M =M′′;
)M је заворена у оносу на слау оолоију;
в)M је заворена у оносу на јаку оолоију.

Доказ. Имликација ) овлачи в) је ривијална. Имикација а) овлачи ) је јеносавна и већ
смо је извели.

Јеина неривијална иликација је в) овлачи а). Доказаћемо незнано измењено врђење: ако је
T0 ∈ M′′ и B роизвољна јака азна околина, она ску T0 + B саржи ар јеан елемен изM. То
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је овољно, јер оказује а јеM′′ оску јако заворења алереM. Ако јеM, већ јако заворена,
она јеM′′ ⊆M. Орана инклузија је ривијална.

Нека је, за очеакBx,ε = {T ∈ B(H) | ||Tx|| < ε}. За акво x, уочимо скуMx = {Tx |T ∈M},
и њеово заворење Mx (у норми Хилерово росора H). Лако се вии а је Mx Хилеров
оросор оH , као и а је инваријанан за алеруM. Заиса, ако y ∈Mx и S ∈M, она Tnx→ y
за неки низ Tn ∈ M. Међуим, аа је и STn ∈ M, а STnx → Sy ∈ Mx. То значи а ороонални
ројекор P на оросорMx комуира са алеромM, ј. P ∈M′. (На овом месу је ресуно о
шо јеM заворена за инволуцију, јер из S(Mx) ⊆Mx слеи само PSP = SP . Али како и S∗ ∈M
о важи и PS∗P = S∗P , оносно осле ајуновања PSP = PS.) Оуа PT0 = T0P , јер T0 ∈M′′.

С руе сране x ∈Mx, јер I ∈M, а оале T0x = T0Px = PT0x ∈Mx. Дакле, за роизвољно
ε > 0 осоји T ∈M, акво а је ||T0x− Tx|| < ε, оносно T ∈ T0 + Bx,ε.

Ово наравно није овољно, јер су скуови олика Bx,ε само реазне околине нуле, а не и азне.
Међуим, релазак са јено векора x, на n-орку можемо извршии омоћу слееће осеке. Наиме,
осмарајмо Хилеров росорK = H ⊕ · · · ⊕H (n-коија), и уаањеM ↪→ B(K), ао са

T 7→


T 0 . . . 0
0 T . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . T

 = T ⊗ In.

Слику алереM ри овом ресликавању означимо саM(n). Није ешко виеи а се (M(n))′ сасоји
о оних n×n марица чији чланови риаајуM′, е а је (M(n))′′ ску свих марица које на лавној
ијаонали имају јеан е иси елемен изM′′, а ван ње нуле, о јес ску {T ⊗ In | T ∈M′′}.

За ае x1, . . . , xn ∈ H осмарајмо x = (x1, . . . , xn) ∈ K и рименимо рехоно расуђивање
на векор x, и оераор T0 ⊗ In. Закључујемо а осоји елемен T ∈ M акав а је ||(T0 ⊗ In)x −
(T ⊗ In)x|| < ε, оносно

∑n
j=1 ||T0xj − Txj ||2 < ε2, оакле је за свако j, ||T0xj − Txj || < ε.

Доказ је завршен. �

Примеа. Посмарајући ирекан зир H ⊕ · · · ⊕ H ⊕ . . . реројиво мноо коија росора
H , можемо закључии и а се у свакој улрајакој околини оераора T0 ∈ M′′ налази неки оераор
T ∈ M. А како је улраслаа олоија слаија о улра јаке, а јача о слае, о закључујемо а су
рима условима из исказа еореме еквиваленни и:

)M је заворена у улраслаој оолоији;
)M је заворена у улрајакој оолоији.
Друа римеа. Прехони оказ „раи“ и каа реосавку I ∈ M заменимо нешо слаијом

а јеM(H) = {Sx | S ∈M, x ∈ H} усо у H . Таа кажемо аM ејсвује нееенерисано на H .

6.3. Дефиниција. Поалеру A алере B(H) називамо фон Нојманова ако исуњава неки о
услова из рехоне еореме.

Свака фон Нојаманова алера је ујено и C∗-алера. Орано не мора ии ачно. На ример,
осмарајмо алеру A оијену као ску свих оераора множења Mϕ нерекином функцијом
ϕ ∈ C[0, 1], на Хилеровом росору H = L2(0, 1) зааих каоMϕ(f) = ϕf . Није ешко виеи а
је ||Mϕ||B(H) = ||ϕ||C[0,1], а је A јена C∗-алера. Међуим, она није заворена у оносу на слау
оолоију. Њено заворење саржи, арем ску свих множења функцијама из L∞(0, 1). Заиса, нека
је ϕ ∈ L∞. Таа осоји низ ϕn нерекиних функција који ежи ка ϕ ачка о ачка, и ри оме су
им норме ораничене. Таа је за све f, g ∈ L2(0, 1),

〈Mϕnf, g〉 =

∫ 1

0

ϕnfḡ →
∫ 1

0

ϕfḡ = 〈Mϕf, g〉 ,

рема еореми о оминанној коневеренцији. ТакоMϕn →Mϕ у слаој оолоији.
Доказаћемо а је алераM свих множења Mϕ функцијама ϕ ∈ L∞(0, 1) комуавна фон Но-

јманова алера. Очилено је реч о ∗-оалери алере B(L2(0, 1)). Умесо а оказујемо а је
M = M′′ оказаћемо а јеM = M′. Како јеM комуаивна, инклузијаM ⊆ M′ је ривијална.
Покажимо орану. Нека је T ∈ M′. Означивши са 1 функцију иенички јенаку 1, имамо за све
f ∈ L∞ ⊆ L2,

(1) T (f) = TMf (1) = MfT (1) = fT (1).
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Означимо g = T (1), и окажимо а је g есенцијално ораничена, јер ће аа оказ ии оов.
Нека је Fη = {t ∈ [0, 1] | |g(t)| ≥ η}, и f = χFη каракерисична функција ао скуа. Имамо
||f || = m(Fη)1/2, ок је ||fg|| ≥ ηm(Fη)1/2. Таа зо (1) налазимо ηm(Fη)1/2 ≤ ||fT (1)|| =

||T (f)|| ≤ ||T || ||f || ≤ ||T ||m(Fη)1/2, шо је немоуће ако је η > ||T || и m(Fη) 6= 0. Тако је
||g||L∞ ≤ ||T ||, и T (f) = fg за све f ∈ L∞, а име и за све f ∈ L2 јер је T ораничен, а L∞ ус у L2.

Примеа: Иси оказ може ослужии а се окаже а је комуан скуа {Mϕ | ϕ ∈ C[0, 1]}
јенак {Mϕ | ϕ ∈ L∞(0, 1)}. Такође, Лееова мера се може замении ма којом коначном мером.
Резула се може још уошаваи на случај σ-коначних мера или аље на сроо локализоване мере,
уз нешо ажљивији рачун јер аа 1 /∈ L2.

Ценар фон Нојманове алереM је Z(M) = M∩M′, акле ску свих оераора изM који
комуирају са свим руим изM. Ценар увек саржи скаларне умношке јеинично оераора,CI .
Ако руих нема она кажемо а је ценар ривијалан.

Фон Нојманова алера се назива факор, ако јој је ценар ривијалан. Факори чине јену
крајнос. Друу крајнос чине комуаивне фон Нојманове алере, за које је Z(M) =M.

Пример комуаивне фон Нојманове алере је L∞(X,µ) за неки мерљив росорX са коначном
мером µ, осмаран као ску оераора множења на росоруL2(X). Виећемо а се осали римери
комуаивних фон Нојманових алери не разликују сушински о ово. Пример факора јеB(H), јер
је ознао а јеB(H)′ = CI . Има и руих факора, али акве римере није ако росо консруисаи,
шо ћемо виеи касније.

Прва разлика коју уочавамо између комуаивних C∗-алери и фон Нојманових је шо рве не
морају имаи неривијланих ројекора - наиме, C∗-алера C(K) има само ривијалне ројекоре 1
и 0, ка о је K овезан. С руе сране фон Нојманова алера L∞(X) има оиље неривијалних
ројекора - о су све каракерисичне функције мерљивих скуова. У нареном саву виећемо а
свака (и некомуаивна) фон Нојманова алера има мноо ројекора.

(Посеимо се а је ројекор, акав елемен p C∗-алере A за који важи p = p∗ = p2.)

6.4. Сав. Нека јеM⊆ B(H) фон Нојманова алера. Таа
а)M се оклаа са линеарним омоачем свих својих самоајунованих елеменаа;
)M се оклаа са линеарним омоачем свих својих униарних елеменаа;
в) Оераор T ∈M ако и само ако је U∗TU = T за сваки униаран U ∈M′;
) Линеарни омоач свих ројекора изM је ус у A у норми.

Доказ. а) Како је M заворена за инволуцију, о ако T ∈ M, она и T1 = (T + T ∗)/2 и
T2 = (T − T ∗)/2i ∈M, а о су самоајуновани елемени акви а је T = T1 + iT2;

) Довољно је оказаи а се сваки самоајунован елемен T може риказаи као (коначна)
линеарна коминација униарних. Можемо чак узеи и а је ||T || < 1 (јер а осле можемо омножии
ројем ||T ||). Међуим, аа је оераор U = T + i

√
I − T 2 униаран, јер је U∗ = T − i

√
I − T 2, и

UU∗ = U∗U = I , и још је T = (U + U∗)/2;
Примеимо а а) и ) важе и за сваку C∗-алеру A.
в) "само ако" је ривијалан смер; Ако је U∗TU = T за сваки униаран U ∈M′, она је TU = UT

за сваки униаран U ∈ M′, а како они разаињу M′, она је TS = ST и за све S ∈ M′, а
T ∈M′′ =M;

) Довољно је оказаи а се сваки самоајунован оераор T може ресавии као лимес
коначних линеарних коминација ројекора из алере M. Ово, међуим слеи из секралне
еореме. Наиме, како је ску росих функција свуа ус у росору L∞(σ(T )), о је T (равномерни,
ј. у норми) лимес коначних линеарних коминација својих секралних ројекора. Треа још
римеии а секрални ројекори риаају јаком заворењу алере C∗(T ). Наиме, ако је A ⊆
σ(T ) Борелов, аа осоји низ нерекиних функција fn који ежи ка χA ачка о ачка, и аа
fn(T )→ χA(T ) = E(A) слао. �

6.5. Сав [Булова алера ројекора]. а) Нека су P и Q ројекори на неком Хилеровом
росоруH , и нека суK = PH , L = QH њихови олазни росори. Таа низ (PQ)n јако конверира
ка ројекору наK ∩ L;

) Ску P(M) свих ројекора уM је Булова алера у оносу на оерације

P ∧Q = inf{P,Q}, P ∨Q = sup{P,Q}.
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в) Нека јеM фон Нојманова алера. Булова алера P(M) је комлена, оносно сваки орани-
чен ску има суремум;

Примеа: Ако јеP ројекор на оросорK, аQ наL она јеP ∧Q ројекор наK∩L, аP ∨Q
наK+L. Оуа се умесо скуа ројекораP(M)може осмараи и ску ооварајућих оросора
Gr(M) - Грасманијан алереM, са елимичним ореком "ии оросор", и оерацијама ∩ и +.

Доказ. а) Разморимо рво lim(PQP )n. Оераор PQP је озииван и норме мање о 1, сле-
свено оме σ(PQP ) ⊆ [0, 1]. Низ функција fn(λ) = λn конверира (на семену [0, 1]) ачка о ачка
каракерисичној функцији јеночлано скуа {1}. Оуа (PQP )n слао конверира секралном
ројекоруEPQP ({1}). Али како fn оаа, конверенција је и јака. Како је слика секрално ројек-
ора на јеночлани ску зараво сосвени оросор, о ако (за ао x) означимо y = lim(PQP )nx,
имамо PQPy = y. Оале омах излази y ∈ PH = K. Ако y /∈ QH = L, она из ||y||2 =
||Qy||2 + ||(I −Q)y||2 закључујемо ||Qy|| < ||y||, а ||y|| = ||PQPy|| = ||PQy|| ≤ ||P || ||Qy|| < ||y||
овои о конраикције. Тако y ∈ K ∩ L.

Доказаћемо саа а је x− y⊥y. Имамо
〈x− y, y〉 = 〈x− y, PQPy〉 = 〈PQP (x− y), y〉 = 〈PQPx− y, y〉

и аље инукцијом 〈x− y, y〉 = 〈(PQP )nx− y, y〉, шо осле узимања лимеса осаје

〈x− y, y〉 = lim 〈(PQP )nx− y, y〉 = 〈y − y, y〉 = 0.

Тако је y = PK∩Lx, јер еорема о ороројекцији аранује јеинсвенос орооналне ројекције и
орооналне оуне.

Саа је lim(PQ)nx = lim(PQP )n−1Qx = PK∩LQx = PK∩Lx;
) Неосрена ровера;
в) Заиса, међу ројекорима се може увеси ореак P ≤ Q ако и само ако је PQ = QP = P ,

оносно, ако је PH оросор оQH . Сваки вочлани ску {P,Q} ројекора има инфимум уB(H)
о је ројекор на PH ∩ QH , а рема ачки а), ако P,Q ∈ M, она и inf{P,Q} ∈ M. Шо се иче
суремума римеимо а је sup{P,Q} = I − inf{I − P, I −Q}.

И више, инукцијом закључујемо а суремум и инфимум коначно мноо ројекора изM ое
риааM. С руе сране суремум есконачне фамилије је јаки расући лимес фамилије суремума
коначних оскуова, а резула слеи. �

6.6. Сав [оларно разлаање]. Ако јеM фон Нојманова алера и T ∈ M, аа осоје, и
јеинсвени су, озииван оераор |T | ∈ M и елимична изомерија V ∈ M акви а је T = V |T |.
(Посеимо се а је V елимична изомерија ако су V V ∗ и V ∗V ројекори.)

Доказ. Познао је а акво разлаање осоји у B(H) и а је јеинсвено, о условом а важе
јенакоси V V ∗ = PImT и V ∗V = P

Im |T |. Треа оказаи а |T |, V ∈M. Први оераор није соран,
јер је |T | =

√
T ∗T и риаа чак C∗(T ∗T ) ⊆ M. Шо се иче оераора V , осуићемо овако:

осмарамо роизвољан униаран U ∈M′. Таа је
T = U−1TU = U−1V UU−1|T |U.

Јеносавно закључујемо а су оераори U−1|T |U у U−1V U , реом озииван и елимично изоме-
ричан.

Применићемо јеинсвенос оларно разлаања. Примеиморво а јеPker |T = E|T |({0}) ∈M,
јер сви секрални ројекори риаајуM. Оуа и P

Im |T | = 1−Pker |T | ∈M. Уочимо још а важи
kerT ∗ = ker |T ∗| а ако рименимо рехоно расуђивање на T ∗ налазимо а V V ∗, V ∗V ∈M.

Ако означимо V1 = U∗V U , она је V ∗1 V1 = U∗V ∗UU∗V U = U∗V ∗V U = U∗PImTU = PImT , јер
ослењи ројекор риааM, и слично V1V

∗
1 = P

Im |T |. Како је о навееним условима оларно
разлаање јеинсвено, о слеи а је U∗V U = V за свако униарно U ∈ M′. Према рехоном
саву о значи а V ∈M. �

РЕПРЕЗЕНТАЦИЈЕ НЕКИХ КЛАСА ФУНКЦИОНАЛА

6.7. Сав. Нека је ϕ ∈ B(H)∗ ораничен функционал. Слеећи услови су еквиваленни:
(i) ϕ је слао нерекиан;
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(ii) ϕ је јако нерекиан;
(iii) ϕ(T ) =

∑n
j=1 〈Txj , yj〉, за неке n-орке векора (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Hn.

Доказ. Имликације (i) овлачи (ii), као и (iii) овлачи (i) су ривијалне. Докажимо а важи
(ii) овлачи (iii). Нека је D = {z | |z| < 1} оворени јеинични иск у C. Њеова инверзна слика
ϕ−1(D) саржи неку азну околину нуле, на ример Bx1,...,xn,δ = {T ∈ B(H) |

∑n
j=1 ||Txj ||2 < δ2}.

Друим речима важи имликација

(2)
n∑
j=1

||Txj ||2 < δ2 ⇒ |ϕ(T )| < 1.

Оале извоимо закључак

(3) ϕ(T ) ≤ 1

δ

√√√√ n∑
j=1

||Txj ||2.

Заиса, у суроном и за ар јено T ∈ B(H) оре важило „>“, оносно за неко γ и ило

ϕ(T ) > γ ≥ 1

δ

√√√√ n∑
j=1

||Txj ||2.

Таа и за оераор (1/γ)T важила ремиса у (2), али не и закључак.
На основу (3) закључујемо а је линеарно ресликавање (Tx1, . . . , Txn) 7→ ϕ(T ) корекно ефин-

исано и ораничено на скуу {(Tx1, . . . , Txn) | T ∈ B(H)} ⊆ Hn и може се роужии на њеово
заворење. Оуа, рема Рисовој еореми, осоји векор (y1, . . . , yn) акав а јеϕ(T ) = 〈(Txj), (yj)〉,
оносно важи услов (iii). �

6.8. Сав. Нека је ϕ ∈ B(H)∗ ораничен функционал. Слеећи услови су еквиваленни:
(i) ϕ је улраслао нерекиан;
(ii) ϕ је улрајако нерекиан;
(iii) ϕ(T ) =

∑+∞
j=1 〈Txj , yj〉, за неке низове векора (xj)

+∞
j=1 , (yj)

+∞
j=1 ∈ H∞, о јес за које важи∑

j ||xj ||2,
∑
j ||yj ||2 < +∞;

(iv) ϕ(T ) = tr(TA) за неко A ∈ S1.

Доказ. Еквиаваленција услова (i), (ii) и (iii) оказује се на иси начин као и у рехоном саву.
Докажимо (iii)⇔ (iv).

Нека важи (iii). Посмарајмо оераор A =
∑
j xj ⊗ ȳj . Овај ре је асолуно конверенан у

норми росора S1, јер је

∑
j

||xj ⊗ ȳj ||1 =
∑
j

||xj || ||yj || ≤

∑
j

||xj ||2
1/2∑

j

||yj ||2
1/2

< +∞,

а како је ра нерекиан у S1 норми, имамо

tr(TA) =
∑
j

tr(Txj ⊗ ȳj) =
∑
j

〈Txj , yj〉 .

Орано, нека важи (iv) и нека је A =
∑
j sjψj ⊗ ϕ̄j Шмиов развој оераора A. Таа је

tr(TA) =
∑
j

sj tr(Tψj ⊗ ϕ̄j) =
∑
j

sj 〈Tψj , ϕj〉 ,

а се може узеи а је xj =
√
sjψj , yj =

√
sjϕj , јер је

∑
j sj < +∞, а ϕj и ψj оронормирани. �

Примеа: У оа рехона сава 6.7 и 6.8, ску B(H) се може ез икаквх ораничења замении
роизвољном фон Нојмановом алеромM.
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6.9. Послеице. а) Улраслаа оолоија на B(H) оклаа се са слаом-∗ оолоијом која
роисиче из иенификације S∗1 ∼= B(H);

) Заворени конвексни скуови у слаој и јакој оолоији се оклаају. Слично, заворени
конвексни скуови се оклаају у улраслаој и улрајакој оолоији;

в) Ако је M ⊆ B(H) фон Нојманова алера, она осоји Банахов росор X са својсвом
X∗ ∼= M. И више, за X се може узеи ску свих ϕ ∈ M∗ који су нерекини у улраслаој
оолоији.

Наомена: Тај реуал фон Нојманове алере означаваћемо саM∗.

Доказ. а) Ова врња је неосрена ослеица рехоно сава. С јене сране слаа-∗ оолои-
ја је енерисана функционалима олика (iv), о јес најмања је у оносу на коју су акви функционали
нерекини. С руе сране, улраслаа оолоија је енерисана функционалима олика (iii);

) Слеи на основу оше врње а се заворени конвексни скуови оклаају у оолоијама
које имају иси уални росор;

в) Доказаћемо рво јену ошу врњу у еорији Банахових росора:
Нека је Y ∼= X∗ иM ⊆ Y слао-∗ заворен оросор. Таа је (X/M◦)

∗ ∼= M , е је

M◦ = {x ∈ X | ∀Λ ∈M Λ(x) = 0}

акозвани реанихилаор скуаM .

Прво ћемо оказаи а ако ϕ ∈ Y онишава M◦ она ϕ риаа M . (Орано је ако о
ефиницији.) Преосавимо суроно ϕ /∈ M и ϕ(M◦) = 0. Уочимо неку слау-∗ азну околину
ачке ϕ, рецимо B = {Λ ∈ X∗ | |Λ(xj) − ϕ(xj)| < ε, за 1 ≤ j ≤ k} и осмарајмо ресликавање
F : X∗ → Ck ао са

F (Λ) = (Λx1, . . . ,Λxk).

Ску F (M) је векорски росор (јер је акав M ) а је конвексан и заворен. Преосавимо а
F (ϕ) /∈ F (M). Таа се ску F (M) и ачка F (ϕ) моу развојии неком хиерравни, оносно осоје
λj ∈ C и γ ∈ R акви а за све Λ ∈M важи∑

j

λjΛ(xj) ≤ γ <
∑
j

λjϕ(xj), оносно Λ(y) ≤ γ < ϕ(y),

е је y =
∑
j λjxj . Ако и ар за јено Λ ∈ M ило Λ(y) 6= 0 рехона нејенакос и ила

неоржива јер јеM линеаран росор а зајено са Λ саржи и tΛ за све t ∈ R. Дакле y ∈ M◦. Али
аа ϕ(y) > γ ≥ 0 шо чини конраикцију.

Дакле F (ϕ) ∈ F (M) а осоји Λ ∈ M акво а је ϕ(xj) = Λ(xj) за 1 ≤ j ≤ k, о јес
Λ ∈ B. Тиме је еквиваленција ϕ(M◦) = 0⇔ ϕ ∈ M оказана. Саа се лако овршава оказ, јер ако
ψ ∈ (X/M◦)

∗ и ако је π : X → X/M◦ канонска ројекција, она је ψ ◦ π ∈ X∗ и онишава M◦,
оносно Λ = ψ ◦ π ∈ M . Орано, ако Λ ∈ M , она је са x + M◦ 7→ Λx корекно заа функционал
на X/M◦, а је рируживање ψ ↔ ψ ◦ π ијекција. Свар је руине роверии јенакос норми.

Тиме је завршен оказ оше врње. Посено, фон Нојманова алера M је улраслао
заворена, а како се улраслаа оолоија оклаа са слаом-∗, о слеи а је M уални рос-
ор росора S1/M◦. И више, количник S1/M0 се може оисовеии са скуом улраслао
нерекиних функционала наM. Наиме, ако је ϕ :M→ C улраслао нерекиан, аа се он рема
Хан-Банаховој еореми може роужии о улраслао нерекино функционала наB(H). Орано
је лако, јер ресрикција улраслао нерекино функционала са B(H) на M осаје нерекина.
Јасно, роизвољан улраслао нерекиан ϕ анулира се наM ако и само ако риаа реанихлаору
M◦. �

6.10. Нормалнос и оуна аиивнос. Нека је ϕ озииван функционал наM. Кажемо а
је ϕ нормалан ако за сваку ораничену расућу мрежу Tα ∈M важи

ϕ(sup
α
Tα) = sup

α
ϕ(Tα).

Кажемо а је ϕ оуно аииван ако за сваку фамилију Pα ∈ M међусоно орооналних
ројекора важи

ϕ(⊕αPα) =
∑
α

ϕ(Pα).
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Нормалнос овлачи оуну аиивнос, јер је ⊕αPα суремум фамилије коначних сума ро-
јекора Pα, о јес ⊕αPα = supA0⊆A⊕α∈A0

Pα. Ое ефиниције имају смисла ек у конексу фон
Нојманових алери. Наиме, ек аа се може арановаи а суремум осаје у алери и о име
шо расућа ораничена мрежа јако конверира ка свом суремуму, аM је заворена за јаке лимесе.

На сличан начин ефинишемо и нормалнос, оносно оуну аиивнос озиивно реслика-
вања ρ :M→N ве фон Нојманове алере. Оно је нормално, ако је

ρ(sup
α
Tα) = sup

α
ρ(Tα),

а оуно аиивно, ако је
ϕ(⊕αPα) = ⊕αϕ(Pα).

6.11. Техничка лема. Нека је ψ озииван функционал на фон Нојмановој алериM, и нека
је ωξ : M → C ресликавање ао са ωξ(T ) = 〈Tx, x〉. Ако је ψ ≤ ωξ, аа је ψ = ωSξ за неки
озииван S норме не веће о 1.

Доказ. На росоруMξ ефинишимо илинеарну форму са 〈Tξ, Sξ〉ψ = ψ(S∗T ). На основу
Коши Шварцове нејенакоси, имамо

| 〈Tξ, Sξ〉ψ |
2 = |ψ(S∗T )|2 ≤ ψ(S∗S)ψ(T ∗T ) ≤ ωξ(S∗S)ωξ(T

∗T ) = ||Sξ||2||Tξ||2,

а је форма 〈·, ·〉ψ корекно ефинисана, и ораничена са 1. Она се може роужии о нерекиноси
о заворења росораMξ, а на орокомлемену нулом. Оуа осоји оераор C норме не веће о
1, са својсвом ψ(S∗T ) = 〈Tξ, Sξ〉ψ = 〈CTξ, Sξ〉. Оераор C комуира саM (ар на росоруMξ
који саржи ξ јер I ∈M), јер имамо

〈CRTξ, Sξ〉 = ψ(S∗RT ) = ψ((R∗S)∗T ) = 〈CTξ,R∗Sξ〉 = 〈RCTξ, Sξ〉 .
Тако је

ψ(T ) = 〈CTξ, ξ〉 =
〈
T
√
Cξ,
√
Cξ
〉
,

шо је и реало оказаи. �

6.12. Послеица. Нека је ϕ озииван функционал.
а) Ако је ϕ(T ) = 〈Tx, y〉 за неке x, y ∈ H , аа осоји ξ са својсвом ϕ(T ) = 〈Tξ, ξ〉;
) Ако ϕ исуњава неки о услова сава 6.7, она се у услову (iii) исо сава може узеи xj = yj ;
в) Ако ϕ исуњава неки о услова сава 6.8, она се у услову (iii) исо сава може узеи xj = yj ,

а у услову (iv) важи A ≥ 0.

Доказ. а) Ако је 〈Tx, y〉 ≥ 0 за T ≥ 0, она је и 〈x, Ty〉 ≥ 0, а је (све време за T ≥ 0)

ϕ(T ) = 〈Tx, y〉 =
1

4
(〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉) ≤ 1

4
〈T (x+ y), x+ y〉 ,

а можемо римении лему 6.11;
) Нека је ϕ озииван и нека исуњава неки о услова сава 6.7. Таа исуњава и услов (iii)

који се, ак, може заисаи као ϕ(T ) =
〈
T (n)x, y

〉
, е је x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn, и

T (n) = T ⊕ · · · ⊕ T . Применимо саа рехоно;
в) На иси начин као и у рехоној ачки оказујемо а се може узеи xj = yj . Оераор∑

j xj ⊗ x̄j је озииван, јер је〈∑
j

xj ⊗ x̄jz, z

〉
=
∑
j

〈z, xj〉 〈xj , z〉 ≥ 0.

Како је оераор A у услову (iv) јеинсвен, о је A ≥ 0. �

6.13. Сав. Нека је ϕ озииван функционал на фон Нојмановој алериM ⊆ B(H). Еквива-
ленни су услови:

(i)ϕ је оликаϕ(T ) =
∑
j 〈Txj , yj〉 за некефамилијеxj , yj акве а је

∑
j ||xj ||2,

∑
j ||yj ||2 < +∞.

(име је ϕ и улраслао и улрајако нерекиан, и олика tr(TA) зо сава 6.8);
(ii) ϕ је нормалан;
(iii) ϕ је оуно аииван.
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Доказ. Имликација (ii) овлачи (iii) је лака, и већ смо је извели. Имликација (i) овлачи (ii)
акође. Наиме, расућа мрежа јако конверира свом суремуму, а на ораниченим скуовима се јака
и улрајака оолоија оклаају.

Докажимо а (iii) овлачи (i). То ћемо учинии у неколико корака.
1◦ корак. Преосавимо а су ϕ1 и ϕ2 оуно аиивни озиивни функционали. Ако је

ϕ1(P ) < ϕ2(P ) за неки ројекор P , она осоји ројекор P1 ≤ P акав а је ϕ1(T ) ≤ ϕ2(T ) за
сваки озииван T за који је P1TP1 = T (ј. за T који „живи“ у P1(H)).

Нека је {Pα | α ∈ A} максимална фамилија (о инклузији) међусоно орооналних „лоших“
ројекора Pα ≤ P , о јес оних за које је ϕ1(Pα) > ϕ2(Pα). (Езисенцију акве максималне
фамилије аранује Цорнова лема.) Зо оуне аиивноси, имамо она и ϕ1(⊕αPα) > ϕ2(⊕αPα),
а је P1 = P − ⊕αPα 6= 0. Ако је Q ≤ P1 ило који ројекор, она мора ии ϕ1(Q) ≤ ϕ2(Q) јер
у суроном фамилија Pα, (α ∈ A) не и ила максимална. Како је сваки озииван T са својсвом
T = P1TP1 униформни лимес низа линеарних коминација својих секралних ројекора (који сви
живе у P1H), и ϕ1 и ϕ2 нерекини, о је и ϕ1(T ) ≤ ϕ2(T ).

2◦ корак. Увек можемо ронаћи елић на коме се ϕ изражава реко скаларно роизвоа. Пре-
цизније, за сваки ројекор P ∈ M осоји P1 ≤ P акво а је ϕ(T ) = 〈Tξ, ξ〉 за неко ξ ∈ P1H и све
T ∈ P1MP1, ј. за које важи T = P1TP1.

Заиса, уочимо векор η ∈ PH за својсвом ||η||2 > ϕ(P ), аа је, јасно ϕ(P ) ≤ ωη(P ), е је
ωη(T ) = 〈Tη, η〉. Како је ωη (очилено) оуно аииван, о рема рвом кораку, она осоји
ројекор P1 ≤ P акво а за T ∈ P1MP1 важи ϕ(T ) ≤ ωη(T ). Према леми 6.11, на оросору
P1H , ј. за T = P1TP1 важи ϕ(T ) = 〈Tη, η〉 = 〈P1TP1η, η〉 = 〈Tξ, ξ〉, за ξ = P1η ∈ P1H .

3◦ корак. Мали елићи заремају чиав H . Прецизније, осоји фамилија међусоно ороонал-
них ројекора Pα, аква а је ⊕αPα = I и

(4) ϕ(PαTPα) = 〈Tξα, ξα〉 , за неке ξα ∈ Pα(H).

При оме је ϕ(Pα) 6= 0 за највише реројиво мноо инекса α, као и
∑
α ||ξα||2 < +∞.

Заиса, уочимо максималну фамилију међусоно орооналних ројекора Pα за коју важи (4).
Таква максимална фамилија осоји рема Цорновој леми. Ако и, евенуално, ило ⊕αPα < I ,
она и моли а рименимо руи корак на ројекор I − ⊕αPα, оакле и се фамилији Pα моао
риоаи још јеан ројекор, шо се роиви њеној максималноси.

Како је, зо оуне аиивноси ϕ(I) =
∑
α ϕ(Pα), о је ϕ(Pα) 6= 0 за највише реројиво

мноо инекса α. Даље, ||ξα||2 = 〈Pαξα, ξα〉 = ϕ(Pα), а ре
∑
α ||ξα||2 конверира.

4◦ корак (и ослењи), којим ћемо рикуии све елиће на омилу. На основу Коши-Шварцове
нејенакоси (за озииван функционал ϕ) имамо

|ϕ(TPα)|2 ≤ ϕ(PαT
∗TPα)ϕ(Pα) = ϕ(Pα) 〈PαT ∗TPαξα, ξα〉 ≤ ϕ(Pα)||TPαξα||2 = ϕ(Pα)||Tξα||2.

То значи а је ресликавање Tξα 7→ ϕ(TPα) росораMξα у C корекно ефинисано и ораничено
консаном ϕ(Pα)1/2. Према Рисовој еореми, осоји векор ηα, ||ηα|| ≤ ϕ(Pα)1/2 (и име наравно∑
α ||ηα||2 =

∑
α ϕ(Pα) = ϕ(I) < +∞) са својсвом ϕ(TPα) = 〈Tξα, ηα〉.

Нека је сааA0 коначан ску инекса за који важи ϕ(I)−ϕ(⊕α∈A0
) < ε. Таа из Коши-Шварцове

нејенакоси имамо

|ϕ(T )−
∑
α∈A0

ϕ(TPα)|2 = |ϕ(T (I −⊕α∈A0
Pα))|2 ≤ ϕ(I −⊕α∈A0

Pα)ϕ(T ∗T ) < εϕ(T ∗T ),

а је
ϕ(T ) =

∑
α∈A

ϕ(TPα) =
∑
α

〈Tξα, ηα〉 .

Најза, зо ослеице 6.12, може се узеи ξα = ηα. �

6.14. Сав. а) Нека је ϕ ∈ B(H)∗. Таа осоје јеинсвени самоајуновани функционали ϕ1

и ϕ2 (а о значи ϕj(T ) ∈ R, ка о је T = T ∗) акви а је ϕ = ϕ1 + iϕ2. При оме, ако је ϕ слао
(оносно улраслао) нерекиан, она су акви и ϕ1 и ϕ2;

) Ако је ϕ самоајунован, она се може риказаи као разлика ϕ = ϕ1 − ϕ2 ва озиивна
функционала, аква а је ||ϕ|| = ||ϕ1||+||ϕ2||. И ове, ако јеϕ слао (оносно улраслао) нерекиан,
она су акви и ϕ1 и ϕ2.
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Доказ. а) Овај ео је јеносаван, јер се може формираи функционал ϕ∗ са ϕ∗(T ) = ϕ(T ∗)
за који се јеносавно оказује нерекинос у исој оолоији у којој је и ϕ нерекиан, и заим
савии ϕ1 = (ϕ+ ϕ∗)/2, оносно ϕ2 = (ϕ− ϕ∗)/(2i);

) Ако је ϕ слао (или улраслао) нерекиан, она разлаање неосрено оијамо из рере-
зенације акво фунцкионала и оларизационо иениеа. Наиме, рема саву 6.7 (или 6.8), ϕ
је олика ϕ(T ) =

∑ω
j=1 〈Txj , yj〉, е ω ∈ N ∪ {∞}. Таа је ϕ = f0 − ϕ2 + i(ϕ1 − ϕ3), е је

ϕk =
∑ω
j=1

〈
T (xj + ikyj), xj + ikyj

〉
.

У случају норма оолоије, о је оса еже. Преосавимо за очеак а је ||ϕ|| = 1. Ску S
свих сања је заворен оску јеиничне лое у уалном росору, а је комакан рема Алаолу-
овој еореми. Посмарајмо ску

(5) S′ = {tψ1 − (1− t)ψ2 | t ∈ [0, 1], ψ1, ψ2 ∈ S}.
И ај ску је комакан, као нерекина слика ресликавања [0, 1]×S ×S 3 (t, ψ1, ψ2) 7→ tψ1− (1−
t)ψ2 ∈ S′. Осим оа S′ је и конвексан. Наиме, ако tψ1 − (1 − t)ψ2 и sχ1 − (1 − s)χ2 ∈ S′ она је
њихова конвексна коминација јенака

θ(tψ1 − (1− t)ψ2) + (1− θ)(sχ1 − (1− s)χ2) = (θtψ1 + (1− θ)sχ1)− (θ(1− t)ψ2 + (1− θ)χ2)

некој разлици озиивних функционала. Осаје још а се ровери а је зир вреноси у ачки I а
ва фунционала јенака 1, а се оија а је S′ конвексан.

Доказаћемо а је ϕ ∈ S′ (наравно, ако је самоајунован и норме 1). Преосавимо суроно.
Како јеS′ заворен аа осоји азна околина ачкеϕ (у слаој-∗, τ оолоији) која не сечеS′. Нека је
о BT1,...,Tk,ε = {ψ | |ψ(Tj)−ϕ(Tj)| < ε}. Можемо чак реосавии а су Tj самоајуновани, јер се
лако роверава а је BReT1,ImT1,...,ReTk,ImTk,ε ⊆ BT1,...,Tk,ε

√
2. Уочимо ресликавање F :M∗sa → Rk

ао са F (ψ) = (ψ(T1), . . . , ψ(Tk)). Ску F (S′) је конвексан, а F (ϕ) је на расојању арем ε о њеа,
а се они моу освојии неком хиерравни. После ооварајуће роације, налазимо самоајунован
елемен T , акав а за све ψ ∈ S′ имамо
(6) ψ(T ) ≤ γ < ϕ(T ).

Са, ако је ψ ∈ S, о јес сање, она ψ, −ψ ∈ S′, јер можемо узеи t = 0, оносно t = 1 у (5), а је
ψ(T ), −ψ(T ) ≤ γ, оносно за све ψ ∈ S је |ψ(T )| ≤ γ. Између осало о важи и за векорско сање
T 7→ 〈Tξ, ξ〉 (||ξ|| = 1) које је нерекино у свакој о ри осмаране оолоије. Друим речима
| 〈Tξ, ξ〉 | ≤ γ за сваки јеинични векор ξ. Оуа је ||T || ≤ γ, оакле је |ϕ(T )| ≤ ||ϕ|| ||T || ≤ γ, а
нејенакос (6) не може а се оржи.

Јенакос норми слеи јер је ||ϕ|| = 1, ок је ||ϕ1||+||ϕ2|| = ϕ1(1)+ϕ2(1) = tψ1(1)+(1−t)ψ2(1) =
1. �

Примеа: Може се на овом месу оказаи и јеинсвенос ово разлаања, али нам о није
неохоно. То разлаање се назива (очекивано)Жораново разлаање - рема аналоији са разлаањем
мера.

6.15. Послеице. а) Ако је ϕ ∈ M∗ улраслао нерекиан функционал, он је линеарна коми-
нација највише чеири нормална функционала;

) Ако је Φ : M1 →M2 хомоморфизам фон Нојманових алери, осмараних као C∗-алере,
аа је ρ нормално ако и само ако је нерекино у оносу на улраслае оолоије уM1, оносно
M2.

Доказ. а) Према саву 6.14,ϕ = ϕ1−ϕ2+iϕ3−iϕ4, е суϕj улраслао нерекини и озиивни.
Они су, ак, рема саву 6.13 нормални;

) Докажимо рво а је Φ улраслао нерекино, ако и само ако за све ϕ ∈ M2∗ фукнционал
ϕ ◦ ρ ∈ M1∗. Дирекан смер је ривијалан (свои се на о а је комозиција нерекиних функција
нерекина). Докажимо ораан. Преосавимо а ϕ ◦ ρ ∈ M1∗ за све ϕ ∈ M2∗ и уочимо
роизвољну реазну околину нуле V уM2. Ску V је олика V = {T ∈ M2 | |ϕ(T )| < ε} =
ϕ−1(εD), е је D јеинични иск у комлексној равни. Зо оа је ρ−1(V ) = ρ−1(ϕ−1(εD)) =
(ϕ ◦ ρ)−1(εD), шо је оворен ску уM1. Ово је овољно, јер су осале реазне околине ранслаи
реазних околина нуле.

Друо, окажимо а је ρ нормално, ако и само ако ϕ ◦ ρ ∈M+
1∗ за све ϕ ∈M

+
2∗. Ое је ирекан

смер ривијалан. Шо се иче орано, римеимо за очеак а је ρ озиивно чим је хомоморфизам,
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јер име чува секар. Нека је за свако нормално озиивно ϕ и сваку расућу ораничену мрежу Tα
исуњено

(7) ϕ(ρ(supTα)) = supϕ(ρ(Tα))

За есну срану у (7) важи supϕ(ρ(Tα)) = ϕ(sup ρ(Tα)), јер је ϕ нормално. Такође, како је увек
Tα ≤ supTα, а ρ озиивно, имамо sup ρ(Tα) ≤ ρ(supTα). Према оме овољно је оказаи а из
S ≤ T и ϕ(S) = ϕ(T ) за све нормалне озиивне ϕ важи S = T , оносно а из T ≥ 0 и ϕ(T ) = 0 за
све нормалне ϕ излази T = 0. Послење је, међуим, лако, јер ако T 6= 0, она осоји векор x са
својсвом 〈Tx, x〉 > 0, а ресликавање T 7→ 〈Tx, x〉 је нормално.

Саа је еквиваленција јасна јер је ϕ ◦ ρ улралсао нерекино за све ϕ ∈ M2∗ ако и само ако је
ϕ ◦ ρ нормално за све ϕ ∈ M+

2∗. Дирекна имликација слеи јерM2∗ ⊇M+
2∗, а орана јер јеM2∗

јенак линеарном омоачу скуаM+
2∗. �

МОРФИЗМИ ФОН НОЈМАНОВИХ АЛГЕБРИ

6.16. Дефиниција. У каеорији фон Нојманових алери ефинишемо морфизме као нормалне
хомоморфизме. Разло смо већ оменули, а о је а ако су ве фон Нојманове алере изоморфне, она
је изоморфизам међу њима нормално ресликавање. Нормалнос у оносу на улраслау нереки-
нос, има у ренос шо се може ефинисаи искључиво омоћу унурашњих својсава алери,
ок улраслаа нерекинос зависи о амијенално росора е аа алера живи.

За морфизам Φ фон Нојманових алериM1 ⊆ B(H1) иM2 ⊆ B(H2) кажемо а је росорни
или униарни ако осоји униарно ресликавање V : H2 → H1 акво а је V Φ(T )x = TV x. Ако је
V само ораничено (не мора ии инвериилно) лако усановљавамо а је ресликавањеΦ нормално.

Морфизам фон Нојманове алереM1 ⊆ B(H1) уM2 ⊆ B(H2), сецијалан је случај ререзен-
ације алереM1 (осмаране као C∗-алера) на росору H2.

Међу свим ререзенацијама, јеан о јеносавнијих римера је зв. амлификација. Наиме, ако
јеM⊆ B(H) иK розивољан Хилеров росор, формирамо ресликавање Φ :M→ B(H⊗K) са
Φ(T ) = T ⊗ IK , е је IK јеинични оераор наK, а T ⊗ IK ефинисан са (T ⊗ IK)(x⊗y) = Tx⊗y.
Јеносавно се роверава а је овакво ресликавање нормално. Слику ресликавања Φ означаваћемо
саMK .

6.17. Сав. Нека је Φ : M1 →M2 морфизам фон Нојаманових алериMj ⊆ B(Hj). Таа је
фон Нојманова алера Φ(M1) росорно еквиваленна са неком оалером алереMK

1 за неки
овољно велики Хилеров росор.

Доказ. Преосавимо, рво, а алераΦ(M1) има циклични векор, оносно а осоји ξ ∈ H2

акво а је Φ(M1)ξ усо у H2. Посмарајмо ресликавање ψ :M1 → C ао са ψ(T ) = 〈Φ(T )ξ, ξ〉.
Пресликавање је озиивно и нормално, као комозиција аквих. Соа, рема саву 6.13, осоје
векори xj ∈ H1 акво а је

〈Φ(T )ξ, ξ〉 = ψ(T ) =

+∞∑
j=1

〈Txj , xj〉 .

Пресликавање V : Φ(M1) → H1 ⊗ l2(N), ао са V (Φ(T )ξ) = (Tx1, Tx2, . . . ) је корекно
ефинисано и изомерично, јер важи

||V (Φ(T )ξ)||2 = ||(Txj)||2 =

+∞∑
j=1

||Txj ||2 =

+∞∑
j=1

〈T ∗Txj , xj〉 = 〈Φ(T ∗T )ξ, ξ〉 = ||Φ(T )ξ||2,

а се може роужии о цело H2. Даље, за векоре из усо скуа Φ(M1)ξ имамо

V (Φ(T )Φ(S)ξ) = V (Φ(TS)ξ) = (TSxj)j = (T ⊗ IK)V (Φ(S)ξ),

а и на заворењу имамо V Φ(T ) = (T ⊗ IK)V . Оаве слеи нормалнос
Ако Φ(M1) нема циклични векор, она као и свака ререзенација Φ(M1) се може разложии

на ирекну суму цикличних. Таа ћемоMK
1 аље сееноваи још већим Хилеровим росором

а оухваимо све циличне сумане. �
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6.18. Сав. Нека јеM ⊆ B(H) комуаивна фон Нојманова алера, и нека осоји циклични
векор, о јес акав векор ξ ∈ H за који јеMξ = {Tξ | T ∈ M} ус у H . Таа осоји комакан
оолошки росор X и верованосна Борелова мера µ на X акви а јеM изомерички изоморфна
алери L∞(X,µ).

Доказ. Алера M је, ујено, и комуаивна C∗-алера са јеиницом. Према Гељфан Нај-
марковој еореми осоји изоморфизам C∗-алери Φ :M→ C(X), е је X комакан оолошки
росор. За аи циклични векор ξ, ресликавање C(X) 3 Φ(T ) 7→ 〈Tξ, ξ〉 је јеан озииван
функционал, а рема Рисовој еореми осоји верованосна Борелова мера µ на X аква а је
〈Tξ, ξ〉 =

∫
X

Φ(T ) dµ. Даље, ресликавање V : Mξ → L2(X,µ) ао са V (Tξ) = Φ(T ) је изоме-
рично. Заиса,

||Φ(T )||2 =

∫
X

|Φ(T )|2 dµ =

∫
X

Φ(T ∗T ) dµ = 〈T ∗Tξ, ξ〉 = ||Tξ||2,

а се може роужии о изомерично оераора V : H → L2(X,µ). Слика оераора V саржи све
нерекине функције, које су усе у L2(X,µ), а је име V униаран.

Пресликавање M → B(L2(X,µ)) ао са T 7→ MΦ(T ) множење функцијом Φ(T ) је акође
изомерија. И више, она се осварује уем униарно оераора V , Наиме,MΦ(T ) = V TV ∗. Заиса,
за Xξ, Y ξ ∈Mξ је V (Xξ) = Φ(X) и V (Y ξ) = Φ(Y ), а је〈

MΦ(T )V (Xξ), V (Y ξ)
〉

=

∫
X

Φ(T )Φ(X)Φ(Y ) dµ =

∫
X

Φ(TX)Φ(Y ) dµ = 〈TXξ, Y ξ〉 ,

оакле слеи ражено. То значи аM можемо виеи као оалеру алереB(L2(X,µ)) умесо као
оалеру о B(H). Тако је и {MΦ(T ) |Φ(T ) ∈ C(X)} заворена у оносу на слау оолоију, а је
рема Нојмановој еореми о икомуану, и Примеру 6.3M∼= C(X) = C(X)′′ = L∞(X,µ). �

6.19. Послеица. Нека јеM⊆ B(H) комуаивна фонНојманова алера. Таа осоји росор
X са мером µ, акав а се X може изразии као исјункна унија (макар и нереројива) скуова
коначне мере, иM изоморфна некој оалери алере L∞(X).

Доказ. Уаање M ↪→ B(H) је јена ререзенација алере M осмаране као C∗-алера.
Она је ирекна сума цикличних. Шо значи а осоји разлаање H =

⊕
αHα, и оалере

Mα ⊆ B(Hα), акве а јеM =
⊕

αMα, и у Hα осоји циклични векор ξα заMα. На сваки
суманMα рименимо рехони Сав. �

ОДНОС C∗ И ФОН НОЈМАНОВЕ АЛГЕБРЕ

6.20. Теорема [Калански]. Нека су A и B ве алере у B(H) акве а је A ⊆ B и A је уса у
B у јакој оераорној оолоији. Таа је:

(i) Asa је јако ус у Bsa (Asa је ознака за ску самоајунованих елеменаа алере A);
(ii) Јеинична лоа у Asa је јако уса у јеиничној лои у Bsa;
(iii) Јеинична лоа у A је јако уса у јеиничној лои у B.
ТеоремомКаланско се назива рећа врња која ресавља оољшање еореме о икомуану.

Наиме рема еореми о икомуану сваки елемен изA′′ се може јако ароксимираи елеменима из
A. Али риликом узимања лимеса у некој о „слаашних“ оолоија норма може ефекивно а се
смањи. Према еореми Каланско о се може изећи. Прва и руа врња навеене су не само зао
а и се оказ рашчланио, већ и зао шо ћемо се на њих озиваи.

Доказ. (i) Нека је T = T ∗ ∈ B. Таа осоји мрежа Sα ∈ A која јако конверира ка T , с им шо
не знамо а ли су Sα самоајуновани. Али знамо а S∗α слао конверира ка T ∗. Тако Bsa риаа
слаом заворењу скуаAsa. Међуим, о слао заворење је заворен и конвексан ску (јер је реалан
линеаран росор), а јако и слао нерекини функционали се оклаају, а је он заворен и у јакој
оолоији. Тиме је рва врња оказана;

(ii) Нека је T = T ∗ ∈ B, ||T || ≤ 1. Посмарајмо функцију f : R→ R, f(λ) = 2λ/(1 + λ2). Она
је о моулу увек мања о јеан, а на семену [−1, 1] је ијекција. Оуа осоји g : [−1, 1]→ [−1, 1]
са својсвом g(f(λ)) = f(g(λ)) = λ за λ ∈ [−1, 1]. Оераор g(T ) је корекно ефинисан и акође
је самоајунован, а осоји мрежа самоајунованих елеменаа Sλ → g(T ), јако. Осаје још а се
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окаже а f(Sλ) → f(g(T )) = T (јер је ||f(Sλ)|| ≤ 1 зо |f(λ)| ≤ 1). То се у сушини свои на
равномерну нерекинос функције f . Дакле, за X , Y ∈ B(H) имамо

f(X)− f(Y ) = (1 +X2)−12X− 2Y (1 +Y 2)−1 = (1 +X2)−1(2X(1 +Y 2)− (1 +X2)2Y )(1 +Y 2)−1.

Како је ||(1 +X2)−1||, ||(1 + Y 2)−1|| ≤ 1 овољно је оцении срењи чинилац. Имамо

X(1 + Y 2)− (1 +X2)Y = X +XY 2 −X2Y − Y = (X − Y )−X(X − Y )Y,

шо је овољно за оказ руе врње;
(iii) Нека је T ∈ B, ||T || ≤ 1 роизвољан. Послужићемо се риком реласка у 2×2 лок марице.

Лако се роверава а јеM2(A) јако уса алера уM2(B). Оераор

T̃ =

[
0 T
T ∗ 0

]
је самоајунован и норма му је max{||T ||, ||T ∗||} ≤ 1, а осоји фамилија Sλ, ||Sλ|| ≤ 1,

Sλ =

[
S

(λ)
11 S

(λ)
12

S
(λ)
21 S

(λ)
22

]
која јако конверира ка T̃ . Каа се о римени на векор олика (0, x) оијамо а

||(T − S(λ)
12 )x|| ≤ ||(Tx− S12(λ)x, S

(λ)
21 x)|| → 0.

За крај оказа римеимо још а је ||S12|| ≤ 1. �

6.21. Теорема [Каисон-Пеерсен]. Нека је A ⊆ B(H) нека C∗-алера. Ако I ∈ A и ако A
зајено са сваком ораниченом расућом мрежом саржи и њен суремум, она је A фон Нојманова
алера.

Резула је очекиван. Ако смо моли а омоћу суремума расућих ораничених мрежа оишемо
нормалнос, а име у улраслау нерекинос и морфизме фон Нојманових алери, она је лоично
а заворенос за суремуме овлачи и заворенос у улраслаој оолоији.

Доказ. Доказујемо а A саржи овољну количину ројекора.
1◦ корак. Ако је T ∈ A озииван, она A саржи ројекор на слику оераора T . Заиса, низ

функција fn : [0,+∞) → R, а са fn(λ) = nλ за λ ∈ [0, 1/n] и fn(λ) = 1 иначе, расуће ежи ка
f(λ) = χ(0,+∞)(λ). Оуа PImT = f(T ) ∈ A.

2◦ корак. Ако су P ,Q ∈ A, она и P ∨Q ∈ A. Доказаћемо а је Im(P ∨Q) = Im(P +Q). Заиса,
ако y ∈ Im(P +Q), она је y = Px+Qx ∈ ImP + ImQ. С руе сране, корисећи P ≤ P +Q, ако
x ∈ ker(P + Q), она је ||Px||2 = 〈Px, x〉 ≤ 〈(P +Q)x, x〉 = 0 а x ∈ kerP . Слично оијамо и а
из (P +Q)x = 0 излазиQx = 0, а имамо ker(P +Q) ⊆ kerP ∩kerQ = (ImP + ImQ)⊥. Преласком
на орокомлемен оијамо Im(P +Q) ⊇ ImP + ImQ. Саа рименимо рехоно.

3◦ корак (оше месо). Ако је B нека ∗-алера, она ројекор на оросор Bξ (ξ ∈ H)
риаа комуану B′. Ово смо у свари већ оказивали ко еореме о икомуану. Означимо ај
ројекор са Q. Лако се извои а је QH инваријанно за роизвољно S ∈ B, име и за S∗, а је
QS = SQ.

4◦ корак. Саа иемо орано. Пројекор P на оросор A′ξ риаа алери A. Према
рехоном ај ројекор риаа икомуануA′′. Соа се може, на основу еореме Каланско, јако
ароксимираи самоајунованим елеменима изA норме не веће о 1. Може се чак ароксимираи и
озиивним узимајући кварае самоајунованих. Дакле, ако уочимо векор η⊥A′ξ, иће Pξ = ξ и
Pη = 0, а осоји оераор Sk ∈ A акав а је ||ξ−Skξ|| < 1/n и ||Skη|| < 1/k2k. Такви оераори,
ар на векорима ξ и η ароксимирају P , али је орена мноо оља ароксимација.

За аи јеинични векор η⊥A′ξ, консрусиаћемо озииван оераор Yη акав а је Yηξ = ξ и
Yηη = 0 на слеећи начин. Уочимо оераоре

Tm,n =

(
I +

n∑
k=m

kSk

)−1 n∑
k=m

kSk.

Очилено важи 0 ≤ Tm,n ≤ I , а како је ресликавање λ 7→ λ/(1 + λ) = 1 − 1/(1 + λ) оераор
расуће, о је фамилија Tm,n расућа о n (и ораничена ≤ I). Соа осоји њен јаки лимес, и о
реосавци риаа A. Означимо а са Xm. Фамилија Tm,n је оаајућа о m за свако n, а је
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реласком на јаки лимес Xm акође оаајућа фамилија (и ораничена ≥ 0), а осоји и њен јаки
лимес и риаа A. Тај лимес означимо са Yη .

Доказујемо саа а је Yηη = 0. Имамо Tm,n ≤
∑n
k=m kSk ≤

∑+∞
k=m kSk и оуа

〈Tm,nη, η〉 ≤
+∞∑
k=m

k 〈Skη, η〉 ≤
+∞∑
k=m

1/2k = 1/2m−1,

оакле осле узимања лимеса ка n→ +∞ налазимо 〈Xmη, η〉 ≤ 1/2m−1, а осле још јено лимеса,
ово уа каm→ +∞ налазимо и 〈Yηη, η〉 ≤ 0, оносно Yηη = 0, јер је Yη озииван.

Доказујемо саа а је Yηξ = ξ. Како је
∑n
k=m kSk ≥ mSm и како је ресликавање λ 7→ 1/λ

оераор оаајуће, о је I −Tm,n = (I +
∑n
k=m kSk)−1 ≤ (I +mSm)−1. Треа некако а реацимо

ово Sm у ројилац. Функција λ 7→ 1/(1 + mλ) је конвексна, а је мања о линеарне која саја ачке
(0, 1) и (1, 1/m), о јес важи

1

1 +mλ
≤ 1

m+ 1
(1 +m(1− λ)),

а воећи рачуна о оме а је 0 ≤ Sm ≤ I , имамо и

(I +mSm)−1 ≤ 1

m+ 1
(I +m(I − Sm)),

шо каа се римени на векор ξ осаје〈
(I +mSm)−1ξ, ξ

〉
≤ 1

m+ 1
〈ξ +m(ξ − Smξ), ξ〉 =

1

m+ 1
(||ξ||2 +m 〈ξ − Smξ, ξ〉) ≤

||ξ||2 + 1

m+ 1
,

оакле је и 〈(I − Tm,n)ξ, ξ〉 ≤ (||ξ||2+1)/(m+1). После узимања ва лимеса оијамо 〈(I − Yη)ξ, ξ〉 ≤
0, онсоно Yηξ = ξ, јер је Yη ≤ I и име I − Yη ≥ 0.

Довршавамо (најза) оказ чевро корака. Слика оераора Yη саржи росор A′ξ, јер ако
y ∈ A′ξ она y = Rξ за неко R ∈ A′ а је YηRξ = RYηξ = Rξ = y. Према рвом кораку A
саржи ројекор Qη на ImYη . Међуим P = infη⊥A′ξ Qη . Наиме, како ImYη саржи A′ξ о је
P ≤ Qη за све η и име P ≤ inf Qη . С руе сране, ако је Pη = 0 она је и Qηη = 0, оакле је
и inf Qηη = 0, шо завршава оказ, имајући у виу руи корак, оносно а A саржи инфимуме и
суремуме роизвољних фамилија ројкора.

5◦ корак, којим завршавамо оказ. Нека је P ∈ A′′. Таа је P = supξ=Pξ Cξ, е је Cξ ројекор
на заворење росора A′Pξ. Заиса A′Pξ = PA′ξ ⊆ ImP , а је увек Cξ ≤ P . С руе сране, ако
је Pξ = ξ, она је и Cξξ = ξ, а је supCξ ≥ P . Овиме је оказ завршен, јер је свака фон Нојманова
алера енерисана својим ројекорима. �

6.22. Алера W ∗(T ). Нека је T ∈ B(H) роизвољан оераор. Алеру W ∗(T ) ефинишемо
као најамњу (о инклузији) фон Нојманову алеру (у B(H)) која саржи T . Јасно је а јеW ∗(T ) =
{T, T ∗}′′ икомуан вочлано скуа.

Ако је T нормалан елемен, она је зо Фали-Панемове еореме,W ∗(T ) = {T, T ∗}′′ = {T}′′.
Показаћемо а се у случају каа је H сеараилан Хилеров росор, W ∗(T ) оија као слика
Борелово функционално рачуна алере L∞(σ(T )). Наиме, секралном еоремом усановљен је
хомоморфизам Ψ : L∞(σ(T ))→ B(H) а омоћу секрално инерала

Ψ(f) =

∫
σ(T )

f(λ) dET (λ).

Доказано је и а је Ψ изомерично, као и а из ST = TS слеује а S комуира са секралном мером,
а оуа S комуира и за f(T ) = Ψ(f) за све f ∈ L∞(σ(T )). Тако је Ψ(L∞(σ(T ))) ⊆ {T}′′. Да исмо
оказали орану инклузију овољно је оказаи а је Ψ(L∞(σ(T ))) фон Нојманова алера, а зо
Каисон-Пеерсенове еореме овољно је а је она заворена за суремуме и инфимуме монооних
фамилија.

У случају сеараилно росораH , осоји скаларна озиивна (чак верованосна) мера µ екви-
валенна са секралном мером E. (Ту еквиваленцију схваамо као оосрану асолуну нереки-
нос, о јес као µ(F ) = 0 ⇔ E(F ) = 0.) Таа је L∞(σ(T ), dE) = L∞(σ(T ), µ) јер L∞ не зависи
о мере већ само о скуова мере нула. Како је већ оказано а је L∞ фон Нојманова алера она
има својсво а свака расућа ораничена мрежа има суремум. Дакле, ако је fα расућа ораничена
мрежа есенцијално ораничених функција, она осоји f ∈ L∞ њен суремум. Важно уозорење:
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Ове се не може врии а је supα fα(x) = f(x) ачка о ачка, нарочио ако ску инекса није
реројив јер аа ачка о ачка суремум не мора уоше ии мерљива функција. Функција f
је суремум, у смисли а је за све α, fα(x) ≤ f(x) скоро свуа и а је f најмања функција са им
својсвом.

Нека је саа x ∈ H . Вии се (а виеи и зааак рој 8) а је µx � µ, оносно а из E(F ) = 0,
излази µx(F ) = 〈E(F )x, x〉 = 0. Према Раон-Никоимовој еореми осоји L1 функција h =

dµx/dµ. При оме је h ≥ 0, а
√
h ∈ L2. Како је L∞ фон Нојманова алера ураво осмарана

као алера оераора множења функцијама, о је
∫
σ(T )

f dµx =
∫
σ(T )

fhdµ =
〈
Mf

√
h,
√
h
〉
, а

како је ослењи израз нормалан функционал, о је supα

〈
Mfα

√
h,
√
h
〉

=
〈
Mf

√
h,
√
h
〉
, оносно

supα
∫
σ(T )

fα dµx =
∫
σ(T )

f dµx.
Ако је Sα ∈ Ψ(L∞) расућа фамилија, она је Sα = fα(T ) за неку фамилију функција fα ∈ L∞.

Нека је f = supα fα ∈ L∞ и S = ϕ(T ). Таа је за све x ∈ H , sup 〈Sαx, x〉 = sup 〈fα(T )x, x〉 =∫
σ(T )

ϕα dµx = 〈Sx, x〉. Оуа је S ∈ Ψ(L∞) орње ораничење фамилије Sα. Ако је R неко руо
орње ораничење е фамилије, она је, јасно R ≥ S, а је овиме оказ завршен.

6.23. Теорема [Сакаи]. а) Нека је A нека C∗-алера, нека је A ∼= X∗ за неки Банахов рос-
ор X и нека је π : A → B(H) ререзенација алере A оијена као ирекан зир свих ГНС
ререзенација (πϕ, Hϕ), ϕ ∈ X+. Таа је π верна ререзенација и π(A) је фон Нојманова алера;

) Ако је, ри оме и X∗1 ∼= A, она је X1
∼= X .

Примеа: Како се X уаа у X∗∗ ∼= A∗, о се може овории о озиивним функционалима из
X . Ску озиивних функционала из X означавамо са X+.

Доказ. а) План оказа је у слеећем. Из иенификацијеA ∼= X∗, наA осоји слаа-∗ оолоија
у којој је јеинична лоа комакна. То ћемо а искорисимо а исмо оказали а свака моноона
ораничена мрежа има лимес у слаој-∗ оолоији, а она ћемо се озваи на Каисон-Пеерсенову
еорему. Али иемо реом, оново у неколико корака.

1◦ корак. Доказаћемо елеменарне нејенакоси ||Re a||, || Im a|| ≤ ||a|| за свако a ∈ A. Заиса,
нека је a = b+ ic, е су b = b∗ = Re a и c = c∗ = Im a, реом реални и имаинарни ео елемена a.
Таа из иениеа

2b2 + 2c2 = (b+ ic)(b− ic) + (b− ic)(b+ ic),

налазимо 2b2 ≤ aa∗ + a∗a, оносно 2||b||2 = ||2b2|| ≤ ||aa∗|| + ||a∗a|| = ||a∗||2 + ||a||2 = 2||a||2, и
слично за c.

2◦ корак. Ску {a ∈ A+ | ||a|| ≤ 1} је заворен у слаој-∗ оолоији и име комакан зо
Алаолуове еореме. Заиса нека је a = b + ic (слаи-∗) лимес мреже озиивних елеменаа aα,
||aα|| ≤ 1. зо комакноси јеиничне лое, имамо ||a|| ≤ 1, а реа још оказаи c = 0 и b ≥ 0.
За роизвољно реално t, мрежа aα + it → b + i(c + t). Како је ||aα + it|| ≤

√
1 + t2 (рецимо јер

је aα + it нормалан и σ(aα + it) ⊆ {λ + it | λ ∈ [0, 1]}), и како је и лоа олуречника
√

1 + t2

комакна, о је и ||b + i(c + t)|| ≤
√

1 + t2, а име и ||c + t|| ≤
√

1 + t2. За роизвољно λ ∈ σ(c) је
она

|λ+ t|2 ≤ ||c+ t||2 ≤ 1 + t2,

шо је неорживо, осим ако је λ = 0. Тако је σ(c) = {0} и име c = 0, јер је c самоајунован.
Како је и ||1− aα|| ≤ 1, о је и ||1− b|| ≤ ||1− a|| ≤ 1, а је b ≥ 0.
3◦ ПросорX се може осмараи и каоA∗ али не у оносу на норму наA, већ у оносу на слау-∗

оолоију наA. Посеимо се а је слаа-∗ оолоија локално конвексна, као и аX разваја ачке
у A. Показаћемо нешо више, наиме а X+ разваја ачке из A+, оносно а је a ∈ A+ јенак нули
ако и само ако за све ϕ ∈ X+ важи ϕ(a) = 0.

За неривијалан смер, уочимо 0 6= a ∈ A+. Таа је−a неаивно, аA+ ∩ {||a|| ≤ 1} је комакан
и конвексан и не саржи−a, а се рема Хан-Банаховој еореми може овојии о−a функционалом,
о јес, осоји ϕ ∈ X , акав а је ϕ(b) ≥ 0 за све b ∈ A+ и ϕ(−a) < 0. Тако је ϕ озииван, и
ϕ(a) 6= 0.

Оаве, осено, слеи а је ререзенација π верна. Наиме, ако a ∈ A, она осоји ϕ ∈ X+

акво а је ϕ(a∗a) > 0, и име ||π(a)||2 = ||π(a∗a)|| ≥ ||πϕ(a∗a)|| > 0. Тако је π инјекивна, и име
изомерична.
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4◦ корак. Доказаћемо а свака моноона ораничена мрежа aα ∈ A конверира у слаој-∗
оолоији свом суремуму a = supα aα, као и а она x∗aαx конверира ка x∗ax.

Мрежа aα је ораничена, и можемо реосавии а се сасоји се о озиивних елеменаа (у
суроном осмарамо aα− aα0 ). Према рвом кораку, а мрежа има ачку наомилавања - означимо
је са a. Тај елемен a је суремум мреже aα. То се вии овако: За фиксирано α, мрежа aβ − aα, има
(о β) a − aα за ачку наомилавања, а како је за β ≥ α, aβ − aα ≥ 0 о је и a − aα ≥ 0. Оуа је a
орње ораничење мреже aα. Ако је b неко руо орње ораничење наше мреже, она је b− aα ≥ 0,
а а за ачку наомилавања има b− a ≥ 0. Тако је a = sup aα.

Прхоно важи за ило коју ачку наомилавања мреже aα, а како је суремум увек јеинсвен,
о је он ујено и јеина ачка наомилавања мреже aα. (Да ли је и лимес?)

Лако налазимо а је x∗aαx расућа и ораничена, а конверира свом суремуму, означимо а,
рецимо, са b. Треа оказаи а је x∗ax = b. Јасно је а је x∗ax орње ораничење мреже x∗aαx,
али није јасно а је најмање, осим каа је x инвериилно, јер аа можемо рехоно римении на
мрежу (x−1)∗aαx

−1 и ако замении улое a и b.
Нека саа x није инвериилан. Доказујемо рво а за све ϕ ∈ X+ важи ϕ(aαx) → ϕ(ax) и

ϕ(x∗aα)→ ϕ(x∗a). Прву релацију имамо на основу Коши-Шварцове нејенакоси

(8) |ϕ(ax)− ϕ(aαx)|2 = |ϕ((a− aα)1/2(a− aα)1/2x)|2 ≤ ϕ(a− aα)ϕ(x∗ax− x∗aαx)

→ (ϕ(a)− ϕ(a))(ϕ(x∗ax)− ϕ(b)) = 0.

Друу оијамо зао шо је сваки озииван функционал из A∗ реалан, а име и сваки озииван из
X ⊆ X∗∗ ∼= A∗, а је ϕ(x∗aα) = ϕ(aαx).

Саа уочимо ило које λ из резолвенно скуа елемена x. С јене сране

(9) ϕ((x− λ)∗aα(x− λ))→ ϕ((x− λ)∗a(x− λ)) = ϕ(x∗ax)− λϕ(x∗a)− λ̄ϕ(ax) + |λ|2ϕ(a),

јер је x− λ инвериилан. С руе сране

(10) ϕ((x− λ)∗aα(x− λ)) = ϕ(x∗aαx)− λϕ(x∗aα)− λ̄ϕ(aαx) + |λ|2ϕ(aα)

→ ϕ(b)− λϕ(x∗a)− λ̄ϕ(ax) + |λ|2ϕ(a).

Уоређујући ослење ве исакнуе формуле (9) и (10), виимо а за све ϕ ∈ X+ важи ϕ(b) =
ϕ(x∗ax), оакле је b = x∗ax зо реће корака.

Оаве осено слеи а је A униална. Наиме, ако је eα роизвољна ароксимаивна јеиница,
она eα → e = sup eα у слаој-∗ оолоији. Уочимо роизвољно x ∈ A и λ из њеово резолвенно
скуа. Таа за све ϕ ∈ X+ имамо ϕ((x− λ)∗eα(x− λ))→ ϕ((x− λ)∗e(x− λ)). С руе сране, важи
и ϕ((x − λ)∗eα(x − λ)) → ϕ((x − λ)∗(x − λ)), јер (x − λ)∗eα(x − λ) → (x − λ)∗(x − λ) у норми,
а конверенција у норми је јача о слае-∗. Тако је (x − λ)∗e(x − λ) = (x − λ)∗(x − λ), а (x − λ)∗

можемо а скраимо, а је ex = x. Слично се оија и xe = x.
Примеа: Ове и мола а се изнесе римеа а смо корисили ојмове инвериилан и

резолвенни ску ре нео шо смо оказали а A има јеиницу. Међуим, резолвенни ску и
инвериилнос схваамо као ојмове у униализацији алереA, а како знамо а јеA увек восрани
иеал у својој униализацији, она смемо а ишемо x − λ и а а скраћујемо, окле о не соји
само, већ увек множено или с лева или с есна неким руим елеменом. Инсекцијом оказа, може
се уврии а је све корекно, осим можа јено меса ри самом крају који захева орау.

5◦ корак и завршни. Како смо оказали а јеA униална, и π верна ререзенација, осаје још а
се окаже (имајући у виу Каисон-Пеерсенову еорему) а је π(A) заворена за суремуме расућих
ораничених мрежа.

Дакле, нека је aα расућа ораничена мрежа уA. Нека је aњен суремум уA, и ујено lim aα = a
у слаој-∗ оолоији. С руе сране, π(aα) је расућа ораничена мрежа у B(H), и нека је x њен
суремум. За роизвољно b ∈ A, и роизвољно ϕ ∈ S(A) ∩X имамо

〈xπ(b)1ϕ, π(b)1ϕ〉 = lim 〈π(aαb)1ϕ, π(b)1ϕ〉 = lim 〈aαb+Nϕ, b+Nϕ〉 = limϕ(b∗aαb) = ϕ(b∗ab),

рема чевром кораку. Слично

〈π(a)π(b)1ϕ, π(b)1ϕ〉 = 〈π(ab)1ϕ, π(b)1ϕ〉 = 〈ab+Nϕ, b+Nϕ〉 = ϕ(b∗ab),

а је 〈(x− π(a))π(b)1ϕ, π(b)1ϕ〉 = 0. Зо оларизационо иениеа она важи и за све b, c ∈ A,
〈(x− π(a))π(b)1ϕ, π(c)1ϕ〉 = 0. Како је 1ϕ циклични векор за ирекни суман (πϕ, Hϕ) о је
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x−π(a) = 0 наHϕ, а како је ϕ ило роизвољно, о је x−π(a) = 0, о јес x ∈ π(A). Овиме је оказ
(коначно) завршен.

) Нека је сааM фон Нојманова алера и θ : X∗ →M изоморфизам. Таа је и θ∗ :M∗ → X∗∗,
а са (θ∗(Λ∗))(ψ) = Λ∗(θψ) акође изоморфизам. Доказаћемо а је (θ∗)−1(X) ⊆ M∗. Заиса, ако
је ϕ ∈ X роизвољан, она је рема чевром кораку рехоно оказа ϕ(sup aα) = limϕ(aα) за
сваку расућу ораничену мрежу у A. Оуа је ϕ нормалан, а (θ∗)−1(ϕ) ∈ M∗. Треало и а је о
овољно зо Хан-Банахове еорема. Али зашо? �

6.24. W ∗-алере. Дефиниција W ∗-алере је аксиомаско заснивање еорије фон Нојманових
алери, ез озивања на амијенални Хилеров росор.

Дефиниција. За C∗-алеру A кажемо а је W ∗-алера, ако осоји њена ререзенација π :
A → B(H) аква а је π(A) фон Нојманова алера у B(H).

Према Сакаијевој еореми, C∗-алера је W ∗ ако и само ако има реуал, оносно ако осоји
Банахов росорX акав а јеX∗ ∼= A. Такође,X се може, у ом случају, иенификоваи са скуом
свих нормалних (или улраслао или улрајако нерекиних или оуно аиивних) функционала.

Дефиниција. W ∗-овојница ае C∗-алере A је икомуан њене универзалне ререзенације.
Оносно, ако је π : A → B(H) универзална ререзенација, о јес она која оиче о свих сања,
она јеW ∗(A) = π(A)′′.

Она каа је A већ W ∗-алера, оказује се а је и π(A) фон Нојманова алера, а је π(A)′′ =
π(A). Друим речима, функорW ∗ је ројекција. Такође оказује се и а јеW ∗(A)(= π(A)′′) ∼= A∗∗,
оносно а јеW ∗(A) изоморфно руом уалу алереA. Неки у ај изоморфизам није „рироан“.
Рецимо S∗∗∞

∼= B(H), и у је изоморфизам рироан, јер је S∞ свуа ус (у јакој, слаој и.
оолоији) оску скуа B(H). Али, на римеру алере C[0, 1] сварфи соје руачије, јер
јр (C[0, 1])′′ = L∞ (ререзнације на L2(0, 1), али није C[0, 1]∗∗ ∼= L∞(0, 1). То се зило, јер
ререзенација на L2(0, 1) није универзална.

Зааци

1. Нека су H и K Хилерови росори, иM ⊆ B(H ⊗K),M = B(H)⊗ IK , оносно T ∈ M
ако и само ако је T (x ⊗ y) = T0x ⊗ y за неко T0 ∈ B(H). Доказаи а јеM фон Нојманова алера,
као и а јеM′ = IH ⊗B(K). Наисаи екслицине формуле за марице изM иM′ ако јеH = C2,
K = C3.

2. Нека јеG искрена руа, о јес руа са искреном оолоијом. Нека l2(G) означава ску
свих функција x : G→ C, аквих а

∑
g∈G |x(g)|2 < +∞.

а) Доказаи а је l2(G) Хилеров росор са скаларним роизвоом 〈x, y〉 =
∑
g∈G x(g)y(g);

) Доказаи а су за фиксирано h ∈ G ресликавања Lh, Rh : l(G) → l2(G), аа са (Lhx)(g) =
x(hg) и (Rhx)(g) = x(gh) униарна. Доказаи а Lh1

иRh2
комуирају. Доказаи а су ресликавања

h 7→ Lh, и h 7→ Rh−1 униарне ререзенације руе G на l2(G);
в) Нека је ML = {Lh | h ∈ G}′′ и MR = {Rh | h ∈ G}′′. Доказаи а је (ML)′ = MR и

(MR)′ =ML;
) За ао C ∈ B(l2(G)), нека је Cg,h = 〈Cg, h〉. Доказаи а C ∈ ML ако и само ако Cug,uh =

Cg,h, оносно C ∈MR ако и само ако Cgu,hu = Cg,h. Исисаи конкрену форму марица оераора
C у случајевима G = Zn, G = Z2 × Z2 и G = D3 (иеарска руа);

) Доказаи а је Z(ML) ривијалан ако и само ако су све класе конјуација (осим, наравно, {1G}
есконачне. Наћи неривијалан елемен ценра у случају већ навеених коначних руа. Орано,
ако је G комуаивна, аа суML иMR комуаивне. Важи ли ора?

3. Нека је Φ : L∞(X,µ) → M, µ(X) < +∞ изоморфизам фон Нојманових алери. Ако низ
gn ∈ L∞ ачка о ачка конверира ка g, и ако је gn униформно ораничен, она Φ(gn) конверира ка
Φ(g) у улраслаој оолоији.

4. Нека јеM фон Нојманова алера. Доказаи а су слеећа чеири услова међусоно еквива-
ленна:

(1)M∗ је сеараилан Банахов росор;
(2) Јеинична лоа уM је меризаилна у улраслаој оолоији;
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(3) Посоји реројив улраслао ус ску уM реројива фамилија цикличних ререзенација
алереM чија је ирекна сума верна;

(4)M има верну ререзенацију на сеараилном Хилеровом росору.

5. Нека јеM фон Нојманова алера и P ∈ M ројекор. Доказаи а је PMP акође фон
Нојманова алера и (PMP )′ =M′P .

6. а) Нека је Φ : M → N изоморфизам фон Нојманових алериM ⊆ B(H) и N ⊆ B(K).
Доказаи а осоји Хилеров росорW и униарно ресликавање U : K ⊗W → H ⊗W , акво а
је Φ(T )⊗ IW = U(T ⊗ IW )U∗;

) Ако је Φ : B(H) → B(H) ∗-ауоморфизам, она је Φ(T ) = UTU∗ за неки униаран оераор
U ∈ B(H);

в) Ако је Φ : B(H) → B(H) ∗-еноморфизам, она је Φ(T ) =
∑
α VaTV

∗
α , е је Vα фамилија

изомерија, за коју важи V ∗αVα = I ,
∑
α V
∗
αVα = I .

7. Нека јеM ⊆ B(H) фон Нојманова алера и ξ ∈ H јеинични векор, ωξ функционал а са
ωξ(T ) = 〈Tξ, ξ〉. Носач озиивно функционала ψ :M→ C је минималан ројекор Sψ акав а је
ψ(T ) = ψ(TSψ) за све T ∈M.

а) Доказаи а је Sωξ = inf{P ∈ P(M) | Pξ = ξ};
) Показаи а су слеећи услови еквиваленни:
(1) ξ је цикличан заM′ (о јесM′ξ је усо у H);
(2) ξ развајаM, о јес за T ∈M+ важи Tξ = 0⇒ T = 0;
(3) Sωξ = I;
(4) ωξ је веран функционал наM, о јес ωξ(T ) = 0⇒ T = 0 за T ∈M+.

Нарена ри заака аве се еоријом секралне вишесрукоси.

8. За нормалан T ∈ B(H) кажемо а има рос секар ако осоји циклични векор, ј. x ∈ H
акав а јеW ∗(T )x усо у H .

а) Ако T има рос секар оказаи а је T униарно еквиваленан оераору множења са z на
росору L2(σ(T )), о јес а осоји униарно ресликавање из V : H → L2(σ(T ), µx) (за ооно
x) акво а је V T = MzV , е јеMz оераор множења са z;

) Ако T има ар јену сосвену вренос вишесрукоси ар 2, она T нема рос секар -
оказаи.

9. Нека јеH сеараиланХилеров росор, T ∈ B(H) нормалан оераор,E њеова секрална
мера,M = W ∗(T ) и нека је за x ∈ H , оросор Hx а са Hx =Mx. Најза, нека је µx = 〈Ex, x〉
ооварајућа скаларна мера.

а) Доказаи а за x, y ∈ H важи: (i) Hx ≤ Hy ⇔ x ∈ Hy (аа ишемо x � y); (ii) Hx ≤ Hy

овлачи µx � µy;
) Кажемо а су x и y секрално ороонални и ишемо x⊥T y ако је Hx⊥Hy . Доказаи а

осоји највише реројива фамилија секрално орооналних векора xj аква а је H = ⊕jHxj ;
в) Ако је x⊥T y она је x, y � x+ y;
) Доказаи а осоји x ∈ H акав а је за свако руо y ∈ H , y � x. Доказаи а је аа µx

еквиваленна са секралном мером, о јес µx(F ) = 0 ако и само ако E(F ) = 0 (за акав x кажемо
а је максимално иа;

) Доказаи а осоји највише реројива фамилија секрално орооналних векора xj аква
а је H = ⊕jHxj , заим xj+1 � xj , као и а је xj максимално иа за ресрикцију оераора T на
(⊕n−1

j=1Hxj )
⊥;

ђ) Ако је xj фамилија из рехоне ачке, hj = dµxj/dµxj−1
и Yj = {λ ∈ σ(T ) | hj(λ) > 0}.

Доказаи а је Tj = T |Hj униарно еквиваленан са оераором Mz множења са z на росору
L2(Yj , µxj ). Доказаи а је σ(Tj) јенако есенцијалној слици иеничко ресликавања на скуу Yj .
Доказаи и а је низ скуова σ(Tj) оаајући;

е) Ако се скуови Yj за ва различиа оераора T оклаају (о на ску мере нула) оказаи а
су акви оераори униарно еквиваленни.
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10. За ачку λ ∈ σ(T ) кажемо а има секралну вишесрукосm ∈ M∪ {∞} ако λ ∈ σ(Tj)⇔
j ≤ m. Нека је T : L2(−1, 1) → L2(−1, 1) оераор множења функцијом f , е је: (i) f(x) = x; (ii)
f(x) = |x|; (iii) f(x) = sin(1/x).

а) Ореии који о ових оераора има рос секар, а који не;
) За сваки о ових оераора ореии разлаање у ачки ) рехоно заака, ореии скуове

Yj ;
в) Ореии секралну вишесрукос сваке ачке λ;
) Да ли ило који о ових оераора има сосвених вреноси?
) Ако је λ сосвена вренос нормално оераора S вишесрукоси m, она је секрална

вишесрукос ачке λ већа или јенака оm - оказаи. Навеси ример оераора е је секрална
вишесрукос сроо већа оm.



7. W ∗-АЛГЕБРЕ (руи ео)

МАРЕЈ ФОН НОЈМАНОВА ЕКВИВАЛЕНЦИЈА

7.1. Дефиниција. Нека јеM⊆ B(H) фон Нојманова алера, нека јеK ≤ H заворен орос-
ор и PK ројекор на K. Кажемо а је K риружен алериM, у ознаци KηM ако PK ∈ M.
Ску свих оросора риружених алериM називамо Грасманијан и оележавамо са Gr(M).
Прируживање Gr(M) 3 K ↔ PK ∈ P(M) је узајамно јенозначно и уууће не морамо а равимо
разлику између заворених оросора и ооварајућих ројекора.

Како смо већ виели, ску P(M) оразује комлену Булову алеру у оносу на оерације ∧,
∨ и P 7→ I − P . Ооварајуће оерације у скуу Gr(M) су K,L 7→ K ∩ L, заим K,L 7→ K + L и
најза K 7→ K⊥. (Важно је наоменуи а ове K + L не означава алеарски зир оросора K
и L, већ заворење о зира.)

За P,Q ∈ P(M) кажемо а су еквиваленни у Мареј фон Нојмановом смислу и ишемо P ∼ Q,
ако осоји оераор V ∈M акав а важи

(1) V ∗V = P, V V ∗ = Q.

(Узре, вреи наоменуи а само из рво услова у (1) слеи а је V елимична изомерија, као
и а је V V ∗ ројекор. Наиме за x ∈ ImP имамо 〈V x, V x〉 = 〈V ∗V x, x〉 = 〈Px, x〉 = 〈x, x〉, ок за
x⊥ ImP важи ||V x||2 = 〈V ∗V x, x〉 = 〈Px, x〉 = 0. То значи а је V елимична изомерија, о јес
оераор који је на неком оросору изомеричан, а на њеовом комлемену јенак нули. Посено,
оале имамо а је V (I − P ) = 0, оакле је V = V P и име (V V ∗)2 = V V ∗V V ∗ = V PV ∗ = V V ∗,
ок је јенакос (V V ∗)∗ = V V ∗ ривијална. Оуа је V V ∗ ројекор.)

Јеносавно се роверава а је релација ∼ јена релација еквиваленције. Заиса узимајући
V = P налазимо а је P ∼ P . Да из P ∼ Q излази Q ∼ P виимо узимајући V ∗ умесо V .
Најза ако је P ∼ Q и Q ∼ R она је P = V ∗V , Q = V V ∗, Q = U∗U , R = UU∗ за неке
U, V ∈ M. Таи и UV ∈ M и имамо (UV )∗UV = V ∗U∗UV = V ∗QV = V ∗V V ∗V = PP = P , и
UV (UV )∗ = UV V ∗U∗ = UQU∗ = UU∗UU∗ = RR = R.

Као и у свакој Буловој алери, и у P(M) (оносно у Gr(M)) осоји ореак. Јасно, ај ореак
је оређен у Gr(M) оичном инклузијом, а у P(M) са P ≤ Q ако и само ако PQ = QP = P .
Проширићемо ај ореак на количнички ску P(M)/ ∼ на слеећи начин: Рећи ћемо а је P 4 Q
ако и само ако осоји P1 ∼ P са својсвом P1 ≤ Q, или руачије изречено, ако осоји V ∈ M
акво а је V ∗V = P и V V ∗ ≤ Q.

Није ешко роверии а је 4 рефлексивна и ранзиивна релација на количнику P(M). Заиса,
рефлексивнос је ривијална, а за ранзиивнос, ако је V ∗V = P , V V ∗ ≤ Q = U∗U , UU∗ ≤ R,
уочимо UV и имамо (UV )∗UV = V ∗U∗UV = V ∗QV = V ∗V = P , и UV (UV )∗ = UV V ∗U∗ ≤
UQU∗ = UU∗UU∗ ≤ R.
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У случају каа јеM = B(H) уна фонНојманова алера, аа су ројекориP иQ еквиваленни
ако и само ако њихови олазни оросори имају ису имензију. У ошем случају важи само јеан
смер јер се захева а елимична изомерија V риааM, а се може ооии а P (H) и Q(H)
имају ису имензију али а нису еквиваленни јер елимична изомерија која ревои P (H) уQ(H)
не риааM.

7.2. Сав. а) Ако је T ∈M аа ImT , ImT ∗ηM и PImT ∼ PImT∗ ;
) [иение Каланско] Нека су P , Q ∈ M розвољни ројекори. Таа је P ∨ Q − Q ∼

P − P ∧Q;
в) Ако је Pα ∼ Qα за све инексе α ∈ J , и ако је PαPβ = PβPα = 0, QαQβ = QβQα = 0 за све

α 6= β она је и ⊕αPα ∼ ⊕αQα.

Доказ. а) Ако је T = V |T | оларно разлаање оераора T она, како је ознао V ∈ M и
V ∗V = PImT∗ и V V

∗ = PImT оакле слеи закључак;
) Посмарајмо оераор T = (I − P )Q. Важи kerT = kerQ ⊕ (ImQ ∩ ImP ). Заиса, ако x

риаа есној срани рехоне јенакоси, она је x = x1 + x2, ри чему Qx1 = 0 и x2 = Qy,
Px2 = x2. Таа је (I − P )Qx1 = 0 и (I − P )Qx2 = (I − P )Qy = (I − P )x2, а важи а је есна
срана оску леве. Ако x ∈ kerT разложимо а као x = (I −Q)x+Qx. Како је T (I −Q) ≡ 0, о
из Tx = 0 слеи TQx = 0 о јес (I − P )Qx = 0, оносно Qx = PQx, а Qx ∈ ImP . Тако је лева
срана оску есне.

Према рехоној ачки важи P(kerT )⊥ ∼ P(kerT∗)⊥ . Осаје још а израчунамо

(kerT )⊥ = (kerQ⊕(ImQ∩ImP ))⊥ = ImQ∩(ImQ∩ImP )⊥ = ImQ∩(Im(Q∧P ))⊥ = Im(Q−Q∧P ).

Како је T ∗ = Q(I − P ) = (I − (I −Q))(I − P ) о заменом P са I −Q и Q са I − P оијамо

(kerT ∗)⊥ = Im(I − P − (I − P ) ∧ (I −Q)) = Im(I − P − (I − P ∨Q)) = Im(P ∨Q− P ),

рема е Морановим орасцима;
в) Ако је Vα елимична изомерија која ревои ImPα у ImQα, она је V =

∑
α Vα елимична

изомерија која ревои ⊕α ImPα у ⊕α ImQα. �

7.3. Сав. Релација 4 је анисимерична на P(M), и име наравно релација орека.

Доказ. У сушини, овај оказ се не разликује ино о оказа Канор-Берншајнове еореме
о кариналним ројевима. И више, разлика је само у заису. Дакле, нека је P ∼ Q1 ≤ Q и
Q ∼ P1 ≤ P . Нека је V елимична изомерија која реацује ImP у ImQ1, иU елимична изомерија
која ревои Q у P1, оносно V ∗V = P , V V ∗ = Q1 и U∗U = Q, UU∗ = P1. Како је олазни росор
елимичне изомерије V саржан у олазном росору елимичне изомерије U , о је и комозиција
W = UV акође елимична изомерија. При оме је W ∗W = V ∗U∗UV = V ∗QV = V ∗V = P , јер
ImV = ImQ1 ⊆ ImQ. Дефинишемо саа оаајући низ оросора са K = ImP , K1 = ImP1 и
Kn+2 = W (Kn), и ооварајући низ ројекора Pn = PKn . Усвојимо акође ознаке P0 = P ,K0 = K.

Показаћемо а јеKnηM, оносно Pn ∈M као и а је Pn−1 − Pn ∼ Pn+1 − Pn+2. За очеак је

(2)
(WPPn)∗WPn = PnW

∗WPn = PnPPn = Pn

WPn(WPn)∗ = WPnPnW
∗ = Pn+2,

јер јеWPn(Kn) = W (Kn) = Kn+2, оносноWPn изомерично ресликаваKn наKn+2. Оуа, ако
Pn ∈M она Pn+2 ∈M, а како P0, P1 ∈M о је рви ео наше врње оказан. Шо се иче руе,
оказаћемо а јеW (Pn−Pn−1) елимична изомерија којом се осварује Pn−1−Pn ∼ Pn+1−Pn+2.
На основу (2) имамо

(W (Pn−1−Pn))∗W (Pn−1−Pn) = (Pn−1−Pn)W ∗W (Pn−1−Pn) = (Pn−1−Pn)P (Pn−1−Pn) = Pn−1−Pn

а акође и

W (Pn−1 − Pn)(W (Pn−1 − Pn))∗ = W (Pn−1 − Pn)W = WPn−1W
∗ −WPnW

∗ = Pn+1 − Pn+2.
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Саа лако завршавамо оказ. Ако означимо P∞ =
∧
n≥0 Pn, она зо P2k − P2k+2 ∼ P2k+2 −

P2k+4 имамо

P =

(
+∞⊕
n=0

(Pn − Pn+1)

)
⊕ P∞ =

(
+∞⊕
k=0

(P2k − P2k+2)

)
⊕

(
+∞⊕
k=0

(P2k−1 − P2k+1)

)
⊕ P∞ ∼(

+∞⊕
k=1

(P2k − P2k+2)

)
⊕

(
+∞⊕
k=0

(P2k−1 − P2k+1)

)
⊕ P∞ =

(
+∞⊕
n=1

(Pn − Pn+1)

)
⊕ P∞ = P1 ∼ Q

�

ПРОЈЕКТОРИ НА ФАКТОРИМА

Поразумева се а је у оквиру ове целинеM увек факор.
У ошем случају4 је релација елимично орека наP(M). Међуим у осеном случају каа

јеM факор може се оказаи а је 4 аа релација линеарно орека. У у сврху орена нам је
јена ехничка лема.

7.4. Основна лема о факорима. Нека је M ⊆ B(H) факор, и нека A ∈ M, A′ ∈ M′.
(Посеимо се а јеM′ ознака за комуан.) Таа из AA′ = 0 излази A = 0 или A′ = 0.

Доказ. Посмарајмо векорски оросор L = {x ∈ H | ∀B ∈ M, ABx = 0} и P ројекор на
L. Показаћемо а P риаа ценру алереM.

Нека је x ∈ L и C ∈ M. Таа за свако B ∈ M и BC ∈ M, а је ABCx = 0. Оуа је
L инваријанан за M, а име и L, а P ∈ M′. Нека је, саа C ′ ∈ M′. Таа је за све B ∈ M,
ABC ′ = C ′AB, а је ABC ′x = C ′ABx = 0, оакле, аналоно рехоном, закључујемо а P ∈ M.
Како јеM∩M′ = CI , о је или P = 0, или P = I .

У рвом случају је L = {0}. За роизвољно x ∈ H , A′x ∈ L, јер за све B ∈ M имамо
ABA′x = AA′Bx = 0, а је оуа A′ = 0.

У руом случају је L ус у H . Међуим, зо I ∈ M, за све x ∈ L имамо Ax = AIx = 0, а је
A = 0 (рво на L, а зо ораниченоси и на њеовом заворењу H). �

7.5. Сав. Ако је M факор, она је релација 4 на количничком скуу P(M)/ ∼ релација
линеарно орека. Друим речима, за свака ва ројекора P , Q ∈ M је или P 4 Q или Q 4 P .
Тврња, наравно не мора ии ачна акоM није факор.

Доказ. Нека су P и Q ∈ M роизвољни ројекори. Ако је ар јеан о а ва ројекора 0
врђење је ривијално. Ако оа нису нула, она ћемо за очеак оказаи а осоје међусоно
еквиваленни P0 ≤ P и Q0 ≤ Q.

За роизвољно 0 6= x ∈ ImQ, осмарајмо росор L = Mx = {Tx | T ∈ M}. Тај росор
је (виели смо о више уа) инваријанан заM. Соа ројекор PL̄ на њеово заворење риаа
комуануM′. Очилено 0 6= x ∈ L, а PL̄ 6= 0. На основу основне леме налазимо PPL̄ = PL̄P 6= 0.
Слика Im(PPL̄) саржана је у ImP ∩ ImPL̄, е је ослењи оросор неривијалан.

Оаеримо y ∈ ImP ∩ ImPL̄, ||y|| = 1. Како је ImPL̄ = L̄, налазимо а осоји T ∈ M акво
а је ||y − Tx|| < 1. Како је x ∈ ImQ, о јес Qx = x, и y ∈ ImP , о јес Py = y, о имамо
||y − PTQx|| = ||Py − PTx|| ≤ ||P || ||y − Tx|| ≤ ||y − Tx|| < 1. Оале и PTQx = 0 имало за
ослеицу ||y|| < 1, шо је немоуће, а PTQ 6= 0.

Нека је S = V |S| оларно разлаање оераора S = PTQ. Делимична изомерија V риааM
и она ревои оросор ImS∗ у ImS. Означимо ројекоре на а ва росора са Q0 и P0 реом.
Они су неривијални, јер S 6= 0. Из Q0 = V ∗V , P0 = V V ∗ налазимо а P0, Q0 ∈ M и P0 ∼ Q0.
Најза из S = PTQ виимо а је ImS ⊆ ImP , оакле је P0 ≤ P , и слично, из S∗ = QT ∗P налазимо
ImS∗ ⊆ ImQ, а је Q0 ≤ Q.

Саа јеносавно завршавамо оказ рименом Цорнове леме. Уочимо фамилију F свих арова
(Pα, Qα) са својсвом P ≥ Pα ∼ Qα ≤ Q, и уређењем (Pα, Qα) ≤ (Pβ , Qβ) ако и само ако је Pα ≤ Pβ
и Qα ≤ Qβ . У овој фамилији сваки ланац (Pα, Qα) има орње ораничење (∨Pα,∨Qα), а осоји
максималан елемен. Означимо а рецимо са (P0, Q0) Ако је P = P0 или Q = Q0 оказ је завршен.
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Уколико није, она можемо римении рви корак на оераоре P − P0 и Q − Q0 и закључии а
осоје неривијални P1 ≤ P − P0 и Q1 ≤ Q − Q0 акви а је P1 ∼ Q1. Међуим, аа ар
(P0 +P1, Q0 +Q1) ∈ F и сроо је већи о ара (P0, Q0) шо се роиви њеовој максималноси. �

7.6. Сав [о целоројном ељењу]. а) Нека P , Q ∈ M. Таа осоји међусоно ороаналан
фамилија Pα ≤ P и R ∈M са својсвом

(3) P = (⊕α∈JPα)⊕R, Pα ∼ Q за све α,R � Q.

) Ако је ску инекса J ескначан, може се у (3) узеи а је R = 0;

Каринални рој скуа J означавамо са
[
P

Q

]
, а нешо касније ћемо оказаи а не зависи о

ресављања (3);
в) Важе нејенакоси

(4)
[
P

Q

] [
Q

R

]
≤
[
P

R

]
≤
([

P

Q

]
+ 1

)([
Q

R

]
+ 1

)
.

(5)
[
P

R

]
+

[
Q

R

]
≤
[
P ⊕Q
R

]
≤
[
P

R

]
+

[
Q

R

]
+ 1 P ≤ Q⇒

[
P

R

]
≤
[
Q

R

]
.

Доказ. а) Ако је P � Q можемо узеи разну фамилију (J = ∅) и R = P . Ако је P ∼ Q она
узимамо јеночлану фамилију J = {1}, P1 = P и R = 0. У неривијалном случају Q � P , осоји
P0 ≤ P , P0 ∼ Q, и аа P = P0 + (P − P0). Ако је P − P0 � Q оказ је завршен. У суроном
римењујемо већ оисани осуак на P − P0 уз римену Цорнове леме. Формално, осмарамо
ску F свих фамилија (Pα)α међусоно орооналних ројекора за које важи ⊕αPα ≤ P , Pα ∼ Q,
уређених инклузијом. Сваки ланац има орње ораничење, а осоји максимална фамилија са
навееним својсвом. Преосавка P −⊕αPα < Q овои о осојања још јено саирка P0 ∼ Q,
P0 ≤ P −⊕PαPα суроно максималноси фамилије. Оуа R = P −⊕αPα � Q;

) Заиса, ако је J есконачан, она су скуови J и J ′ = J \ {j0} исе кариналноси и важи
⊕α∈JPα ∼ ⊕α∈J′Pα, а имамо

P = (⊕α∈JPα)⊕R ∼ (⊕α∈J′Pα)⊕R 4 (⊕α∈J′Pα)⊕Q ∼ ⊕α∈JPα 4 (⊕α∈JPα)⊕R = P,

а на основу анисимеричноси релације 4 налазимо P ∼ ⊕α∈JPα. Ако елимична изомерија V
осварује рехону релацију, и ако означимо V ∗PαV са P ′α иће P = ⊕α∈JP ′α;

в) Нека је P = (⊕α∈JPα)⊕S иQ = (⊕β∈KQβ)⊕ T , е је Pα ∼ Q, S � Q,Qβ ∼ R, T � R. Ако
је Vα елимична изомерија која ревои Q у Pα, она је Wa,β = VαQβ елимична изомерија која
ревои Qβ у неки ројекор P ′α,β ≤ Pα еквиваленан са R, а је

P = (⊕α∈JPα)⊕ S = ⊕α∈J(⊕β∈KP ′α,β ⊕ Tα)⊕ S = (⊕α,β∈J×KP ′α,β)⊕ (⊕α∈JTα)⊕ S,

оакле слеи рва нејенакос. Нејенакос ће ии сроа ако је (⊕α∈JTα)⊕ S < R.
Формуле (5) су јеносавне. �

7.7. Бесконачни ројекори. Пројекор P ∈ M називамо есконачним ако осоји P1 � P
акав а је P ∼ P1, оносно ако је еквиваленан свом равом оројекору. У суроном, кажемо а
је P коначан.

Слее јеносавна равила са есконачним ројекорима:
• Ако је P есконачан, она се P може риказаи као

(6) P = ⊕α∈JPα,

ри чему је Pα ∼ Pβ и ску инекса J есконачан (а ли реројив или нереројив неино).
Заиса, нека је V елимична изомерија аква а је V ∗V = P и V V ∗ = P1 � P . Дефинишимо

низ Qn са Q1 = P − P1 и Qn+1 = V QnV
∗. Како је ImV = ImP1 ⊆ ImP и (kerV )⊥ = ImP , имамо

V P = V , PV ∗ = V ∗, PV = P1V = V и V ∗P = V ∗P1 = V ∗. Оале је QnP = V QnV
∗P = Qn

и PQn = PV QnV
∗ = P , а је увек Qn ≤ P . Такође из V ∗Q1 = V ∗P − V ∗P1 = 0, оносно

Q1V = PV − P1V = 0, за n < m имамо

QmQn = V m−1Q1(V ∗)m−nQ1(V ∗)n−1 = 0 QnQm = V n−1Q1V
m−nQ1(V ∗)m−1 = 0,
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а је Qm⊥Qn. Нека је Q∞ = ∧n≥1Qn. Таа је

P = (⊕∞n=1Qn)⊕Q∞
а резула слеи ако целоројно оелимо Q∞ са Q1.
• Ако је P есконачан, она осоји R ≤ P акав а је P ∼ R ∼ P −R.
Ово неосрено слеује из (6), јер се сваки ску есконачне кариналноси може разложии на

исјункну унију ва скуа исе кариналноси као и олазни.
• Ако је P есконачан иQ < P , она је иQ есконачан. Посено, или је I есконачан или су сви

ројекори коначни. Још јена ослеица је а из P ∼ Q и P есконачан слеи а је и Q есконачан.
Заиса, нека је P ∼ Q1 4 Q. Таа је наравно и Q1 есконачан, оносно Q1 ∼ Q2 � Q1. Но аа

је и Q = Q1 ⊕ (Q−Q1) ∼ Q2 ⊕ (Q−Q1) и очилено Q2 ⊕ (Q−Q1) � Q.

7.8. Сав. Нека су P и Q коначни ројекори. Таа је коначан и ројекор P ∨ Q. Наравно
оаве омах слеи а је суремум коначне фамилије коначних ројекора акође коначан.

Доказ. Доказ ћемо извеси у случају каа је P ∨Q = I . То је овољно, јер у суроном, можемо
рећи на фон Нојманову алеру RMR (која је реализована на Хилеровом росору RH), е је
R = P ∨Q. Преосавићемо (за саа) и а је P⊥Q, о јес P ∨Q = P ⊕Q = I .

Преосавимо суроно. Таа осоји ројекор R акав а је I ∼ R ∼ I − R. Уореимо
ројекоре P ∧R и Q ∧ (I −R). Како јеM факор јеан о њих је мањи, а руи већи.

1◦ случај. Нека је P ∧R 4 Q ∧ (I −R). На основу формуле Каланско имамо

R = (R−R ∧ P )⊕R ∧ P ∼ (R ∨ P − P )⊕R ∧ P 4 (R ∨ P − P )⊕Q ∧ (I −R).

За који ренуак ојаснићемо зашо у ослењем изразу имамо раво а наишемо ⊕. На основу е
Моранових равила руи саирак је Q ∧ (I −R) = (I − P ) ∧ (I −R) = I − P ∨R. Оуа је руи
саирак орооналан на P ∨R, ок је рви мањи о P ∨R. Осим оа оале је

R 4 (R ∨ P − P )⊕ (I − P ∨R) = I − P = Q,

шо је конраикција, јер и она и Q морао ии есконачан (Q < R ∼ I).
1◦ случај. Нека је Q ∧ (I − R) 4 P ∧ R. Ако означимо R1 = I − R, P1 = Q, Q1 = P , она је

ослења релација заисана као P1 ∧R1 4 Q1 ∧ (I −R1), оносно свели смо на рви случај.
Ослооимо се још реосавке P⊥Q. Према формули Каланско имамо P ∨ Q − P ∼ Q −

P ∧Q ≤ Q. Нека је Q1 = P ∨Q− P . Таа је Q1 ≤ Q коначно, али и P ∨Q = P ⊕Q1. �

7.9. Послеице. а) Нека је Q коначан. Таа је P есконачан ако и само ако је [P/Q] есконачан;
) Ако је Хилеров росор H сеараилан и P,Q ∈M ⊆ B(H) есконачни, она је P ∼ Q.

Доказ. а) Ако је J = [P/Q] есконачан, она су J и J ′ = J \ {j0} исе кариналноси, а је
P = ⊕j∈JQα ∼ ⊕j∈J′Qα � P . Ако је J = [P/Q] коначан, она је P = ⊕nj=1Pj + R 4 ⊕nj=1Pj +Q,
шо је коначна сума коначних;

) Нека је, на ример Q 4 P . Таа је P = ⊕k∈KPk + R, е је Pk ∼ Q и R � Q, ри чему је
ску K неразан и највише реројив (зо реосавке о сеараилноси). Како је Q есконачан,
о је Q = ⊕j∈JQj , е је Qj ∼ Q0 и J реројив. Како је Pk ∼ Q, о се он може риказаи као
Pk = ⊕j∈JPk,j , Pk,j ∼ Q0. Тако је

P = ⊕j∈J,k∈KPk,j +R.

Како је ску J ×K реројив, може се смараи а је R = 0 и оуа P ∼ Q. �

КЛАСИФИКАЦИЈА ФАКТОРА

Током ово оељка смарамо а јеH сеараилан Хилеров росор и а јеM⊆ B(H) факор.

7.10. Дефиниција. Нека јеM⊆ B(H) факор.
а) Кажемо а јеM факор иа I , ако у њему осоји минималан неривијалан ( 6= 0) ројекор;
) Кажемо а јеM факор иа II , ако у њему осоје коначни ројекори, али нема минимално;
в) Кажемо а јеM факор иа III , ако у њему не осоје коначни ројекори.
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У случају факора иа III , уређен ску P(M)/ ∼ је вочлан и еквиваленан је (о на расуће
ресликавање) са скуом {0,∞}. Наиме, чим 0 6= P ∈ P(M) омах је P есконачан, а сви су они
еквиваленни.

Исоријска наомена: Мареј и фон Нојман који су развили ову еорију о 1936 о 1941 нии су
расолаали римером факора иа III нии су моли а окажу а их нема. Први ример факора
иа III консруисао је Пауерс ек 1967, заим су Араки и Вус 1969 развили осуак који омоућава
консрукцију врло широке класе факора. Кон је оком сеамесеих оса учинио на класификацији
факора иа III , којих миа нереројиво мноо неизоморфних.

7.11. Факори иа I . Нека је M ⊆ B(H) факор иа I и нека је P0 ∈ P(M) минимални
ројекор. Сваки руи ројекор се може оелии ез осака са P0. Заиса из P = ⊕j∈JPj + R,
Pj ∼ P0, R � P0 слеује R = 0 јер је P0 минималан. Даље, ако је P = ⊕j∈JPj и P ′ = ⊕j∈J′P ′j ,
Pj ∼ P ′j ∼ P0 слеује а је P ∼ P ′ ако и само ако су J и J ′ исе кариналноси, оносно ако је
[P/P0] = [P ′/P0], и наравно, P 4 P ′ ако и само ако је J мање или јенаке кариналноси о J ′. Како
раимо на сеараилном Хиеровом росору ску [I/P0] је највише реројив. Оуа је у случају
факора иа I , уређен ску P(M)/ ∼ или еквиваленан са N (у случају каа је I есоначан) или
еквиваленан са {0, 1, 2, . . . , n} за неко n ∈ N (у случају каа је I коначан). У рвом случају кажемо
а је ааM факор иа I∞, а у руом а јеM факор иа In.

За ао P ∈ P(M), рој [P/P0] зваћемо уошена имензија или само имензија ројекора P ,
и означаваћемо саD(P ). Јасно, ску вреноси функцијеD је ску {0, 1, 2, . . . , ω}, ω ∈ N∪ {∞} ако
јеM факор иа Iω . Није ешко роверии а функција имензије D има слеећа својсва:

(i) D(P ) ∈ [0, D(I)] ⊆ [0,+∞],D(P ) = 0 ако и само ако је P = 0,D(P ) = +∞ ако и само ако је
P есконачан;

(ii) D(P ) = D(Q) ако и само ако је P ∼ Q;
(iii) D(P ) ≤ D(Q) ако и само ако је P 4 Q;
(iv) Ако је Pi⊥Pj она јеD(

∑+∞
j=1 Pj) =

∑+∞
j=1 D(Pj), оносно функцијаD је оуно аиивна.

Ко факора иа I кариналнос скуа [I/P0] оуно оређује факор. Наиме важи слеећа
врња:

7.12. Сав. Нека јеM⊆ B(H) факор иа Iω , ω ∈ N∪{∞}. Таа јеH униарно еквиваленан
саK1 ⊗K2, dimK2 = ω, иM∼= I ⊗B(K2). Друим речима B(K) је јеини ример факора иа I .

Доказ. Нека је P0 минималан ројекор уM, и нека је I = ⊕ωj=1Pj , Pj ∼ P0 разлаање јеинице.
Нека је A ∈ M и A = [Aij ]

ω
i,j=1 њена марица у оносу на разлање росора H = ⊕ωj=1Pj(H),

оносно рецизније, нека јеAij = PiAPj . Лако се вии а јеAij = λijVij е је Vij : Pj(H)→ Pi(H)
елимична изомерија уем које је Pi ∼ Pj . Заиса, у суроном и секар оераора V ∗ijAij
саржавао ар ве ачке, е и се нашао неривијалан ројекор � Pj шо је немоуће. (Ово за
A = A∗ шо је овољно, јер јеM енерисана самоајунованим.) Друим речима A = [λij ]

∞
i,j=1,

оносно A = I ⊗ A2, е је A2 ∈ B(K2) роизвољан и K2 Хилеров росор са (формалном) азом
Pj . �

7.13. Факори иа II . И у овом случају ћемо ефнисаи функцију имензије као релаивни
онос ва ројекора. За очеак консруисаћемо низ коначних ројекора R1 ≥ R2 ≥ . . . са
својсвом [Rn/Rn+1] ≥ 2. Такав низ називамо инфимиезималним низом.

За езисенцију акво низа овољно је оказаи а за сваки коначанP осојиR ≤ P са својсвом
[P/R] ≥ 2, јер олазећи о ило ко коначно R1 инукцијом налазимо R2, а она R3 и. У реу,
ако је P коначан, она осоји 0 � R � P , јер у факору иа II не осоје минимални ројекори.
Преосавимо, рецимо, а је R 4 P −R. Ослањајући се на (5) налазимо[

P

R

]
=

[
R+ (P −R)

R

]
≥
[
R

R

]
+

[
P −R
R

]
≥ 1 +

[
R

R

]
= 2.

А, ако је орано P −R 4 R, она заменимо улое ројекорима R и P −R.

7.14. Сав. Нека је Rn инфииземални низ.
а) За роизвољан коначан ројекор P важи [P/Rn]→ +∞;
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) За ило која ва коначна ројекора осоји коначан лимес

(7)
P

Q
= lim
n→+∞

[
P

Rn

]
[
Q

Rn

] .
Ако је P есконачан, а Q коначан, она је лимес у (7) јенак +∞. Ако је орано P коначан, а Q
есконачан, она је лимес у (7) јенак нули;

в) Важе слееће релације:[
P

Q

]
≤ P

Q
≤
[
P

Q

]
+ 1,

P

Q

Q

R
=
P

R
,

P ⊕Q
R

=
P

R
+
Q

R
;

) Лимес у (7) не зависи о изора инфииземално низа.

Доказ. а) Слеи из [
P

Rn

]
≥
[
P

R1

] [
R1

R2

]
. . .

[
Rn−1

Rn

]
≥ 2n−1

[
P

R1

]
;

) За роизвољнеm и n имамо[
P

Rm+n

]
[

Q

Rm+n

] ≤
[
P

Rn

]
+ 1[

Q

Rn

]
[

Rn
Rm+n

]
+ 1[

Rn
Rm+n

] ≤

[
P

Rn

]
+ 1[

Q

Rn

] (
1 +

1

2m

)
,

а ролазом орњим лимесом каm→ +∞ налазимо

lim
n→+∞

[
P

Rn

]
[
Q

Rn

] ≤
[
P

Rn

]
+ 1[

Q

Rn

] ,

оакле је ај лимес коначан. Још јеним роласком, саа оњим лимесом ка n → +∞, имајући у
виу [Q/Rn]→ +∞ оијамо ражено.

Ако је P есконачан, а Q коначан, она је за све n, [P/Rn] = +∞, [Q/Rn] < +∞ оакле је
P/Q = +∞ и слично ако је P коначан, а Q есконачан;

в) На основу (4) и (5) имамо[
P

Rn

]
[
Q

Rn

]
+ 1

− 1 ≤
[
P

Q

]
≤

[
P

Rn

]
[
Q

Rn

] ,
[
P

Rn

]
[
R

Rn

] =

[
P

Rn

]
[
Q

Rn

]
[
Q

Rn

]
[
R

Rn

] ,
[
P

Rn

]
+

[
Q

Rn

]
[
R

Rn

] ≤

[
P ⊕Q
Rn

]
[
R

Rn

] ≤

[
P

Rn

]
+

[
Q

Rn

]
+ 1[

R

Rn

]
оакле лимесом оијамо резула;

) Ако је R′n неки руи инфииземални низ, она је рема рехоном
P

Q
=
P/R′n
Q/R′n

, као и[
P

R′n

]
[
Q

R′n

]
+ 1

≤

P

R′n
Q

R′n

≤

[
P

R′n

]
+ 1[

Q

R′n

] .

�
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7.15. Сав [функција имензије]. Нека јеM факор иа II и P0 ∈ M фиксирани ројекор.
Функција D : P(M)→ [0,+∞] аа са D(P ) = P/P0 (функција имензије) има слеећа својсва:

(i) D(P ) = 0 ако и само ако је P = 0, D(P ) = +∞ ако и само ако је P есконачан;
(ii) D(P ) = D(Q) ако и само ако је P ∼ Q;
(iii) D(P ) ≤ D(Q) ако и само ако је P 4 Q;
(iv) Ако је Pi⊥Pj она јеD(

∑+∞
j=1 Pj) =

∑+∞
j=1 D(Pj), оносно функцијаD је оуно аиивна.

Доказ. (i) Већ смо оказали а је P/P0 коначан рој ако и само ако је P коначан, шо оказује
руу врњу. Орано, ако је P коначан и 6= 0 она је P0/P коначан рој, а име P/P0 > 0 као
њеова рецирочна вренос. Орано, ако је P = 0 она је ривијално P/P0 = 0;

(ii) и (iii) Најре, ако је P ∼ Q, она је за све n [P/Rn] = [Q/Rn], оакле је P/P0 = Q/P0 шо
оказује ораан смер у (ii). Ако је P 4 Q, она је [P/Rn] ≤ [Q/Rn], оакле је P/P0 ≤ Q/P0 а је и
у (iii) оказан ораан смер.

Нека је саа P � Q. Таа је P ∼ P1 и P1 ⊕ Q2 = Q. Према ачки в) рехоно сава, имамо
D(P1) +D(Q2) = D(Q). Тако јеD(P ) = D(Q) ако и само ако јеD(Q2) = 0 а о се ешава јеино ако
је Q2 = 0 шо је конраикција. Тако је оказан и ирекан смер у (ii). Оале ривијално слеује и
ирекан смер у (iii);

(iv) Током оказа рехоних ачака (ii) и (iii) већ смо извели ову формулу за ва саирка,
оакле инукцијом лако закључујемо а она важи и за све рироне ројеве n, о јес имамо коначну
аиивнос. Докажимо и реројиву. Како је увек

∑n
1 Pj 4

∑∞
1 Pj и D коначно аиивна, налазимо

а је
∑n

1 D(Pj) ≤ D(
∑∞

1 Pj), а реласком на лимес

+∞∑
j=1

D(Pj) ≤ D

+∞∑
j=1

Pj

 .

Преосавимо а важи сроа нејенакос. Таа ре на левој срани конверира и осено
D(Pj)→ 0. Дакле осоји неко фиксирано k са својсвом

D(Pk) < η = D

+∞∑
j=1

Pj

− +∞∑
j=1

D(Pj).

Зо коначне аиивноси, аа је и за свеm

(8) D(Pk) < D

+∞∑
j=m

Pj

− +∞∑
j=m

D(Pj) < D

+∞∑
j=m

Pj

 .

С руе сране зо конверенције реа, осоји l акво а је

(9)
+∞∑
j=l

D(Pj) < D(Pk), и осено D(Pl) < D(Pk).

Таа је Pl 4 Pk, а осоји Ql ≤ Pk акво а је Pl ∼ Ql. Тако је D(Pk) = D(Ql) + D(Pk − Ql) =
D(Pl) +D(Pk −Ql), а осле скраћивања налазимо

+∞∑
j=l+1

D(Pj) < D(Pk −Ql).

Насављајући у исом маниру налазимо низ ројекора Qn, n ≥ l аквих а је ⊕∞n=lQn ≤ Pk и

+∞∑
j=l+p

D(Pj) < D(Pk −Ql − · · · −Ql+p).

Међуим, аа је и ⊕+∞
n=lPn ∼ ⊕

+∞
n=lQn ≤ Pk, оносно D(⊕+∞

n=lPn) ≤ D(Pk), шо је у конраикцији
са (8). �
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7.16. Сав [ску вреноси функцијеD]. Нека јеM факор иа II на сеараилном Хилер-
овом росору H . Таа је ску вреноси функције D јенак инервалу [0, D(I)].

Доказ. Означимо ај ску вреноси са S. Реом извоимо својсва скуа S.
(i) Ску S саржи нулу и D(I) и не саржи неаивне вренос - ривијално.
(ii) Зајено са α и β, ску S саржи и α − β (наравно ако је α > β). Заиса, ако је D(P ) = α >

β = D(Q), она је Q 4 P , а је D(Q− P1) = α− β, ако је Q ≥ P1 ∼ P .
(iii) Ако S саржи ројеве αk, α и

∑∞
1 αk ≤ α она и

∑∞
1 αk ∈ S. Заиса, аа осоје Q,

Pj ∈ M ђ. D(Q) = α, D(Pj) = αj и важи (9) (уз измене у ознакама). Понављајући насавак оказа
осле е формуле, налазимо Q0 ≤ Q са својсвом D(Q0) =

∑
αj .

(iv) Ску S саржи роизвољно мали озииван рој. Заиса, у суроном и за све P 6= 0
ило D(P ) ≥ γ > 0, и нашло и се акво P за које је ри оме и D(P ) < 2γ. Како у M не
осоји минималан ројекор, о је P = P1 ⊕ P2 и аа 2γ ≤ D(P1) + D(P2) = D(P ) < 2γ шо је
конраикција.

(v) Ску S је свуа ус у [0, D(I)]. Заиса, нека је (α, β) ⊆ [0, D(I)]. Таа осоји ројекор
P акав а је D(P ) = δ < β − α. Таа је за неки рироан рој n важи α < nδ < β, а на основу
својсва (iii) nδ ∈ S. (Својсво (iii) корисимо за α = β, αk = δ за k ≤ n и αk = 0, иначе.)

(vi) S = [0, D(I)]. Нека γ ∈ [0, D(I)]. Према рехоном својсву (v), осоји расући низ
βn ∈ S акав а βn → γ. Саа ај низ реворимо у ре сављајући α1 = β1, α2 = β2 − β1, . . . ,
αn = βn − βn−1. Бројеви αj риаају S на основу својсва (ii), и важи

∑n
1 αj = βn → γ, а γ ∈ S

на основу својсва (iii). �

7.17. Сав. Функција D, оређена је условима Сава 7.15 о на рескалирање. Прецизније, ако
је D′ : P(M) → [0,+∞] нека руа функција која исуњава е услове, она је D1 = αD за неко
α ∈ (0,+∞).

Доказ. Првим условом, оређено је а је D′(P ) = +∞ ка о је P есконачан и оказ је аа
завршен у случају факора иа III .

Нека је у иању факор иа I , и нека је P0 минималан ројекор. Ако је P ило који коначан
ројекор, аа је P = P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pk, Pj ∼ P0, а зо чевро услова мора ии D′(P ) =
kD′(P0) = D′(P0)D(P ) и оказ је завршен узимајући α = D′(P0).

Најза, реосавимо а је M факор иа II . Нека је Rn неки инфиниезимални низ, и P
розивољан коначан ројекор. Ако целоројно оелимо P саRn оијамо P = ⊕jPj +S, Pj ∼ Rn,
S � Rn, а је D′(P ) = [P/Rn]D′(Rn) +D′(Q), оносно

[P/Rn] ≤ D′(P ) < [P/Rn] + 1.

Поеливши ослењи сисем нејенакоси, исим аквим, само за неки руи ројекор Q ои-
јамо

[P/Rn]

[Q/Rn]
≤ D′(P )

D′(Q)
≤ [P/Rn] + 1

[Q/Rn]
,

оносно, осле узимања лимеса
D′(P )/D′(Q) = P/Q = D(P )/D(Q),

оакле слеи резула. �

ТРАГОВИ

7.18. Дефиниција. Нека јеM ⊆ B(H) фон Нојманова алера, и нека јеM+ ску озиивних
елеменаа изM. Пресликавање τ : M+ → [0,+∞] назива се ежина ако је линеарно, она каа
линеарна коминација има смисла. Прецизније, ако важи:

(i) τ(λT + µS) = λτ(T ) + µτ(S), за λ, µ ≥ 0 и T , S ∈M+. (Може се казаи и а је τ озиивно
хомоен и аииван.)

Тежина се назива раом ако ри оме још исуњава и услов:
(ii) τ(TT ∗) = τ(T ∗T ) за све T ∈M.
Неосрена ослеица ово услова је униарна инваријаннос раа. Наиме, заM 3 T ≥ 0 и

U ∈ M униаран важи τ(UTU∗) = τ(T ), за T ≥ 0, шо се вии римењујући услов (ii) на оераор
UT 1/2.
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За ра τ кажемо а је веран ако важи
(iii) τ(T ) = 0 овлачи T = 0,
оносно а је нормалан, ако је исуњено
(iv) τ(supTa) = sup τ(Tα) за сваку расућу ораничену мрежу изM+.
У овом оељку, авићемо се искључиво нормалним, верним раовима, а зара скраћивања

ермина, каа се каже ра мисли се на нормалан веран ра.
За ра кажемо а је коначан ако је τ(T ) < +∞ за све T ∈ M+, или шо је еквиваленно, ако

је τ(I) < +∞. Ако је τ коначан ра, она се може рошири саM+ о целеM о лионеарноси.
Деаљи су јеносавни а их изосављамо.

За ра, ак, кажемо а је олуконачан ако важи услов
(v) τ(T ) = sup

S≤T,τ(S)<∞
τ(S).

7.19. Траови на комуаивним фон Нојмановим алерама. Нека је M комуаивна фон
Нојманова алера са цикличним векором. Како је ознао, осоји комакан Хаусорфов росор
X и верованосна Борелова мера µ аква а јеM∼= L∞(X,µ) ∼= C(X). Сваки озииван функционал
рема Рисовој еореми, ресавља се омоћу неке руе реуларне Борелове мере λ. Оуа, ако је τ
коначан ра наM, она је τ(f) =

∫
X
f dλ (умесоM осмарамо L∞(X,µ). При оме је λ� µ (λ

асолуно нерекина у оносу на µ), јер ако је µ(F ) = 0, она је λ(F ) = τ(χF ) = τ(0) = 0. Ако је
ра веран, она имамо и ора µ� λ. Нормалнос слеује из еореме о монооној конверенцији.

Неки о услова у овом извођењу су рејаки и навеени су а и се скраило излаање. Прехони
ример оравава схваање еорије фон Нојманових алери као некомуаивну еорију мере.

На комуаивним фон Нојмановим алерама, о разумним условима осоји оиље различиих
раова - свака мера еквиваленна олазној µ ефинише неки ра. На факорима сиуација соји
ијамерално суроно - раова или нема или су јеинсвени.

7.20. Сав. Нека јеM⊆ B(H) факор.
а) Ако јеM факор иа III , она наM не осоји олуконачан ра;
) Ако јеM факор иа I или II и τ олуконачан ра наM+. Она је ресрикцијаD = τ |P(M)

функција имензије, оносно функција која заовољава услове Сава 7.15;
в) Ако је M факор иа I или II , она на M осоји највише јеан олуконачан ра, о

на скаларни умножак. Прецизније, ако су τ1 и τ2 олуконачни раови, она је τ2 = ατ1,з а неко
0 < α < +∞;

Доказ. Пре свеа, римењујући услов раовиоси (ii) на елимичне изомерије, налазимо а је
τ(P ) = τ(Q) за еквиваленне ројекоре P и Q. Даље, нека је P � Q, она је Q = P +Q1 и Q1 6= 0.
Оуа је τ(Q1) > 0 (услов верноси), а је τ(P ) < τ(Q), уколико је τ(Q) < +∞. Оуа, ако је P ∈M
есконачан ројекор, она мора ии τ(P ) = +∞. Ово је орено у свми ачкама оказа. Саа
оказујемо реом, јену о јену.

а) Нека јеM факор иа III . Таа је за све P ∈ P(M), τ(P ) = +∞. Даље за ило који T ∈M+

и ило који њеов секрални ројекор P важи αP ≤ T за ооно оаран рој α > 0. Таа је
τ(T ) ≥ ατ(P ) = +∞. Тако ило који ра на факору иа III има форму

τ(T ) =

{
0, T = 0

+∞, T > 0.

Такав ра, јасно, не исуњава услов олуконачноси;
) Нека је τ олуконачан ра на факоруM иа I или II . Посоји оераор T ∈ M+ акав

а је 0 < τ(M) < +∞ јер иначе ра не и ио олуконачан. Као и малоре налазимо секрални
ројекорP0 са својсвомαP0 ≤ T , и аа 0 < τ(P0) < +∞. Дакле, осоји ројекорP0 са коначним
раом.

Нека је P коначан ројекор (у смислу а није еквиваленан свом равом оројекору). Цело-
ројно оелимоP саP0 и оијамоP = ⊕jPj+S, е јеPj ∼ P0 иS � P0. Ску инекса j је коначан
(иначе и P ио есконачан ројекор), рецимо кариналноси N ∈ N, а је зо аиивноси раа
и већ оказано τ(P ) = nτ(P0)+τ(S), оносно nτ(P0) ≤ τ(P ) < (n+1)τ(P0). Оуа је τ(P ) < +∞
ако и само ако је P коначан. Еквиваленција τ(P ) = 0 ако и само ако је P = 0 је саржана у услову
верноси.
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Осаје још а се окаже оуна аиивнос, али она је неосрена ослеица услова нормал-
носи;

в) Слеи из ) и сава 7.17. �

7.21. Сав. Ако јеM факор иа I или II , она наM осоји олуконачан ра.

Доказ. Нажалос, оказ неће ии комлеан.
Нека је T ∈ M озииван, и ET њеова секрална мера. Таа је σ(T ) ⊆ [0,+∞) и ET (A) ∈

P(M) за сваки мерљив ску A ⊆ σ(T ). На P(M) осоји функција имензије D, и ако сачинимо
комозицијуD◦ET , она ће ии јена озиивна мера на σ(T ); означимо је са µ. Заиса, озиивнос
је очиа, D(ET (∅)) = D(0) = 0, а σ-аиивнос слеује из σ-аиивноси секралне мере и оун
аиивноси функције D. Соа ефинишемо ра τ са

(10) τ(T ) :=

∫
σ(T )

λ d(D ◦ ET )(λ) =

∫ +∞

0

λ dµ(λ),

е смарамо а је секрална мера ET роужема нулом на [0,+∞) \ σ(T ).
Позиивна хомоенос је очилена.
Да исмо оказали својсво (ii) у ефиницији 7.18, уочимо, за очеак, озииванS и униаранU .

Ако је ES секрална мера оераора S, она је USU∗ = U
∫ +∞

0
λ dES(λ)U∗ =

∫ +∞
0

λ dUES(λ)U∗,
а је EUSU∗ = UESU

∗, зо јеинсвеноси секралне мере. Оуа је

τ(USU∗) =

∫ +∞

0

λ dD(EUSU∗(λ)) =

∫ +∞

0

λ dD(UES(λ)U∗) =

∫ +∞

0

λ dD(ES(λ)) = τ(S),

зо ознао својсва D(UPU∗) = D(P ). Саа рехоно рименимо на S = |T |2 и униаран U из
оларно разлаања T = U |T |.

Својсво (iii) (вернос) се лако вии. Наиме, у сурономиило0 = µ(0,+∞) = D(ET (0,+∞)),
оносно ET (0,+∞) = 0, а T = 0.

Својсво (v) олуконачноси оказујемо овако. Нека је τ(T ) = +∞. Из ТМК налазимо

lim
ε→0+

∫ +∞

ε

λ dµ(λ) = τ(T ) = +∞,

а за аоM > 0 осоји ε > 0 са својсвом
∫ +∞
ε

λ dµ(λ) > M ||T ||. Али, како је комлемен скуа
[0, ||T ||] мере нула, о је

∫ +∞
ε

λ dµ(λ) ≤ ||T ||µ(ε,+∞), а оијамо

τ(ET (ε,+∞)) = D(ET (ε,+∞)) > M.

Означимо P = ET (ε,+∞). Разморимо ва случаја. Најре, ако је D(P ) = +∞, она је и
D(εP ) = +∞, а осоји ројекорQ ≤ P са својсвомD(Q) > εM . Таа је, међуим, εQ ≤ εP ≤ T
и τ(Q) > M .

У руом случају је D(P ) < +∞. Уочимо оераор Tε =
∫ +∞
ε

λ dET (λ) - реч је о оераору
чија је секрална мера ETε(A) = ET (A ∩ [ε,+∞)). Како је на носачу мере ETε исуњено ε ≤
λ ≤ ||T || о је, с јене сране τ(Tε) =

∫ +∞
ε

dµ(λ) ≤ ||T ||D(P ) < +∞, ок је, с руе сране,
τ(Tε) =

∫ +∞
ε

dµ(λ)→ τ(T ).
Уусво за оказ својсва (iv) налази се у зааку ????. Аиивнос је ове највећи ролем,

и о зао шо за секралну меру ET+S оераора T и S који не комуирају не можемо ниша
амено а кажемо. Релаивно јеносаван рису може се наћи у чланку Пеерсена -Mathematica
Scandinavica 37(1975) 142--144. �

7.22. Пример факора иа II1. Нека је G искрена руа и W ∗(G) = ML
∼= MR фон

Нојманова алера из заака 2, рехоно оељка. Посеимо се кључних моменаа. Каа руа G
има есконачне класе конјуације аа јеW ∗(G) факор. Уочимо ресликавање τ :ML → C ао са
τ(T ) = 〈Tδe, δe〉, е је δe ∈ l2(G) азна функција δe(g) = 1 за g = e, оносно δe(g) = 0 за g 6= e.
Примеимо а је аа и τ(T ) = 〈Tδg, δg〉, е је δg каракерисична функција скуа {g}.

Доказаћемо а је τ коначан ра наW ∗(G). Заиса τ је коначнои линеарно. Заим оресликавање
је и слао нерекино (о ефиницији) и оуа улраслао нерекино, оносно нормално.
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Докажимо услов верноси. Нека је τ(T ) = 0. Таа је Te,e = 〈Tδe, δe〉 = 0. Али аа је
и Tg,g = 〈Tδg, δg〉 = 0, а како зо Коши Шварцове нејенакоси (римењене на ресликавање
(f, g) 7→ 〈Tf, g〉) имамо

| 〈Tδg, δh〉 |2 ≤ 〈Tδg, δg〉 〈Tδh, δh〉 = 0,

о је T = 0, јер функције δg чине оронормирану азу.
Докажимо најза услов раовиоси. Имамо

τ(T ∗T ) = 〈Tδe, T δe〉 =
∑
g∈G
〈Tδe, δg〉 〈Tδe, δg〉 =

∑
g∈G

〈
Tδg−1 , δe

〉 〈
Tδg−1 , δe

〉
=

=
∑
g∈G

〈
δg−1 , T ∗δe

〉 〈
δg−1 , T ∗δe

〉
= 〈T ∗δe, T ∗δe〉 = τ(TT ∗).

Примеа: Прехоно не важи за ило које T , већ само за T ∈ ML(G) и о зао шо су и
оераори „ранслаорно инваријанни“.

Дакле, ако је G руа са есконачним класама конјуације, аа јеM коначан факор, јер има
коначан ра. Саа окажимо а е реч о факору иа II1. Показаћемо а функција имензије
D = τ |P(M) може узеи ма коју вренос α ∈ [0, 1]. У у свру роучићемо рво алеруW ∗(Z).

Дакле, нека је U = L1 омак у есно на росору l2(Z). Фон Нојманова алераW ∗(Z) јенака
је {U}′′, јер је Ln = (L1)n за n ∈ Z. Посмарајмо Фуријеову рансформацију F : l2(Z)→ L2(−π, π)
ау са

F (f) =
1√
2π

+∞∑
−∞

f(n)einx.

Познао је из еорије Фуријеових реова а је реч о униарном ресликавању (Парсевалова јенакос).
ПресликавањеB(l2(G))→ B(L2(−π, π)) ао са T 7→ FTF−1 рансформишеU у оераор множења
са e−ix. Наиме, ако је g ∈ L2(−π, π), она је F−1g = F ∗g јенако низу Фуријеових коефицијенаа
ĝ(n) = (1/

√
2π)

∫ +π

−pi g(t)e−int dt. Тако је

T̃ g = FTF−1g = FT ĝ(n) = F ĝ(n+ 1) =
1√
2π

+∞∑
n=−∞

ĝ(n+ 1)einx = e−ixg.

Тиме се Un рансформише у множење са e−inx за n ∈ Z.
Како су риономеријски олиноми свуа уси у max-норми у росору C̃[−π, π], а max норма

изо шо и норма оераора множења, о су множења функцијама из C̃ саржана у слици фон
Нојманове алере W ∗(Z) ресликавањем T 7→ FTF−1. Како је (C̃)′′ = L∞, о је W ∗(Z) на овај
начин изоморфна са L∞(−π, π).

Полеајмо саа у ша се рансформише ра τ(T ) = 〈Tδe, δe〉 (Саа је јеинични елемен e = 0).
Пре свеа Fδ0 = 1/

√
2π = c(x) - консанна функција. Имамо

(11) τ(T ) = 〈Tδ0, δ0〉 =
〈
FTF−1Fδ0, F δ0

〉
=
〈
T̃ c, c

〉
=

1

2π

∫ π

−π
T̃ (x) dx.

Дакле, у иању је инерал о нормализованој Лееовој мери.
Враимо се алери W ∗(G) е је G нека руа са есконачним класама конјуације. Пре-

осавимо још а у G осоји елемен a есконачно реа. Таа је H = {an | n ∈ Z} ∼= Z оруа
руе G, и G = ∪g∈GHg разлаање на косее, и l2(G) = ⊕L2(Hg) ооварајуће разлаање Хилер-
ових росора. Поросори l2(Hg) су инваријанни за оераор La, а име и за {La}′′ ∼= W ∗(Z).
Оуа је ресрикција раа τ са W ∗(G) на W ∗(H) акође ра заа на иси начин. Како је H ∼= Z,
τ се на W ∗(H) може оии формулом (11). Пројекорима у W ∗(H) ооварају каракерисичне
функције скуова, а за ску ооне мере може се она оири вренос раа која је ма који рој
из [0, 1].

Дакле, у овом случају јеW ∗(G) факор иа II1.
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ЗАВРШНЕ НАПОМЕНЕ

7.23. Дирекан инерал. Факори су крајњи случај фон Нојманових алери - најнекомуа-
ивнији. Комуаивне фон Нојманове алере чине руу крајнос. Помоћу а ва крајња иа моуће
је о оређеним условима оисаи сваку фон Нојманову алеру.

УколикоW ∗-алераM заовољава услов сеараилноси (не значи а јеM сеараилна, нео
а исуњва неки о услова заака 4. рехоно оељка), она се може риказаи на слеећи начин:
Њен ценар Z(M) изоморфан је са L∞(X) за неки ооно оаран санаран росор са мером
X . Свакој ачки x ∈ X моуће је риружии ооно оаран Хулеров росор Hx, и факор
Mx ⊆ B(Hx). Таа се консруише зв. ирекан инерал Хилерових росора

H =

∫ ⊕
Hx dµ(x),

и ирекан инерал фамилије факора ∫ ⊕
Mx dµ(x) ∼=M.

Међуим, а и се ово извело и оказало, орена је широка, маа не и реерано неразумљива,
рирема. Елемени росораH су наравно функције f : X → ∪x∈XHx са својсвом f(x) ∈ Hx, али
наравно очекујемо а е функције уу мерљиве, и ураво о, ефинисање ојма мерљивоси чини
рви ролем. Каа се о ревазиђе, она ие орооналнос, иање аза, заим оераора и.

За оне које консрукција више занима, моу је наћи у Бирман-Соломјак - лава 7.

Зааци

1. Нека јеM⊆ B(H) коначан факор, о јес факор ез есконачних ројекора. За аи T ≥ 0
ефинишемо функцију

εT (α) = inf
D(ET (−∞,λ])≥α

.

а) Ако је H коначне имензије,M = B(H), и D = dim функција имензије, оказаи а је εT
ео о ео консанна функција и а има скокове у целоројним ачкама. Усановии везу између
функције εT и сосвених вреноси оераора T ;

) Доказаи а важи:
εT (α) = inf

D(P )≥α
sup

||x||=1,Px=x

〈Tx, x〉 ;

в) Доказаи а за ра ефинисан формулом (10) важи

τ(T ) =

∫ D(I)

0

ε(α) dα,

и оале закључии а из S ≤ T слеи τ(S) ≤ τ(T );
) Показаи својсво (iv) - а је ра τ нормалан. [Може се реосавии а је аииван.]
2. Нека јеM⊂ B(H) факор иа II1, и нека јеK роизвољан сеараилан Хилеров росор.

Доказаи а јеM⊗B(K) ⊆ B(H)⊗B(K) ∼= B(H ⊗K) факор иа II∞.
[Наомена: Ове се раи о зв. росорном или сацијалном ензорском роизвоу.]
[Друа наомена: Ошије врђење, а за комуан ензорско роизвоа вази (M ⊗ N )′ ∼=

M′ ⊗ N ′ оказује се изузено ешко. Чиава еорија - Томиа Такесакијева еорија морала је а се
рехоно развије а и слеио овај резула. У овом конкреном случају, може се оказ извеси
неосрено.]

3. Нека је M ⊆ B(H) фон Нојамнова алера. Ререзенацију алере M на Хилеровом
росоруK, ау ресликвањемϕ :M→ B(K) означаваћемо уређеним аром (ϕ,K). Међу класама
униарно еквиваленних ререзенација увоимо релацију ≤ са (ϕ1,K1) ≤ (ϕ2,K2) ако осоји
ирекан суман (ϕ′2,K

′) у ререзенацији (ϕ2,K2) аква а је (ϕ′2,K
′) униарно еквиваленна са

(ϕ1,K1).
а) Доказаи а је ≤ релација орека на Rep(M);
) Доказаи а Rep(A) у оносу на оерацију ороонално саирања ререзенрација чини

монои (олуруу са јеиницом);
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в) Доказаи а су слеећи услови еквиваленни:
(i)M је факор;
(ii) свака не нула ререзенација оM је верна;
(iii) Пореак ≤ на Rep(M) је линеаран;
4. Нека јеM факор. Доказаи а је он иа I ако и само ако има иреуциилну ререзенацију.
5. Нека јеM ⊆ B(H) фон Нојманова алера. За T ∈ M ефинишемо њеов ценрални носач,

као
z(T ) = inf{p ∈ Z(M) | p је ројекор, pT = Tp = T}.

За ројекоре P , Q ∈M кажемо а су ценрално ороонални ако је z(P )z(Q) = 0.
а) Доказаи а за ројекор P ∈M важи z(P ) =MPH = {TPx | T ∈M, x ∈ H};
) Показаи а су слеећи услови међусоно еквиваленни:
(i) P и Q су ценрално ороонални;
(ii) PMQ = {0};
(iii) не осоји не нули ројекори P0 ≤ P , Q0 ≤ Q, акви а је P0 ∼ Q0 (у Мареј-фон

Нојмановом смислу).
в) Ако су P и Q ројекори уM она осоји ценрални ројекор R акав а је RP 4 RQ и

(I −R)Q 4 (I −R)P . Доказаи.



8. НЕОГРАНИЧЕНИ ОПЕРАТОРИ

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

8.1. Дефиниција. Нека су X и Y Банахови росори, D(A) линеаран оросор росора X
(шо не значи а мора ии и заворен) и A : D(A) → Y линеаран оераор. Уколико A није
нерекиан, она а зовемо неораничен. Ску D(A) називамо омен оераора A.

Дефиниција је аа за Банахове росоре, иако ћемо у аљем имаи у виу искључивоХилерове.
График оераора A је ску Γ(A) = {(x,Ax) ∈ X × Y | x ∈ D(A)}. График је увек линеаран

оросор. За оераор A кажемо а је заворен ако је ску Γ(A) заворен у росору X × Y .
Јеносавно се вии а је заворен оераор ефинисан на завореном оросору D(A) орани-
чен - о слеи из еореме о завореном рафику. Услов завореноси се може исказаи слеећом
имликацијом:

xn → x ∧Axn → y ⇒ x ∈ D(A) ∧ y = Ax.

За оераор који, може ии, нема заворен рафик кажемо а је заворив, ако је заворење скуа
Γ(A) (у росору X × Y ), рафик неко оераора, о јес ако за фиксирано x из ројекције скуа
Γ(A) на рву комонену, осоји ачно јено y акво а (x, y) ∈ Γ(A). Тај се услов може исказаи
на слеећи начин:
(1) xn → 0 ∧Axn конверира⇒ limAxn = 0.

Заиса, ако (x, y1) и (x, y2) ∈ Γ(A), она (0, y1 − y2) ∈ Γ(A), а из услова (1) слеи а је y1 = y2.
Орано, ако је A заворив, она из x′n, x′′n → x и Ax′n → y′, Ax′′n → y′′ слеи x′n − x′′n → 0 и
A(x′n − x′′n) коверира, а је њеов лимес нула, оносно y′ = y′′.

Примеа. Услов (1) може некоме а личи на нерекинос у нули, шо и она значило а је
акав оераор, уући линеаран, нерекиан свуа. Међуим, није ако, јер се реосавља а Axn
конверира, а оно може и а иверира.

Оераор чији је рафик јенак Γ(A) означавамо са Ā и називамо заворењем оераора A.
Нису сви оераори завориви, на ример....
За оераор A са оменом D(A) кажемо а је усо ефинисан, ако је D(A) = X .
Кажемо а је B раширење оераора A, ако је D(A) ⊆ D(B), и за све x ∈ D(A) важи Ax = Bx.

Таа ишемо A ⊆ B. Јасно, увек је A ⊆ Ā.

8.2. Примери. Основни римери неораничених оераора су оераори иференцирања, и
множења (есенцијално) неораниченом функцијом.

(1) Оераор f 7→ f ′ није ефинисан за сваку функцију f ∈ L2(0, 1), али јесе на свуа усом
скуу олинома P . Овај оераор је заворив, јер из fn → 0 и f ′n → g слеи а осоје
онизови који конверирају у мери, означимо их раи кракоће у исању акође са fn и f ′n.
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Према Јеоровљевој еореми они конверирају равномерно на скуу скоро уне мере. Оуа
је на аквом скуу g = 0, оносно g = 0 скоро свуа. Међуим, ај оераор није заворен,
јер а саржи оераор иференцирања на скуу свих иференцијаилних функција из L2.

Слично расуђивање важи и за оераор иференцирања на сваком о росора Lp(0, 1)
за 1 ≤ p <∞ или C[0, 1]. Такође, и за оераоре руо извоа и сл.

(2) На исом росору L2(0, 1) оераор f(x) 7→ f(x)/x није нии ораничен нии свуа ефин-
исан, али је ефинисан на усом оросору свих нерекиних функција са комакним
носачем у (0, 1). Тај оераор је заворив, јер из fn → 0 и fn(x)/x → g(x), слеи а
осоје онизови који конверирају скоро свуа, а како је x 6= 0, с.с, о је g(x) = 0 скоро
свуа. Међуим, он није заворен, јер а саржи оераор множења са 1/x на ширем омену:
{f ∈ L2 | f(x)/x ∈ L2}.

О саа а нааље, оразумеваћемо а су неораничени оераори аи наХилеровомросору
H , осим ако није рукчије назначено.

8.3. Ајуновани оераор. И за неораничен оераор A : D(A) → H , D(A) ⊆ H можемо
ефинисаи ајунован A∗. Наиме, за омен оераора A∗ узимамо ску свих оних векора y ∈ H за
које је ресликавање

x 7→ 〈Ax, y〉

ораничено; (Оно је увек илинеарно, а не мора ии увек ораничено, ако A није ораничен.) За
акве y осоји јеинсцвено z (Рисова еорема) акво а је 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉. Савимо A∗y := z.
Дакле, за x ∈ D(A) и y ∈ D(A∗) = {y ∈ H | x 7→ 〈Ax, y〉 је ораничено} имамо

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 .

Из јенакоси

〈x,A∗(λ1y1 + λ2y2)〉 = 〈Ax, λ1y1 + λ2y2〉 = λ̄1 〈Ax, y1〉+ λ̄2 〈Ax, y2〉 = λ̄1 〈x,A∗y1〉+ λ̄2 〈x,A∗y2〉

вии се а је A∗ увек линеаран. Међуим, осаје сорно иање а ли A∗ уоше осоји, или
оређеније, а ли је можа D(A∗) ривијалан, у смислу а саржи само нулу?

8.4. Геомеријски рису ајунованом оераору. Посмарајмо Хилеров росор H ⊕
H са скаларним роизвоом зааим омоћу 〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = 〈x1, x2〉 + 〈y1, y2〉, и на њему
ресликавање W : H ⊕ H → H ⊕ H ао са W (x, y) = (y,−x). Јеносавно се роверавају
иениеи:

W 2 = −I, W ∗ = −W, W ∗W = WW ∗ = −W 2 = I,

оакле јеW униаран.
Помоћу ресликавања W ресавићемо рафик ајуновано оераора. Наиме, уређен ар

(y, z) риаа рафику Γ(A∗) ако и само ако

(2) за све x ∈ D(A) важи 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉 .

Заиса, ако важи (2) она је есна срана ораничено ресликвање о x, а име и лева, а y ∈ D(A∗),
и аа је о ефиницији z = A∗y. Орано, ако (y, z) ∈ D(A∗), аа је лева срана у (2) ораничено
ресликавање о x, а сама јенакос (2) важи о ефиницији.

Међуим, (2) је еквиваленно са

за све x ∈ D(A) важи 〈(x,Ax), (z,−y)〉 = 0⇔W (y, z)⊥Γ(A).

Друим речимаW (Γ(A∗)) = Γ(A)⊥, оносно

(3) Γ(A∗) = W ∗(Γ(A)⊥) = W (Γ(A)⊥) = (WΓ(A))⊥,

јер јеW ∗ = −W , Γ(A) = −Γ(A) (у иању је линеаран оросор), иW као униарно ресликавање
може замении мео са узимањем ороонално комлемена.
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8.5. Сав [својсва ајуновано оераора]. а) A∗ је увек заворен оераор;
) A∗∗ = A. Посено, ако је A заворен, она је A∗∗ = A;
в) A∗ је усо ефинисан ако и само ако је A заворив;
) Ако је A ⊂ B она је B∗ ⊂ A∗.

Доказ. а) На основу (3) рафик Γ(A∗) је ороонални комлемен, и као акав увек је заворен;
) На основу (3) имамо Γ(A∗∗) = (WΓ(A∗))⊥ = (W (WΓ(A))⊥)⊥ = (W 2Γ(A))⊥⊥ = Γ(A), јер је

W 2 = −I и Γ(A) = −Γ(A) (линеаран оросор);
в) Услов y ⊥ D(A∗) еквиваленан је са (y, 0) ⊥ Γ(A∗). Дакле, y ⊥ D(A∗) ако и само ако

(y, 0) ⊥W (Γ(A)⊥) а о је еквиваленно са (0, y) = −W (y, 0) ⊥ Γ(A)⊥, ј. (0, y) ∈ Γ(A).
Нека је A заворив и y ⊥ D(A∗). Таа (0, y) ∈ Γ(A), шо је акође рафик неко оераора, а је

y = 0, оносно D(A∗) је ус. Орано, нека је D(A∗) ус и (0, y) ∈ Γ(A). Таа је y ⊥ D(A∗), а је
y = 0. Друим речима, ако D(A) 3 xn → 0 и Axn → y, она (0, y) ∈ Γ(A) а мора ии y = 0;

) Нека y ∈ D(B∗). То о ефиницији значи а је ресликавање x 7→ 〈Bx, y〉 ораничен линеаран
функционал наD(B). Но, како јеD(B) ⊇ D(A), о је оменуо ресликавање ораничен функционал
и на D(A), а y ∈ D(A∗). �

8.6. Лема. Нека је A усо ефинисан, заворен оераор. Таа је

kerA∗ = (R(A))⊥,

е јеR(A) ознака за слику оераора A.
Као ослеице, имамо kerA = (R(A∗))⊥, H = kerA∗ ⊕R(A) = kerA⊕R(A∗).

Доказ. Нека је y ∈ kerA∗, о јес y ∈ D(A∗) и A∗y = 0. Према ефиницији, о значи а је
ресликавање x 7→ 〈Ax, y〉 не само ораничено, већ и иенички јенако нули, оносно 〈Ax, y〉 = 0
за све x ∈ D(A). Друим речима y ⊥ R(A). �

Примеа: Заворенос оераора A се кориси само риликом извођења рве ослеице, а и
се основна врња рименила на A∗ и о а и важило A∗∗ = A.

8.7. Техничка лема. а) Нека је A : D(A) → H , D(A) = H усо ефинисан заворен оераор
и нека за све x ∈ D(A) важи

(4) ||Ax|| ≥ c||x||, c > 0.

Таа је сликаR(A) оераора A, заворен оросор. Такође, ресликавање A−1 : R(A)→ D(A) је
ораничено;

) Нека је, још, B ораничен оераор акав а је ||B|| < c, е је c консана из (4). Таа и за
оераор A+B важи јенакос (4) с им шо умесо консане c соји c− ||B||. Такође, оросори
R(A)⊥ иR(A+B)⊥ имају ису имензију.

Доказ. а) Нека R(A) 3 yn → y. Таа је yn = Axn за неке xn ∈ D(A). Како је yn конверренан,
о из (4) слеи а је xn Кошијев у H , а xn → x ∈ H . Из услова завореноси слеи а је x ∈ D(A)
и y = Ax. Дакле, слика је заворена. Ораниченос инверзно оераора слеи неосрено из (4)
заменом Ax и x, реом са y и A−1y;

) Први ео врђења јеносавно слеи из ||(A+B)x|| ≥ ||Ax|| − ||Bx|| ≥ (c− ||B||)||x||.
За руи ео врђења ослањамо се на јеносавну врњу: Ако су K, L ≤ H ва заворена

оросора, аква а је dimK > dimL, она је осоји векор z ∈ K акав а је z ⊥ L. (Узме се
ројекција P = PL на оросор L и осмара њена ресрикцијаQ = P |K наK. Ако акво векора
z нема аа и ило kerQ = {0}, оносно Q и ио инјекиван, и аа dimK = dimQ(K) ≤ dimL,
јер је Q(K) оросор о L.)

Преосавимо а је dim(R(A)⊥) < dim(R(A+B)⊥). Таа осоји z ∈ R(A+B)⊥, z ⊥ R(A)⊥,
оносно z ∈ R(A), ј. z = Ax и z ⊥ R(A+B). Таа за све y ∈ D(A) имамо 〈Ax, (A+B)y〉 = 0, а и
за y = x. Оале је ||Ax||2 = 〈Ax,Ax〉 = −〈Ax,Bx〉 ≤ ||Ax|| ||Bx||. Међуим, ||Bx|| ≤ ||B|| ||x|| <
c||x|| ≤ ||Ax||, а излази ||Ax||2 < ||Ax||2, шо је немоуће.

Сличо се ослоађамо и реосавке dim(R(A)⊥) > dim(R(A+B)⊥). �
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8.8. Дефиниција. а) За усо ефинисан оераор A : D(A) → H , D(A) = H кажемо а је
симеричан ако за све x, y ∈ D(A) важи

(5) 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 .

Омах реа рећи а о још увек не значи а је A = A∗. Из (5) слеује само A ⊂ A∗.
Међуим, сваки симеричан оераор је заворив. Наиме, ако xn → 0 и Axn → z, аа из (5)

за све y ∈ D(A) имамо 〈Axn, y〉 = 〈xn, Ay〉 → 0, оносно 〈z, y〉 = 0. Тако z ⊥ D(A), ј. z = 0.
Јеносавним роласком лимесом кроз (5) налазимо а је аа и A акође симеричан.

Важно својсво симерично оераора је а му је кварана форма реална. Оносно за све
x ∈ D(A) важи

(6) 〈Ax, x〉 ∈ R.

Заиса, из (5) налазимо 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉.
) За усо ефинисан оераор A : D(A) → H , D(A) = H кажемо а је самоајунован ако је

A = A∗.
Показаће се а неораничени самоајуновани оераори, имају секрално разлаање слично

секралном разлаању ораничено самоајуновано оераора. Најважнија разлика се сасоји у
чињеници а самоајунован оераор нема ораничен секар. Њеов секар може чак ии чиава
реална рава. У случају симеричних оераора сиуација је знано сложенија, а је јено о важнијих
иања иање а ли симеричан оераор има самоајуновано раширење. Оносно, а ли за аи
симеричан A осоји B ⊃ A са својсвом B = B∗.

8.9. Секар неораничено оераора. Појмови секра и резолвенно скуа ефинишу се
за неораничене оераоре, слично као и за ораничене, оносно слично као за елемене Банахове
алере.

Нека је A : D(A)→ H , D(A) = H заворен усо ефинисан оераор.
Комлексан рој λ је ачка резолвенно скуа оераораA, у ознаци ρ(A), ако је сликаR(A−λI)

јенака целом H , и ако је A − λI инјекивно. Таа закључујемо и а је A−1 : H → D(A) ораничен
на основу еореме о завореном рафику. (Наиме, рафик Γ(A−1) се оија о рафика оераора A,
ресликавањем (x, y) 7→ (y, x).)

Секар оераораA је σ(A) = C\ρ(A). И у овом, неораниченом случају, секар разврсавамо
на ри ела.

Тачкаси секар, у ознаци σp(A), је ску оних λ ∈ C за које A − λI није инјекивно. То су
зараво сосвене вреноси;

Нерекини секар, у ознаци σc(A), је ску оних λ ∈ C које нису сосвене вреноси, јесу у
секру иR(A− λI) је уса у H .

Резиуални секар, у ознаци σr(A), чине све осале ачке секра. Дакле, о су они λ ∈ C за
које A− λI јесе инјекивно, али нема усу слику.

8.10. Сав. а) Нека је A симеричан оераор (саа и уууће о ће значии а је ауомаски
заворен и усо ефинисан) и нека је λ ∈ C \R. Таа или λ ∈ ρ(A) или λ ∈ σr(A);

) Сосвене вреноси симерично оераора су реалне;
в) Нека је A = A∗ самоајунован. Таа је σr(A) = ∅. Посено C \R ⊆ ρ(A).

Доказ. а) Нека је λ = α+ iβ, β 6= 0. Таа је

||(A− λI)x||2 = ||(A− αI)x− iβx||2 = ||(A− αI)x||2 − 2 Re 〈(A− αI)x, iβx〉+ |β|2||x||2.

Први саирак је већионуле, а руи је јенакнули. Наиме, 〈(A− αI)x, iβx〉 = −iβ
(
〈Ax, x〉 − α||x||2

)
∈

iR. Тако је

(7) ||(A− λI)x||2 ≥ |β|2||x||2.

На основу Леме 8.7, сликаR(A−λI) је заворена, и инверз је ораничен. Разликујемо ва случаја.
Или јеR(A− λI) = H , и аа λ ∈ ρ(A), илиR(A− λI) није уса, а λ ∈ σr(A);

) Слеи неосрено из рехоно;
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в) Нека је λ ∈ C акав а слика R(A − λI) није уса у H . Таа а слика има неривијалан
ороонални комлемен, а осоји y 6= 0 акво а за све x ∈ D(A) важи 〈(A− λI)x, y〉 = 0.
Послење је еквиваленно са 〈Ax, y〉 = λ 〈x, y〉. Како је есна срана ораничено ресликавање о x,
о је она и лева срана, а y ∈ D(A∗) = D(A), и важи 〈x,Ay〉 = λ 〈x, y〉, оносно

〈
x, (A− λI)y

〉
= 0

за све x ∈ D(A). Како је D(A) ус оросор, о је Ay = λy, а о рехоном λ ∈ R.
Примеа: Момена е смо корисили самоајунованос је D(A∗) = D(A), и зао оказ не

ролази за симеричне оераоре који не морају ии самоајуновани. �

8.11. Послеица. Нека је A симеричан, заворен, усо ефинисан оераор. Таа је имензија
dim ker(A∗ − λI) иса за све λ из орње олуравни, и иса за све λ из оње олуравни.

Доказ. Нека је, на ример, Imλ0 > 0. Уочимо δ < Imλ0, и осмарајмо λ ∈ K(λ0, δ). Према
Леми 8.10, рецизније рема (7), слика R(A − λ0I) је заворена. С руе сране ||(λ0 − λ)I|| < δ <
Imλ0, а је рема Леми 8.7, и слика оераора A − λI = A − λ0I + (λ0 − λ)I акође заворена, и
њихови ороонални комлемени су исе имензије.

Треа још римеии, а је рема Леми 8.6, ker(A∗ − λI) = ker(A − λI)∗ = (R(A − λI))⊥, а
и закључили а је имензија оросора ker(A∗ − λI) иса за све λ ∈ K(λ0, δ). Како је, у овом
случају, Imλ < 0, како је оња олураван овезан ску и ресликавање λ 7→ dim ker(A∗−λI) локално
консанно, закључујемо а је оно и консанно на чиавој оњој олуравни.

Доказ се иенично извои и у случају Imλ0 < 0, оносно Imλ0 > 0. �

8.12. Инекси ефека. Нека је A симеричан оераор. Њеови ефекни оросори су

K+(A) = (R(A− iI))⊥ = ker(A∗ + iI), K−(A) = (R(A+ iI))⊥ = ker(A∗ − iI),

а инекси ефека
n+(A) = dimK+(A), n−(A) = dimK−(A).

Јасно n+(A) = dim(R(A−λI))⊥ за ило које λ из орње олуравни, а n−(A) = dim(R(A−λI))⊥

за ило које λ из оње олуравни.
Уколико су инекси ефека сроо већи о нуле, аа је σ(A) = C, уући а је увек реч о

завореном скуу. Такође, аа су све ачке из C \R сосвене вреноси оераора A∗.
Инекси ефека се моу ефинисаи и каа A није заворен, већ само симеричан усо ефин-

исан оераор. Таа је n+(A) = n−(A) = 0 еквиваленно оме а је A самоајунован. Такав A
зовемо есенцијално самоајунован.

8.13. Сав. Нека је A заворен и симеричан.
а) За ило које λ /∈ R важи

(8) D(A∗) = D(A)u ker(A∗ − λI)u ker(A∗ − λI),

ри чему је у иању ирекан алеарски зир. (Сумирање, наравно, није ороонално, јер су иD(A)
и D(A∗) уси у H .)

) dimD(A∗)/D(A) = n+(A) + n−(A).

Доказ. а) На основу Леме 8.7 слика R(A − λI) је заворена, а на основу Леме 8.6 важи H =
R(A−λI)+ker(A∗−λI). Нека y ∈ D(A∗). Векор У оносу на у ререзенацију разложимо векор
(A∗ − λI)y на зир векора (A − λI)x ∈ R(AλI) и z̃ ∈ ker(A∗ − λI) и савимо z̃ = (λ − λ)z, е z
зајено са z̃ риаа ker(A∗ − λI). Имамо

(9) (A∗ − λI)y = (A− λI)x+ (λ− λ)z.

Како x ∈ D(A) ⊆ D(A∗), о је Ax = A∗x. Такође λz = A∗z, а је (9) еквиваленно са

A∗(y − x− z) = λ(y − x− z),

шо значи а u = y−x−z ∈ ker(A∗−λI). Тако је y = x+z+u, ри чему x ∈ D(A), z ∈ ker(A∗−λI)
и u ∈ ker(A∗ − λI).

Осаје још а се окаже а је сума ирекна. Ако рви саирак има неривијалан ресек са неким
о руа ва, о и значило а A има сосвени векор који оовора сосвеној вреноси која није
реална, шо је роивно Саву 8.10 ). Ако руи и рећи имају неривијалан ресек, о и се она
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нашао сосвени векор оераора A∗ који оовара вама различиим сосвеним вреносима, шо
је немоуће.

) Слеи неосрено из а). �

8.14. Кејлијева рансформација. Билинеарно ресликавање z 7→ z + i

z − i
роширене комлексне

равни, ресликава реалне ројеве у јеинични кру. Ка и еорема о ресликавању секра важила
и за неораничене оераоре, аа и се аквим ресликавањем самоајунован оераор ресликао
у оераор чије ачке леже у скуу {z | |z| = 1}, оносно у униаран. Виећемо а о заиса и
важи. Такође симерични оераори, навееним илинеарним ресликавањем, рансформишу се у
елимичне изомерије.

Нека је A заворен симеричан оераор. Њеова Кејлијева рансформација је оераор V : H →
H заа са

(10)
V x = (A+ iI)(A− iI)−1x, x ∈ R(A− iI),

V x = 0, x⊥R(A− iI).

Кејлијева рансформација је арцијална изомерија – она изомерично ресликава R(A − iI) на
R(A + iI). Заиса, ако је x ∈ R(A − iI), она је x = (A − iI)z за неко z ∈ D(A), и име
V x = (A+ iI)z, а имамо

||V x||2 = 〈V x, V x〉 = 〈(A+ iI)z, (A+ iI)z〉 = 〈Az,Az〉+ 2 Re i 〈Az, z〉+ 〈z, z〉 .

Међуим,A је симеричана 〈Az, z〉 ∈ R, оносноRe i 〈Az, z〉 = 0, и имеRe i 〈Az, z〉 = −Re i 〈Az, z〉.
Зао је

||V x||2 = 〈Az,Az〉 − 2 Re i 〈Az, z〉+ 〈z, z〉 = 〈(A− iI)z, (A− iI)z〉 = 〈x, x〉 = ||x||2.

Тиме смо оказали а је V |R(A−iI) изомерично. На сличан начин можемо оказаи и а је реслика-
вање (A−iI)(A+iI)−1 изомерично наR(A+iI), а како је оно инверзно Кејлијевој рансформацији
V , закључујемо а V ресликаваR(A− iI) наR(A− iI).

Дакле, Кејлијева рансформација ао симерично оераора A је арцијална изомерија, са
олазним росоромR(A− iI) и олазнимR(A+ iI). Она „не вии“ ефекне росореK±(A).

Не може, међуим, свака арцијална изомерија ии Кејлијева рансформација неко симе-
рично оераора. Слее својсва Кејлијеве рансформације.

1) Слика росора R(A − iI) оераором V − I јенака је D(A). Заиса, ако је x ∈ R(A − iI)
она је x = (A− iI)z за неко z ∈ D(A), а је

(11) (V − I)x = (V − I)(A− iI)z = V (A− iI)z− (A− iI)z = (A+ iI)z− (A− iI)z = 2iz ∈ D(A).

Тако је (V − I)(R(A− iI)) ⊆ D(A). С руе сране, за z ∈ D(A), x = (A− iI)z ∈ R(A− iI), а зо
(11) имамо (V − I)x = 2iz, шо оказује орану инклузију.

2) Број 1 није сосвена вренос оераора V . Заиса у суроном и осојало x са својсвом
V x = x. Зо ефиниције (10) мора ии x ∈ R(A− iI), и аа и за све y ∈ R(A− iI) важило

0 = 〈V x, V y〉 − 〈x, y〉 = 〈x, V y − y〉 ,

е смо искорисили а је V изомерично наR(A−iI) и V x = x. То значи а је x⊥(V −I)(R(A−iI)),
а како је ослењи ску ус у H о је x = 0.

Полазни симеричан оераор A може се реконсруисаи на основу своје Кејлијеве рансформа-
ције V као

A = i(V + I)(V − I)−1,

Заиса, ако је x ∈ D(A), аа је y = (A− iI)x ∈ R(A− iI), и V y = (A+ iI)x, То је еквиваленно
са y = Ax − ix, V y = Ax + ix, шо каа саеремо оијамо V y + y = 2Ax, а каа оузмемо
V y − y = 2ix. Из ослење је (V − I)y = 2ix, оносно y = 2i(V − I)−1x, а она налазимо
2Ax = (V + I)y = 2i(V + I)(V − I)−1x, шо је и реало оказаи.

Примеа: Усу смо оказали а свака арцијална изомерија која исуњава својсва 1 /∈ σp(V )
и слика олазно росора оераором I − V је уса у H јесе Кејлијева рансформација неко
симерично оераора A.
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8.15. Сав [Раширења симерично оераора]. Нека је A симеричан оераор, и B њеово
симерично раширење, ј. A ⊂ B ⊂ B∗. Таа је:

а) Кејлијева рансформацијаVB оераораB је раширењеКејлијеве рансформацијеVA оераора
A, ј. VB |R(A−iI) = VA;

) n+(A)− n−(A) = n+(B)− n−(B);
в) Орано, свака арцијална изомерија W која је раширење Кејлијеве рансформацие VA ое-

раора A јесе Кејлијева рансформација неко симерично раширења оераора A;
) Оераор A има самоајуновано раширење ако и само ако је n+(A) = n−(A).

Доказ. а) Познао је (виеи Сав 8.5), а је A ⊂ B ⊂ B∗ ⊂ A∗. Како је A ⊂ B, о је
R(A− iI) ≤ R(B − iI). Даље, за x ∈ R(A− iI) је x = (A− iI)z за неко z ∈ D(A) ≤ D(B), а је

VBx = (B + iI)(B − iI)−1x = (B + iI)(B − iI)−1(A− iI)z =

= (B + iI)(B − iI)−1(B − iI)z = (B + iI)z = (A+ iI)z = VAx.

) Како су имензије орооналних комлеменаа олазно и олазно росора арцијалне
изомерије VA коначне, о се VA може роужии само на коначно имензионалном оросору
о R(A − iI)⊥, на ример имензије k ∈ N. Али аа се и олазни оросор овећао за орос-
ор исе имензије k. Како су олазни и олазни росор арцијалне изомерије VB реом јенаки
R(B − iI), оносноR(B + iI), о закључујемо а је

n+(B) = n+(A)− k, n−(B) = n−(A)− k,
оакле слеи ражено;

в) Нека је VA Кељијева рансформација оераораA. Орокомлемени њено олазно, оносно
олазно росора су реом, kerV ∗A = ker(A∗ + iI), оносно kerVA = ker(A∗ − iI), и они су зо
формуле (8) исјункни. Свако изомерично раширењеW оераора VA олика јеW = VA ⊕ V0, е
је V0 : ker(A∗+ iI)→ ker(A∗− iI) арцијална изомерија. Број 1 није сосвена вренос оераора
VA рема својсву 2) оељка 8.14, а није ни оераора V0 јер су му олазни и олазни росори
исјункни, а соа 1 није ни сосвена вренос оераора W = VA ⊕ V0. Такође како олазни
росор оераора W саржи олазни росор оераора VA, о је исуњено и својсво 1) оељка
8.14. ОуаW оиче о неко симерично оераора B ⊃ A.

) Ако A има самоајуновано раширење, рецимо B, она је n+(B) − n−(B) = 0, а је рема
рехоном и n+(A)− n−(A) = 0.

С руе сране, ако је n+(A) = n−(A), она су олазни и олазни оросо Кејлијеве ранс-
формације VA исе коначне коимензије, а соа осоји њено униарно раширење, означимо а са
U . Према рехоном U = VB за неко симерично раширење B оераора A. Међуим, аа су
ефекни оросори оераора B ривијални, оносно он је самоајунован. �

СПЕКТРАЛНО РАЗЛАГАЊЕ НЕОГРАНИЧЕНИХ САМОАДЈУНГОВАНИХ ОПЕ-
РАТОРА

8.16. Посећање. Нека је (Ω,M, E) росор са секралном мером. Посеимо се (оељак 4.2)
а је E : M → B(H) функција која исуњава својсва: (i) E(A) је ороројекор за сваки мерљив
B ∈M, (ii) E(∅) = 0 и E(Ω) = I; (iii) E(

⊔+∞
j=1 Bj) =

∑+∞
j=1 E(Bj); (iv) E(B1 ∩B2) = E(B1)E(B2).

Помоћу секралне мере E за ае векоре x и y ∈ H консруисали смо фамилију комлексних мера
µx,y са

µx,y(B) = 〈E(B)x, y〉 .
Меру µx,x скраћено ћемо означаваи са µx. Како је E(B) самоајунован ројекор, о је µx(B) =
〈E(B)x, x〉 = ||E(B)x||2, и оуа µx(Ω) = ||x||2 < +∞. Такође, из формуле (1) оеољка 4.2
јеносавно излази

(12) |µx,y|(B) ≤
√
µx(B)µy(B) ≤ 1

2
(µx(B) + µy(B)),

Даље, развили смоинерацијуфункција изL∞(Ω), ефинишућиинерал
∫

Ω
f dE као јеинсвен

оераор Tf за који важи

〈Tfx, y〉 =

∫
f dµx,y
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и оказали а је ресликавање
L∞(Ω) 3 f 7→ Tf ,

изомерички ∗-изоморфизам алере L∞(Ω) (са инволуцијом f 7→ f ) и неке комуаивне оалере
алеере B(H).

У овом оељку развићемо инерацију неораничених функција. У у сврху корисићемо слеећу
јенакос коју извоимо на основу формуле (3) оељка 4.3. Наиме, за ораничене функције fи g имамо

(13) ||TfTgx||2 =
〈
T ∗f TfTgx, Tgx

〉
=

∫
Ω

|f |2 dµTgx.

8.17. Сав. Нека је f : Ω → C мерљива, скоро свуа коначна функција. Наравно, она не мора
ии ораничена. Ску

(14) Df = {x ∈ H |
∫
R

|f |2 dµx < +∞}

је свуа ус векорски оросор Хилерово росора H .

Доказ. Заиса, за сваки мерљив ску B имамо

µx+y(B) = ||E(B)x+ E(B)y||2 ≤ (||E(B)x||+ ||E(B)y||)2 =

= ||E(B)x||2 + 2||E(B)x|| ||E(B)y||+ ||E(B)y||2 ≤
≤ 2(||E(B)x||2 + ||E(B)y||2) = 2(µx(B) + µy(B)),

оакле неосрено слеи а је Df заворен за саирање векора. Множење скаларом није ролем.
Докажимо а је Df свуа ус у H . Нека је

(15) ∆n = {z ∈ Ω | |f(z)| ≤ n}.
Како је f скоро свуа коначна, о је

⋃
n≥1 ∆n = Ω (о на ску мере нула), а E(∆n)→ I јако, и соа

за све x ∈ H имамо xn = E(∆n)x→ x. Довољно је, соа, оказаи а xn ∈ Df . Међуим, на основу
(13), за свеm > n имамо∫

∆m

|f |2 dµxn =

∫
Ω

|f |2χ2
∆m

dµE(∆n)x = ||Tfχ∆m
Tχ∆n

x||2 = ||Tfχ∆n
x||2 =

∫
Ω

|f |2χ∆n dµx ≤ n2||x||2,

шо је овољно, јер каа усимоm→ +∞, оијамо∫
Ω

|f |2 dµxn ≤ n2||x||2 < +∞.

�

8.18. Дефиниција. Саа ефинишемо
∫

Ω
f dE као јеинсвен оераор Tf : D → H акав а за

све x, y ∈ Df важи

(16) 〈Tfx, y〉 =

∫
Ω

f dµx,y.

Докажимо а је ефиниција корекна. Инерал на есној срани осоји зо (12) и зао шо∫
|f |2 < +∞ овлачи

∫
|f | < +∞ ка о је мера коначна.

Даље, ако је u Раон Никоимов изво мере µx,y о мери |µx,y| она за сваку ораничену функцију
ϕ, имајући у виу (13), имамо∫

Ω

|ϕ|d|µx,y| =
∫

Ω

|ϕ|udµx,y =
〈
T|ϕ|ux, y

〉
≤ ||T|ϕ|ux|| ||y|| =

(∫
Ω

|ϕ|2 dµx

)1/2

||y||.

Примењући о на ϕ = fχ∆n
и ушајући а n → +∞ налазимо а и за неораничене функције f

важи оцена: ∣∣∣∣∫
Ω

f dµx,y

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|f |2 dµx

)1/2

||y||,

шо значи а инерал на есној срани формуле (16) осоји за све x ∈ Df и све y ∈ H , као и а
ресавља ораничен (анилинеаран) функционал о y, е соа, за све x ∈ Df осоји јеинсвено
оређен векор Tfx акав а важи (16). Линеарнос ресликавања x 7→ Tfx слеи јер је есна срана
у (16) линеарна о x.
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Ако су скуови Df и ∆n аи са (14) и (15). Таа је за све x ∈ Df исуњено

(17)
∫

Ω

f · χ∆n
dµx,y →

∫
Ω

f dµx,y.

Друим речима низ ораничених оераора Tfχ∆n
слао конверира ка неораниченом оераору

Tf на скуу Df , ј. 〈
Tfχ∆n

x, y
〉
→ 〈Tfx, y〉

за све x ∈ Df и све y ∈ H .
Заиса, разлика инерала у (17) о моулу је мања или јенака о∫

Ω\∆n

|f |d|µx,y ≤
(∫

Ω

|f |2 dµx

)1/2

||y|| → 0,

зо ефиниције скуа Df (14).

8.19. Секрална мера самоајуновано оераора. Нека је A самоајунован оераор, и
нека је U њеова Кејлијева рансформација. Показали смо а је U униаран, а је σ(U) ⊆ U = {z ∈
C | |z| = 1}. Нека јеEU секрална мера оераораU . Како рој 1 није сосвена вренос оераора
U о је EU ({1}) = 0, осносно EU (U \ {1}) = I .

Уочимо функцију g : R→ U, g(t) = (t+ i)/(t− i). Формулу (10) условно можемо а инерре-
ирамо као U = g(A) – условно, јер нисмо ефинисали, још увек, никакав функционални рачун за
неораничене оераоре. Међуим, ураво ће нам функција g ослужии а ефинишемо секралну
меру неораничејно самоајуновано оераора A омоћу секралне мере оераора U .

Наиме, функција g, као и њена инверзна g−1(z) = i(z + 1)/(z − 1) је мерљива, а ресликава
Борелове скуове у Борелове. Соа за Борелов ску B ⊆ R ефинишемо

EA(B) := EU (g(B)).

Како је g ијекција, сасвим јеносавно се роверавају све чеири осоинеДефиниције 4.1. Посуком
консруисаним у оељку 4.2, имамо изомеришко уаање алере L∞(R) у B(H) ао са

(18) f 7→ f(A) =

∫
R

f(λ) dEA(λ).

Међуим, зо рехоно ооељка, и за евенуално неораничене, али мерљиве и скоро свуа
коначне функције, инерал (18) има смисла, и ресваља неораничен оераор са оменом Df
аим са (14).

8.20. Сав. Функционални рачун ефинисан формулом (18) има слеећа својсва:
а) Df ∩ Dg ⊆ Dαf+βg и (f + g)(A)x = f(A)x+ g(A)x, за све x ∈ Df ∩ Dg;
) Dfg = ...
.....

Доказ. �

Зааци

1. Дао је ресликавање A : D(A)→ L2(0, 1) са D(A) = C[0, 1], (Ax)(t) = x(1)t. Доказаи а A
није заворен оераор, као ни а се не може завории, о јес а заворење њеово рафика Γ(A)
није рафик нијене функције.

2. Дао је ресликавањеA : D(A)→ L2(0, 1),D(A) = {x : [0, 1]→ C|x асолуно нерекина, x′ ∈
L2, x(0) = x(1) = 0}, Ax =

1

i
x′.

а) Ореии ајунован оераор A∗, Кејлијеву рансформацију (A + iI)−1(A − iI) и инексе
ефека n+(A), n−(A);

) Доказаи а сваки оераор B са својсвом A ⊆ B ⊆ A∗ има олик B = Aθ, е је θ ∈ C,
Aθ : D(Aθ) → L2(0, 1), D(Aθ) = {x : [0, 1] → C | x асолуно нерекина, x′ ∈ L2, x(1) = θx(0)}
(случај θ =∞, осмараи као x(0) = 0). Доказаи а је Aθ самоајунован ако и само ако је |θ| = 1,
ок у суроном Aθ није ни самоајунован ни симеричан.
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3. Дао је ресликавање A : D(A) → L2(0,+∞), D(A) = {x : [0,+∞) → C | x асолуно

нерекина, x′ ∈ L2, x(0) = 0}, Ax =
1

i
x′.

а) Ореии ајунован оераор A∗, Кејлијеву рансформацију (A + iI)−1(A − iI) и инексе
ефека n+(A), n−(A);

) Проверии а ли A има самоајунованих раширења.
4. Дао је ресликавање A : D(A)→ L2(−∞,+∞), D(A) = {x : (−∞,+∞)→ C | x асолуно

нерекина, x′ ∈ L2}, Ax =
1

i
x′.

а) Ореии A∗, усановии а је A∗ = A и оказаи а је, у овом случају n+(A) = n−(A) = 0;
) Нека је F : L2(−∞,+∞) → L2(−∞,+∞) Фуријеова рансформација, о јес Fx(s) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
x(t)e−ist dt за x ∈ L1 ∩ L2, и роужено о нерекиноси. Доказаи а је F униарно

ресликвање, као и а се оераор FAF ∗ може зааи са F ∗AFx(t) = tx(t);
в) Корисећи реоно оказаи а фон Нојманова алераM = {f(A) | f ∈ L∞(−∞,+∞)} има

циклични векор, о јес а оераор A има рос секар.
5. Доказаи а за самоајунован (неораничен, али не само симеричан) A и λ /∈ σ(A) важи〈

(A− λI)−1x, y
〉

=

∫
σ(A)

1

s− λ
d 〈EA(λ)x, y〉 ,

е је EA(λ) скраћена ознака за EA((−∞, λ)).
Оале, ручивши рехоно Силјесову рансфомрацију, извеси а важи

1

2
(〈EA(λ)x, y〉+ 〈EA(λ+)x, y〉) =

= lim
η→0+

1

2πi

∫ λ

−∞

[〈
(A− (ξ + iη)I)−1x, y

〉
−
〈
(A− (ξ − iη)I)−1x, y

〉]
dξ;

6. Нека је A : D(A)→ H (H Хилеров росор) заворен оераор.
а) Доказаи а је са

〈x, y〉A = 〈Ax,Ay〉+ 〈x, y〉
ефинисан скаларни роизво на D(A), као и а је D(A) комлеан у оносу на норму која из њеа
роисиче;

) Нека је B : D(B) → H неки руи неораничен оераор, ри чему је D(B) ⊇ D(A). За
оераор B кажемо а је A-ораничен, ако за неке реалне α, β важи

(19) ||Bx||2 ≤ α||Ax||2 + β||x||2,
а рој ||B||A = inf{α | за све x ∈ D(A) важи (19)} се зове њеова A-норма. Доказаи а је (19)
еквиваленно са

(20) ||Bx|| ≤ α1||Ax||+ β1||x||,
за неке руе α1, β1, као и а је

||B||A = inf{α1 | за све x ∈ D(A) важи (20)};
в) Доказаи а из D(B) ⊇ D(A), B заворив и A заворен, слеи а је B A-ораничен;
) Ако је B оераор иференцирања, а A : D(A) → L2(−∞,+∞) а са D(A) = {x :

(−∞,+∞) → C | x′ асолуно нерекина и x′ ∈ L2(−∞,+∞)}, Ax = x′′, оказаи а је B A-
ораничен.

7. Нека је A оераор из заака рој 4.
а) Показаи а за њеову резолвену (λ /∈ R) важи:

(A− λI)−1x(t) =

{
i
∫ t
−∞ eiλ(t−s)x(s) ds, Imλ > 0

−i
∫ +∞
t

eiλ(t−s)x(s) ds, Imλ < 0
;

) Показаи а се секрална мера оераора A може изразии омоћу

EA(α, β)x(s) =
1

2πi

∫ +∞

−∞

eiβ(t−s) − eiα(t−s)

s− t
x(t) dt.

[То се може учинии омоћу Фуријеове рансформације, али и омоћу заака 5.]
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Заим оказаи а за њеов квара A2x = −x′′ важи

EA2(−∞, λ)x(s) =
1

π

∫ +∞

−∞

sin
√
λ(s− t)
s− t

x(t) dt.



9. ЈЕДНОПАРАМЕТАРСКЕ ПОЛУГРУПЕ

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

9.1. Дефиниција. Нека је X Банахов росор. Фамилија ораничених линеарних оераора
St : X → X , t ∈ [0,+∞) је јеноарамеарска олуруа ако су исуњени услови:

(1) S0 = I;
(2) Ss+t = SsSt.

Ако је оре оа исуњен и услов
(3) за све x ∈ X је ресликавање [0,+∞) 3 t 7→ Stx ∈ X нерекино,
она акву олуруу називамо јако нерекина олуруа или C0-олуруа.
Ако је умесо услова (iii) исуњен јачи услов
(3’) ресликавање [0,+∞) 3 t 7→ St ∈ B(X) је нерекино, ј. ||St − St0 || → 0 ка t→ t0,

она акву олуруу називамо равномерно нерекина олуруа или UC-олуруа.
Примеа: Услов (2) омоућава а се нерекинос свее на нерекинос у нули. Наиме, из

Stx→ x ка t→ 0 јеносавно извоимо а је St јако нерекина, а из ||St − I|| → 0 ка t→ 0 а је
St равномерно нерекина.

Основни ример јеноарамеарских руа је фамилија St = etA, е је A ∈ B(X) фиксиран
ораничен оераор. Заиса, како tA и sA очилено комуирају исуњен је услов (2). (Први услов је
ривијално исуњен.) Навеена руа је равномерно нерекина, јер је

||etA − et0A|| =

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=0

1

n!
(tn − tn0 )An

∥∥∥∥∥ ≤ |t− t0|
+∞∑
n=1

|tn−1 + tn−2t0 + · · ·+ tn−1
0 |

n!
||A||n ≤

≤|t− t0| ||A||
+∞∑
n=1

(t0 + δ)n−1||A||n−1

(n− 1)!
= |t− t0| ||A||e(t0+δ)||A||.

Виећемо касније а је ово јеини ример равномерно нерекиних олуруа.
Друи ример може ии овај. На росору Lp(0,+∞), 1 ≤ p < +∞. осмарамо ресликавања

St : Lp → Lp аа са Stx(u) = x(u + t). Полуруни услов (1) је ривијално заовољен. Ова
олуруа је јако нерекина, јер ||x(u) − x(u + t)||p → 0 ка t → 0+. Наиме, ослење је ачно за
нерекине функције (са комакним носачем), јер аа x(u + t) → x(u) ок ранични релаз о
знаком инерала оезеђује Теорема о оминанној конверенцији. Даље, нерекине функције су
усе у Lp, а низ норми ораничен, а можемо а рименимо ринци конверенције. Ова олуруа
није равномерно нерекина.

100
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9.2. Сав [ораниченос C0-олуруе]. Нека је St C0-олуруа на Банаховом росору X .
Таа је:

(i) функција t 7→ ||St|| је ораничена у некој околини нуле;
(ii) Посоје консанеM и ω акве а важи

(1) ||St|| ≤Meωt.

Доказ. Како је фамилија Stx конверенна за свако x ∈ X , о ||St|| мора ии ораничена у некој
околини нуле на основу ринциа униформне ораниченоси. То оказује (i).

Докажимо (ii). Посмарајмо реалну функцију ϕ(t) = ||St||. Према рехоном, ϕ је ораничена
у некој околини нуле. Важи и ϕ(s+ t) = ||Ss+t|| = ||SsSt|| ≤ ||Ss|| ||St|| = ϕ(s)ϕ(t). За t > 0 осоје
јеинсвен рироан рој k и s ∈ [0, δ) акви а је t = kδ + s, а је

ϕ(t) ≤ ϕ(δ)kϕ(s) ≤M ·Mk ≤M ·M t/δ = Meωt,

ако савимо ω = (logM)/δ. �

Наомена: Инфимум свих ројева ω за које важи (1) назива се ореак олуруе, и најчешће
означава са ω0. О оме како се израчунава ореак олуруе виеи зааак ????

9.3. Векор усрењен олуруом. Нека је St C0-олуруа.
За ао x ∈ X формирамо векор xt са

xt =
1

t

∫ t

0

Sτxdτ.

Кажемо а је xt срења вренос векор x о олуруи St, или краће а је xt усрењен векор.
Усрењени векори имају слеећа својсва:
(i) xt → x ка t→ 0. Заиса

xt − x =
1

t

∫ t

0

Sτx dτ − x1

t

∫ t

0

dτ =
1

t

∫ t

0

(Sτx− x) dτ.

Како Sτx→ x, о за ило које унаре ао ε > 0 осоји t овољно мало ако а важи ||Sτx−x|| < ε
за све 0 ≤ τ ≤ t. Таа је међуим,

||xt − x|| ≤
1

t

∫ t

0

(||Sτx− x||dτ ≤ ε
1

t

∫ t

0

dτ = ε,

шо завршава оказ.
(ii) Ску свих усрењених векора је ус у X . То слеи из рехоно.
(iii) Ssxt = (Ssx)t. Заиса,

Ssxt =
1

t

∫ t

0

SsSτx dτ =
1

t

∫ t

0

Sτ (Ssx) dτ = (Ssx)t.

(iv) Слично својсву (i) оказујемо и а је

lim
s→0

1

s

∫ t+s

t

Sτxdτ = Stx.

9.4. Инфиниезимални енераор. Нека јеSt роизвољнаC0-олуруа. ОераорA : S(A)→
X а са

(2) Ax = lim
t→0+

Stx− x
t

ри чему је D(A) = {x ∈ X | лимес у (2) осоји}, је заворен, усо ефинисан оераор, у ошем
случају неораничен.

Оераор A има слеећа својсва
(i) ASt = StA, оносно A комуира са олуруом St;
(ii) Полуруа St је ифенренцијаилна у смислу

(3)
d

dt
Stx = AStx.
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Доказ. Доказаћемо рво аD(A) саржи све усрењене векоре. Оале закључујемо а јеD(A)
ус оросор. Наиме, на основу ??? имамо

Stxs − xs
t

=
(Stx)s − xs

t
=

1

st

(∫ s

0

SτStxdτ −
∫ s

0

Sτxdτ

)
=

=
1

st

(∫ t+s

t

Sτxdτ −
∫ s

0

Sτxdτ

)
=

1

st

(∫ s+t

s

Sτxdτ −
∫ t

0

Sτxdτ

)
→

→1

s
(Ssx− x),

ка t→ 0+. Оаве омах налазимо и A(xs) = (Ssx− x)/s.
Ако увеемо оераор At : X → X са

At =
St − I
t

,

она имамо A(xs) = Asx. Према ефиницији оераора As налазимо

(4) StAs = St
1

s
(Ss − I) =

1

s
(St+s − St) =

1

s
(Ss − I)St = AsSt,

оносно оераори As и St комуирају. Такође, Ax = lims→0+Asx за све x ∈ D(A).
Нека x ∈ D(A). Таа lims→0+Asx осоји, а на основу (4) осоји и lims→0+AsStx и јенак је

StAx. Друим речима Stx ∈ D(A) и StAx = AStx. То оказује рво својсво.
И више о оа, за свако t > 0 имамо

d+

dt
Stx = lim

s→0+

St+sx− Stx
s

= lim
s→0+

St
Ssx− x

s
= StAx = AStx,

е је
d+

dt
ознака за есни изво.

Покажимо и а леви изво има ису вренос. Искорисићемо оцену ||St|| ≤ M · eωt, на основу
које је ||St|| локално ораничена. Нека је δ > 0. Имамо∥∥∥∥St−δx− Stxδ

− StAx
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥St−δ (x− Sδxδ
− SδAx

)∥∥∥∥ ≤
≤‖St−δ‖

(∥∥∥∥Sδx− xδ
−Ax

∥∥∥∥+ ‖Ax− SδAx‖
)
→ 0,

ка δ → 0+. Тиме је оказано својсво (ii).
Осаје још а окажемо а је оераорA заворен. Преосавимо аD(A) 3 xn → x иAxn → y.

Таа је

lim
t→0+

Stx− x
t

= lim
t→0+

lim
n→+∞

Stxn − xn
t

.

Међуим, рема Њун-Лајницовој формули, имамо

Stxn − xn = Stxn − S0xn =

∫ t

0

d

dt

∣∣∣∣
t=τ

Stxdτ =

∫ t

0

SτAxn dτ,

а је

lim
t→0+

Stx− x
t

= lim
t→0

lim
n→+∞

1

t

∫ t

0

SτAxn dτ = lim
t→0+

1

t

∫ t

0

Sτy dτ = y.

Дакле, x ∈ D(A) и y = Ax. Овиме је оказ у оуноси завршен. �

9.5. Сав. Нека је St нека C0-олуруа, и нека је A : D(A) → X њен инфиниезимални
енераор. Слеећи услови су међусоно еквиваленни:

(1) D(A) = X (име је ауомаски A ораничен зо еореме о завореном рафику);
(2) St је равномерно нерекина;
(3) St се може роужии о руе St, −∞ < t < +∞, која је ри оме аналиичка, оносно

осоји
d

dt
St = lim

h→0+

St+h − St
t

у оераорској норми;

(4) St = etA за неки ораничен оераор A : X → X .
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Доказ. (3) ⇒ (1). Из услова (3) слеи а осоји изво, између осало и у нули, а (St − I)/t
конверира о норми. Она конверира и (Stx− x)/t за све x ∈ X , а је D(A) = X .

(1)⇒ (4). На основу формуле (3) имамо
d

dt
(Ste

−tA) =
d

dt
St · e−tA + St(−A)e−tA = ASte

−tA − StAe−tA ≡ 0,

јер St и A комуирају. Оуа је St = CetA, а како је S0 = I о је C = I , оносно St = etA.
(4)⇒ (2) слеи на основу Примера у увоном арарафу.
(2)⇒ (3). ||I − St|| → 0, а за t ∈ (0, δ) важи ||I − St|| < 1 оакле је St инвериилан. Међуим,

важи и ||I − 1
t

∫ h
0
St dt|| < 1 за 0 < h < δ, а је инвериилан и

∫ h
0
St dt. Даље имамо

1

s
(Ss − I)

∫ h

0

St dt =
1

s

(∫ h

0

St+s dt−
∫ h

0

St dt

)
=

1

s

(∫ s+h

s

St dt−
∫ h

0

St dt

)
=

=
1

s

(∫ h+s

h

St dt−
∫ s

0

St dt

)
.

Међуим, из равномерне нерекиноси олуруе St лако налазимо 1
s

∫ s
0
St dt → S0 = I и

1
s

∫ h+s

h
St dt→ Sh, ка s→ 0, оносно

1

s
(Ss − I)

∫ h

0

St dt→ Sh − I, ј.
d

dt
St = (Sh − I)

(∫ h

0

St dt

)−1

.

Тако је St иференцијаилна у нули, арем с есна. Оале је она ифернецијаилна с есна и у ма
којој ачки s > 0, зо олуруно својсва. Диференцијаилнос с лева се извои на иси начин као
у ???.

Осаје још а окажемо а се St може роужии о јеноарамеарске руе. Како је St
инвериилно за 0 < t < δ иће, још јеану зо олуруно својсва, инвериилно и за све t > 0.
Савимо S−t = S−1

t , и важиће руно својсво. Леви изво у нули јенак је

lim
t→0+

S−t − I
−t

= − lim
t→0+

S−1
t − I
t

= lim
t→0+

S−1
t

St − I
t

= IA = A.

Дакле њихов сасав у нули је лаак. �

ХИЛЕ ЈОШИДИНА ТЕОРЕМА

Према ураво оказаном саву осоји ијекција између свих UC-олуруа и свих ораничених
оераораA ∈ B(X), аа ако шо се UC-олуруи оељује њен инфиезимални енераор. Да ли
се слично може оказаи за C0-олуруе? Оносно, а ли сваком завореном оераору A оовара
нека C0 олуруа чији је инфиезимални енераор ураво A? Оовор је неаиван.

9.6. Сав. Нека је St C0-олуруа, и нека је ω0 њен ореак раса, ј. за све ω > ω0 осоји
консанаM за коју важи ||St|| ≤Meωt, и нека је A њен инфиниезимални енераор. Таа важи

(1) σ(A) ⊆ {λ ∈ C | Reλ ≤ ω0}, оносно секар оераора A смешен је у левој олуравни са
раницом ω0.

(2) За све λ ∈ C за које је Reλ > ω > ω0 важи оцена

||(A− λI)−n|| ≤ M

(Reλ− ω)n
.

Доказ. Нека је Reλ > ω > ω0. Уочимо оераор Rλ а са

Rλx =

∫ +∞

0

e−λtStxdt.

Он је оро ефинисан, јер је оинерална функција нерекина, а важи и оцена

||e−λtStx|| ≤ |e−λt| ||St|| ||x|| ≤Me(ω−Reλ)t||x||,
а инерал ослење функције конверира јер је ω − Reλ < 0.
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Доказаћемо а је резолвена оераора A јенака −Rλ. За x ∈ D(A) имамо

RλAx =

∫ +∞

0

e−λtStAx dt =

∫ +∞

0

e−λt
d

dt
Stx dt =

=

∫ +∞

0

(
d

dt
(e−λtStx) + λe−λtStx

)
dt =

= e−λtStx
∣∣+∞
0

+ λRλx = λRλx− x,

оносно
Rλ(λI −A) = I.

С руе сране

Ss − I
s

Rλx =
1

s

(∫ +∞

0

e−λtSt+sxdt−
∫ +∞

0

e−λtStxdt

)
=

=
1

s

(
eλs
∫ +∞

s

e−λtStxdt−
∫ +∞

0

e−λtStxdt

)
=

=
eλs − 1

s

∫ +∞

s

e−λtStxdt− 1

s

∫ s

0

e−λtStxdt→ λRλx− x,

ка s→ 0+, оносно Rλx ∈ D(A) и
ARλ = λRλ − I,

оносно (λI −A)Rλ = I .
Тако Reλ > ω0 овлачи λ ∈ ρ(A), шо оказује (1). Из јенакоси (A − λI)−1 = −Rλ омах

имамо и оцену

||(A− λI)−1|| ≤
∫ +∞

0

|e−λt| ||St||dt ≤M
∫ +∞

0

e−(Reλ−ω)t dt =
1

Reλ− ω
,

шо је својсво (2) у сецијалном случају n = 1. Да исмо извели оши случај, оказаћемо формулу

(A− λI)−n =
(−1)n

(n− 1)!

∫ +∞

0

tn−1e−λtSt dt,

о које сижемо иференцирањем јенакоси (A− λI)−1 = −Rλ о λ, n− 1 уа. Не заоравимо а
је резолвена аналиичка функција. Оале имамо

||(A− λI)−n|| ≤ 1

(n− 1)!

∫ +∞

0

tn−1e−ReλtMeωt dt =
M

(Reλ− ω)n
.

�

Дакле, не може сваки заворен оераор ии енераор C0-олуруе, већ о моу ии само они
који исуњавају својсва (1) и (2). Навеени услови су, међуим и овољни.

9.7. Теорема [Хиле-Јошиа]. Нека је A заворен усо ефинисан оераор који исуњава
услове (1) и (2) рехоно Сава. Таа осоји C0-олуруа St чији је инфиниезимални енераор
ураво A.

И више, аа важи ||St|| ≤Meωt, е суM и ω консане из услова (2).

Доказ. Било и иеално каа и моли а ефинишемо St = etA. Међуим, ако нешо нема
смисла, еы озира шо је функција λ 7→ etλ аналиичка. Наиме, у случају неораничених оераора,
није јасно чак ни ша је A2 и а ли уоше усо ефинисан.

Соа ћемо осуии овако. Уочићемо оераоре

Bλ = λ2(λI −A)−1 − λI, заR 3 λ > ω0

формираи олуруе S(λ)
t = etBλ , а заим оказаи:

(i) Да Bλx→ Ax, ка λ→ +∞ за све x ∈ D(A),
(ii) Да фамилија S(λ)

t конверира ка λ → +∞, е а њена ранична вренос St јесе ражена
олуруа.
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Пре свеа, како сви реални λ > ω0 риаају резолвенном скуу, закључујемо а је Bλ корекно
ефинисан ораничен оераор. Доказујемо рво својсво. За ило које y ∈ D(A) имамо

(λ(λI −A)−1 − I)y = (λI −A)−1(λI − (λI −A))y = (λI −A)−1Ay → 0, λ→ +∞.

Како је D(A) ус у X , и како зо услова (2) имамо равномерну оцену ||λ(λI −A)−1 − I|| ≤ 1 +M
о на основу ринциа конверенције закључујемо а и за све y ∈ X имамо (λ(λI −A)−1 − I)y → 0
ка λ→ +∞. Применимо рехоно на y = Ax за неко x ∈ D(A), а налазимо

Bλx−Ax =λ2(λI −A)−1x− λx−Ax =

=λ((λI −A)−1λx− (λI −A)−1(λI −A))x−Ax =

=λ(λI −A)−1Ax−Ax→ 0,

ка λ→ +∞. Тиме смо оказали (i).
Саа извоимо оцену норме ооварајуће олуруе S(λ)

t = etBλ . Имамо

(5)

||etBλ || =||e−λteλ
2(λI−A)−1

|| ≤

≤e−λt
+∞∑
n=0

(λ2t)n

n!
||(λI −A)−n|| ≤

≤e−λt
+∞∑
n=0

(λ2t)n

n!

M

(λ− ω)n
=

=e−λte
λ2t
λ−ω ,

шо ежи каMeωt, ка λ→ +∞ равномерно о t на ораниченим инервалима.
Саа ћемо оказаи а фамилкија S(λ)

t исуњава Кошијев услов. Наиме,

S
(µ)
t − S(λ)

t = S(µ)
s S

(λ)
t−s

∣∣∣s=t
s=0

=

∫ t

0

d

ds
(S(µ)
s S

(λ)
t−s) ds =

∫ t

0

(BµS
(µ)
s S

(λ)
t−s − S(µ)

s S
(λ)
t−sBλ) ds.

Међуим,Bλ иBµ комуирају, јер су оа функције оA, а како је S
(λ)
t фукција оBλ, а S

(µ)
t функција

о Bµ, о комуирају и Bλ и S(µ)
t , оносно Bµ и S(λ)

t . Зао је

||S(µ)
t − S(λ)

t || ≤
∫ t

0

||Bµ −Bλ|| ||S(µ)
s S

(λ)
t−s||ds ≤ ||Bµ −Bλ||

∫ t

0

M2e−λse
λ2s
λ−ω e−µ(t−s)e

µ2(t−s)
µ−ω ds.

Ка λ, µ → +∞, она израз о инералоим конверира ка eωseω(t−s) = eωt равномерно о s, t на
ораниченим скуовима, а ||Bλ − Bµ|| ежи ка нули. Тиме смо оказали а фамилија S(λ)

t исуњава
Кошијев услов (у оераорској норми), ка λ→ +∞ равномерно о t на ораничениум скуовима.

Соа осоји ранична вренос

St = lim
λ→+∞

S
(λ)
t .

Из оцене (5) омах излази ||St|| ≤Meωt. Докажимо и а је St јако нерекина. Имамо

||Stx− Ssx|| ≤ ||Stx− S(λ)
t x||+ ||S(λ)

t x− S(λ)
s x||+ ||S(λ)

s x− Ssx||.

Први и рећи саирак иће роизвољно мали за λ овољно велико, јер S(λ)
t ⇒ St равномерно о t на

комакнима, а руи ежи ка нули, ка t→ s, јер је S(λ)
t јако наеркина (чак и више, униформно).

Осаје још а окажемо а је енераор олуруе St ураво A. За x ∈ D(A) имамо

Stx− x = lim
λ→+∞

(S
(λ)
t x− x) = lim

λ→+∞

∫ t

0

S(λ)
τ Bλxdτ =

∫ t

0

SτAx dτ,

јер S(λ)
τ Bλx → StAx равномерно о τ ∈ [0, t]. Каа ослење оелимо са t и усимо а t → 0+

оијамо Bx = Ax, е је са B (риврмено) означен инфиниезимални енераор олуруе St. То
зараво значи а је B ⊃ A, ј. а је B раширење оераора A. Међуим, ако узмемо λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B)
(а ослењи ресек саржи арем реалне ројеве веће о ω0), она је

X = (A− λI)D(A) = (B − λI)D(B),
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оносно

D(B) = (B − λI)−1X = (A− λI)−1X = D(A).

Доказ је завршен. �

9.8. Послеица. За C0-олуруу St кажемо а је олуруа конракција ако је ||St|| ≤ 1 за све
t ≥ 0.

Заворен, усо ефинисан оераорA је инфиниезимални енераор олуруе конракција ако
и само ако важи

(i) σ(A) ⊆ {λ ∈ C | Reλ ≤ 0};
(ii) ||(A− λI)−1|| ≤ 1

Reλ за све λ за које је Reλ > 0.

Доказ. Полуруа конракција је сецијалан случајC0-олуруе, ко које у оцени ||St|| ≤Meωt

можемо узеи роизвољно мало ω > 0 иM = 1, и заим усии ω → 0 (саа јеM униформно о ω).
Из услова (ii) лако налазимо и а је за све рироне n исуњено ||(A − λI)−n|| ≤ 1/(Reλ)n.

Соа је резула ослеица Сава ??? и Хиле Јошиине еореме. �

9.9. Теорема [Сон]. Нека јеH Хилеров росор, и нека је Ut ∈ B(H), t ∈ R јако нерекина
униарна руа (ј. Ut је униаран за све t ∈ R). Таа осоји самоајунован (моуће неораничен)
оераор A акав а је Ut = eitA.

Доказ. Посмарајмо олуруе Ut, t ≥ 0, оносно U−t, t ≥ 0. Ое су олуруе конракција, јер
је ||Ut|| = 1. Соа њихови инфиниезимални енераориB, оносноC исуњавају услове Послеице
???. Дакле, σ(B) и σ(C) су оскуови заворене леве олуравни. Међуим, из I = U0 = U−tUt
налазимо U−t = U−1

t = U∗t , а је

C = lim
t→0+

U−t − I
t

= lim
t→0+

U−1
t

I − Ut
t

= −B.

Зао је секар σ(B) оску и заворене есне олуравни. Дакле σ(A) ⊆ iR.
Даље, за све x ∈ D(B) и све y ∈ D(C) имамо

〈Ax, y〉 = lim
t→0+

1

t
〈Utx− x, y〉 = lim

t→0+

1

t
〈x, U∗t y − y〉 = lim

t→0+

1

t
〈x, U−ty − y〉 = 〈x,Cy〉 .

То значи а је D(C) ⊆ D(B∗), оносно −B = C ⊂ B∗. Оале је A = −iB симеричан оераор, а
како је σ(A) реалан (јер је σ(B) чисо имаинаран), о су инекси ефека оераора A оа јенака
нули, ј. A је самоајунован.

Функционални рачун за самоајуноване оераоре оезеђује а је руа etB = eitA корекно
ефинисана. Лако се израчунава а је инфиниезимални енераор олуруе eitA јенак iA = B, а
како ве различие олуруе не моу имаи исе енераоре, о слеи а је Ut = eitA. �

ЕВОЛУЦИОНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА ЈЕДНАЧИНА

9.10. Дефиниција. Нека је A заворен, усо ефинисан оераор на Банаховом росору X .
Пролем

(6)


d

dt
x(t) = Ax(t)

x(0) = x0 ∈ D(A)

е је x : [0,+∞)→ D(A) нерекина функција назива се асракан Кошијев ролем. Јеначина
у (6) назива се еволуциона иференцијална јеначина.

О решења ражимо а уе класе C1 у Банаховом росору X .

9.11. Сав. Ако оераорA исуњава услове Хиле Јошиине еореме, она асракан Кошијев
ролем има јеинсвено решење.
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Доказ. Према Хиле Јошииној еореми осоји C0-олуруа St чији је енераор јенак A.
Савимо x(t) = Stx0. Почени услов је очилено заовољен: x(0) = S0x0 = x0, а имамо и

d

dt
x(t) =

d

dt
Stx0 = AStx0 = Ax(t).

Доказана је езисенција. Докажимо и јеинсвенос. Преосавимо а осоји још јена
функција y која заовољава (6). Таа је

y(t)− Stx0 = St−sy(s)|s=ts=0 =

∫ t

0

d

ds
(St−sy(s)) ds =

∫ t

0

(−ASt−sy(s) + St−sAy(s)) ds = 0.

Дакле, y(t) = Stx0. �

Зааци

1. а) Нека је ϕ : [0,+∞) → [0,+∞) функција за коју важи 1) ϕ(0) = 1; 2) ϕ(s + t) ≤ ϕ(s)ϕ(t).
Доказаи а је

γ0 = lim
t→0+

logϕ(t)

t
= inf
t>0

logϕ(t)

t
,

као и а је ϕ(t) ≤Meγt, за све γ > γ0 и за неку консануM = M(γ).
) Нека је St нека C0-олуруа. Доказаи а је ореак олуруе St јенак

ω0 = lim
t→0+

log ||St||
t

.

2. а) Нека је ϕ : [0,+∞)→ B(X) униформно нерекина функција (не мора ии олуруа) са
инфиниезималним енераором A, ј. ϕ′(0+) = A ∈ B(X). Доказаи а је олуруа St која има A
за инфиниезимални енераор аа са St = s− limn→+∞ ϕ(t/n)n.

) Примењујући рехоно на функцију ϕ(t) = etAetB извеси Троерову формулу:

eA+B = s− lim
n→+∞

(
eA/neB/n

)n
.

3. а) Нека је St : Lp(0,+∞) → Lp(0,+∞), Stx(u) = x(u + t). Доказаи а је St јена C0-
олуруа и ореии њен инфиниезимални енераор A као и D(A). У случају p = 2 ореии
инексе ефека оераора A.

) Ша се мења ако се умесо Lp(0,+∞) осмара Lp(−∞,+∞)?
4. Нека је k рироан рој и St : Lp(Rk)→ Lp(Rk) ао са

Stx(u) =
1

(4πt)k/2

∫
Rk

e−
|u−s|2

4t x(s) ds.

а) Доказаи а је St олуруа конракција.
) Доказаи а је инфиниезимални енераор олуруе St Лаласијан 4. Ореии омен

инфиниезимално енераора.

в) Ореии решење араоличке јеначине
∂

∂t
g = 4g, g(x, t)|t=0 = f(x).

) Ша се може рећи о секру Лаласијана?
[Уусво: Прецавии St реко конволуције Stx = W ∗ x са ооно оараном функцијомW . Корисии

и Фуријеову рансформацију.]
5. Даа је Пуасонова олуруа Pt на Банаховом росору Lp(R) са

Ptx(u) =
1

π

∫ +∞

−∞

t

t2 + (s− u)2
x(s) ds.

Доказаи а је реч о C0-олуруи.
6. Нека је A инфиниезимални енераор олуруе конракција St. Доказаи а је

St = s− lim
n→+∞

(
1− tA

n

)−n
.
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7. а)Нека јеA самоајунован оераор наХилерровомросоруH , акав а јеσ(A) ⊆ (0,+∞).
Доказаи а асракан ролем 

d2

dt2
x(t) +Ax(t) = 0

x(0) = x0 ∈ D(A1/2)

x′(0) = x′0 ∈ H
има решење у олику x(t) = cos(tA1/2)x0 + A−1/2 sin(tA1/2)x′0, ри чему су функције cos и sin
ефинисане секралном еоремом за неораничене самоајуноване оераоре.

) Примении рехоно на мешовии ролем
d2

dt2
u(t, x) = −K2 d2

dx2
u(t, x)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0

u(0, x) = ϕ(x), u′x(0, x) = ψ(x)



10. ХИЛБЕРТОВИ C∗-МОДУЛИ

ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

10.1. Дефиниција моула. Нека је A роизвољан рсен. Десни моул на A је скуM на коме
су ефинисане оерације + : M ×M →M и · : M ×A→M за које важи

(1) (M,+) је Аелова руа. (Између осалоM осеује нулу 0 и суроан елемен −x ао
елемена x. Нећемо равии разлику између нуле у M и нуле у A, као ни разлику између
унарно минуса уM , оносно A.)

(2) (x+ y)a = xa+ ya за све x, y ∈M и све a ∈ A;
(3) x(a+ b) = xa+ xb за све x ∈M и све a ∈ A;
(4) (xa)b = x(ab) за све x ∈M и све a ∈ A;
Дакле, моул је уошење ојма векорско росора, с имшо скалари не чине оље, већ рсен.

Неке свари су исе, на ример увек важи x · 0 = 0, јер је x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, а уM важи
закон скраћивања.

Међуим, има и разлика. Пре свеа рсен не мора а има јеиницу, а и каа има не мора а важи

(1) x · 1 = x.

Пример је зв. ривијалан моул, е је множење еифнисано са x · a = 0 за све x ∈ M и све a ∈ A.
Иак, сваки моул је ирекан зир јено моула у коме важи (1) и јено ривијално моула.
Изоморфизам се осиже ресликавањем x 7→ (x ·1, x−x ·1). Извођење еаља је јеносавна вежа.
Моул (на рсеном са јеиницом) у коме важи (1) назива се униалан.

Најинија разлика олеа се у ојму азе. Нема сваки моул азу, а и каа има азе моу имаи
различие кариналноси. Ако моул има азу назива се слооан моул.

10.2. Дефиниција Хилерово моула. Нека је M есни моул на C∗-алером A и нека је
на њему ефинисано ресликавање 〈·, ·〉 : M ×M → A које има својсва:

(1) 〈x, x〉 ≥ 0 у смислу орека у C∗-алери A. Такође, 〈x, x〉 = 0 ако и само ако је x = 0;
(2) 〈y, x〉 = 〈x, y〉∗;
(3) 〈x, y1a1 + y2a2〉 = 〈x, y1〉 a1 + 〈x, y2〉 a2.
Такав моул назива се рехилеров C∗-моул. Пресликавање 〈·, ·〉 назива се A-вреносни

скаларни роизво или само скаларни роизво.
Пресликавање M ∈ x 7→ ||x||M = || 〈x, x〉 ||1/2A ∈ [0,+∞), е је || · ||A ознака за норму у C∗-

алериA јесе јена норма наM . Наиме, како је 〈x, x〉 ≥ 0, о је || 〈x, x〉 ||A = supϕ ϕ(〈x, x〉), оносно
||x||M = supϕ ϕ(〈x, x〉)1/2, е се суремум узима о свим сањимаϕ. Међуим, како је ресликавање
M ×M 3 (x, y) 7→ ϕ(〈x, y〉) очилено линеарно о y, анилинеарно о x и озиивно (исина не
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сроо) на ијаонали, о израз ϕ(〈x, x〉)1/2 чини јену олунорму. Она је и ||x||M олунорма као
суремум олунорми. Зо услова (2), ||x||M је норма.

Уууће нећемо сављаи A оносноM у инексу норме.
Ако је рехилеров моул M комлеан и оносу на ако заау норму, она а називамо

Хилеров C∗-моул.

10.3. Хилеров моул као векорски росор на C. Нека је M Хилеров C∗-моул на
C∗-алером A. Ако је A униална, она у сеи саржи изоморфну коију оља комлексних ројева,
наиме елемене олика λ1, λ ∈ C, е је 1 јеиница алере A. Таа се на M на рироан начин
ефинише множење комлексним скаларом: C×M 3 (λ, x) 7→ x · (λ1). У ом случају се јеносавно
роверава а важи

(2) x · 1 = x, 〈x, yλ〉 = λ 〈x, y〉 , 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 .

ТакоM ујено осаје и Банахов росор на C.
Исо се може осићи и каа A нема јеиницу, само је извођење нешо сложеније. Ако A нема

јеиницу, она иак има ароксимаивну јеиницу, означимо је са eα. За ило које x ∈ M , фамилија
x · eα је Кошијева фамилија у норми || · ||M , јер је

||xeα − xeβ ||2 = eα 〈x, x〉 eα − eα 〈x, x〉 eβ − eβ 〈x, x〉 eα + eβ 〈x, x〉 eβ → 0.

Зајено са њом и фамилија x ·(λeα) је Кошијева и соа конверенна, е се оуа λx може ефинисаи
као њен лимес. Таа се формуле (2) извое раничним релазом, нр.

〈x, λy〉 = lim
α
〈x, yλeα〉 = lim

α
λ 〈x, y〉 eα = λ 〈x, y〉 .

Дакле, ез озира на рисусво јеинице у A,M је увек Банахов росор на C.
Послење омоућава а се, у случају орее, јеиница оише алери A.

10.4. Униализација моула. Нека је M Хилеров C∗-моул на C∗-алером A која није
униална. Нека јеA+ = {a+λ1 | a ∈ A, λ ∈ C} њена уиниализација. Таа сеM на рироан начин
може снаеи срукуром моула на A+. Наиме, савимо

x · (a+ λ1) := x · a+ λx.

У ом случају важи

(3) M = M ·A

Заиса, за роизвољно x ∈M имамо

||x− xeα||2 = 〈x, x〉 − 〈x, x〉 eα − eα 〈x, x〉+ eα 〈x, x〉 eα → 0,

ри чему је eα ароксимаивна јеиница алере A.

10.5. Својсва A-вреносно скаларно роизвоа. а) 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0;
) 〈x1a1 + x2a2, y〉 = a∗1 〈x1, y〉+ a∗2 〈x2, y〉;
в) Важи зв. оларизациони иение

〈x, y〉 =
1

4

3∑
k=0

ik
〈
x+ iky, x+ iky

〉
.

) ||x · a|| ≤ ||x|| ||a|| за x ∈M и a ∈ A;
) Умесо класичне Коши Шварцове нејенакоси важи

(4) | 〈x, y〉 | ≤ ||y|| 〈x, x〉1/2 ,

ричему је | 〈x, y〉 | асолуна вренос елеменаC∗-алере, ј. | 〈x, y〉 | = (〈x, y〉∗ 〈x, y〉)1/2. Посено,
важи и

|| 〈x, y〉 || ≤ ||x|| ||y||;

Доказ. а), ) и в) рос рачун;
) Имамо 〈xa, xa〉 = a∗ 〈x, x〉 a ≤ a∗||x||2a, јер је 〈x, x〉 ≤ || 〈x, x〉 ||e (макар само униализацији

алере A) и оуа ||xa||2 = || 〈xa, xa〉 || ≤ ||x||2||a∗a|| = ||x||2||a||2;
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ђ) За ило које a ∈ A имамо

0 ≤ 〈x− ya, x− ya〉 = 〈x, x〉 − 〈x, y〉 a− a∗ 〈x, y〉+ a∗ 〈y, y〉 a,
а осено за a = || 〈y, y〉 ||−1 〈x, y〉 о осаје

2

|| 〈y, y〉 ||
〈x, y〉∗ 〈x, y〉 ≤ 〈x, x〉+

1

|| 〈y, y〉 ||2
〈x, y〉∗ 〈y, y〉 〈x, y〉 .

Међуим, како је 〈y, y〉 ≤ || 〈y, y〉 ||1, о је и 〈x, y〉∗ 〈y, y〉 〈x, y〉 ≤ || 〈y, y〉 || 〈x, y〉∗ 〈x, y〉, а имамо
2

|| 〈y, y〉 ||
〈x, y〉∗ 〈x, y〉 ≤ 〈x, x〉+

1

|| 〈y, y〉 ||
〈x, y〉∗ 〈x, y〉 ,

оакле оијамо
| 〈x, y〉 |2 ≤ 〈x, x〉 || 〈y, y〉 ||.

Коши Шварцова нејенакос слеи јер је a 7→ a1/2 оераор моноона функција.
Примеа: У ошем случају, нејенакос | 〈x, y〉 | ≤ 〈x, x〉1/2 〈y, y〉1/2, као ни | 〈x, y〉 |2 ≤

〈x, x〉 〈y, y〉 није ачна. �

10.6. Примери Хилерових C∗-моула. (i) Нека је A C∗-алера. На скуу An = {x =
(x1, x2, . . . , xn) | xk ∈ A} ефинишемо есно множење са

x · a = (x1a, x2a, . . . , xna),

а скаларни роизво са
〈x, y〉 = x∗1y1 + x∗2y2 + · · ·+ x∗nyn.

Алераска својсва и комленос се лако роверавају. Овај моул називамо слооан коначно

енерисан моул, рема и ореница „алеарски коначно енерисан“ ила рецизнија.
(ii) Нека је A C∗-алера и J заворен есни иеал у A. Таа је J Хилеров C∗-моул, ако је

множење наслеђено из A, а скаларни роизво а са 〈a, b〉 = a∗b. Таа је норма елемена a ∈ J аа
са ||a∗a||1/2 оносно оклаа се са нормом у C∗-алери. Оуа је заворенос иеала овољна за
комленос. Дакле, моул, за разлику о векорско росора, може у скуовном смислу ии мањи
о рсена скалара.

Између осало, сама алера је моул на самом соом. То је сецијалан случај ово римера за
J = A, али и рехоно за n = 1.

(iii) Нека је A C∗ алера. Формирамо ску

l2(A) = {x = (x1, x2, . . . ) | xk ∈ A,
+∞∑
k=1

x∗kxk конверира у норми алере A}.

На l2(A) увоимо есно множење и скаларни роизво са

x · a = (x1a, x2a, . . . , xna, . . . ), 〈x, y〉 =

+∞∑
k=1

x∗kyk.

Послењи ре конверира у норми алере A, јер је као у оказу Коши Шварцове нејенакоси∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

x∗kyk

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥
n+p∑
k=n

y∗kyk

∥∥∥∥∥
1/2(n+p∑

k=n

x∗kxk

)1/2

а оале је ∥∥∥∥∥
n+p∑
k=n

x∗kyk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
n+p∑
k=n

y∗kyk

∥∥∥∥∥
1/2 ∥∥∥∥∥

n+p∑
k=n

x∗kxk

∥∥∥∥∥
1/2

.

Овај моул назива се санарни Хилеров моул на A, а оре ознаке l2(A) кориси се и
ознакаHA.

Виећемо урзо а је санарни Хилеров моул у неку руку основни ример моула.
(iv) На сличан начин извоимо и слеећи ример. Ако суMi, i ∈ I Хилерови C∗-моули, она

се на скуу
M = {(xi) ∈

∏
i∈I

Mi |
∑
i∈I

x∗i xi конверира у норми алере A}.
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на сличан начин може увеси срукура Хилерово C∗-моула.
Овај моул оележавамо са

M = ⊕i∈IMi,

и називамо ирекна сума моулаMi, i ∈ I .

10.7. Орооналнос. Кажемо а су векори x, y ∈ M ороонални ако је 〈x, y〉 = 0. То
олежавамо са x⊥y. Релација је очио симерична. Нула векор је орооналан на сваки руи
векор.

За аи ску S ⊆M , њеову орооналну оуну ефинишемо са

S⊥ = {y ∈M | x⊥y за све x ∈ S}.

Зо нерекиноси и A-линеарноси скаларно роизвоа лако закључујемо а је S⊥ заворен о-
моул моулаM .

До саа је аналоија са Хилеровим росорима ила оуна. Прво размимоилажење ојављује
се ко јенакоси S⊥⊥ = LinA(S) која не мора ачна у ошем случају.

Пример. Нека јеA некаC∗-алера и J иеал уA који има својсво а ax = 0 за све a ∈ J овлачи
x = 0. (На ример, можемо узеи A = C[0, 1], J = {x ∈ C[0, 1] | x(0) = 0}.) Таа је J заворен
омоул моула A - оа на A. Међуим, J⊥ = {x ∈ A | 〈a, x〉 = a∗x = 0 за све a ∈ J} = {0}.
Оале је J⊥⊥ = {0}⊥ = A, ок је LinA(J) = J .

Оне заворене омоуле N моулаM за које важи

(5) N⊥⊥ = N, ј. M = N ⊕N⊥

називамо ороонално оуњиви, оносно само оуњиви ако не осоји оаснос о зауне. Иначе
зауна може насаи, јер осоје омоули који нису ороонално оуњиви, али јесу оолошки
оуњиви, ј. осоји омоул N , акав а није ачно (5) али осоји заворени омоул L акав
а јеM = N u L, оносно акав а за свако x ∈ M осоје јеинсвени y ∈ N и z ∈ L са својсвом
x = y + z.

Пример. Нека су J и A као у рехоном римеру, и нека јеN = {(a,−a) | a ∈ J}. То је заворен
омоул моула J ⊕A. С јене сране је

N⊥ = {(x, y) ∈ J ⊕A | 〈(a,−a), (x, y)〉 = a∗x− a∗y = 0 за све a ∈ J} = {(b, b) | b ∈ J},

и соаN ⊕N⊥ = J ⊕ J � J ⊕A, ј.N није ороонално оуњив. С руе сране,N uL = J ⊕A,
ако се узме L = {(0, x) | x ∈ A}, јер је (a, x) = (a,−a) + (0, x+ a).

Помоул N је ороонално оуњив ако и само ако осоји ороноална ројекција на њеа, ј.
ако и само ако осоји P ∈ Ba(M), ђ. P = P ∗ = P 2 и Px = x ако и само ако x ∈ N . Заиса, ако је
N ороонално оуњив, она јеM = N ⊕N⊥, а за x ∈M осоје јеинсвени y ∈ N , z ∈ N⊥ ђ.
x = y + z. Таа савимо Px := y. Орано, ако осоји ројекор P са назначеним својсвима она
је N⊥ = (I − P )(M). Деаљи се реушају чиаоцу.

ОПЕРАТОРИ

10.8. Дефиниција. Нека су M и N Хилерови C∗-моули на C∗-алером A. Како је већ
усановљено, M и N су и Банахови росори на C, е је, соа, L(M ;N) ску свих ораничених
C-линеарних ресликавања акође Банахов росор на C. Међу њима извајамо она ресликавања
која су A-линеарна, ј. она за која важи

T (x · a) = Tx · a, за све x ∈M,a ∈ A.

Такав ску означавамо саB(M ;N). Ако јеA = C не само а нема разлике измеђуL(M ;N) иB(M ;N)
нео и сваки оераор из B(M ;N) има ајунован. Ајунован оераор ефнишемо јенакошћу

(6) 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉

е је 〈·, ·〉, разуме се, ознака за A-вреноси скаларни роизво.
У ошем случају нема сваки оераор ајунован (виеи ример који слеи). Соа увоимо, као

осену класу, ску A-линеарних оераора који имају ајунован или који оушају ајуновање.
Тај ску означавамо са Ba(M ;N).
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Занимљиво је а из релације (6) неосрено слеи а је T A-линеаран и ораничен (а исо и за T ∗).
Наиме, есна срана јеA-анилинеарна о x, а аква мора ии и лева, оакле слеујеA-линеарнос,
ок заворенос слеује на виђен начин из еореме о завореном рафику. Заиса, ако xn → x и
Txn → y аа зо нерекиноси A-скаларно роизвоа имамо

〈Tx− y, z〉 = 〈x, T ∗z〉 − 〈y, z〉 = lim
n→+∞

(〈xn, T ∗z〉 − 〈Txn, z〉) = 0,

оакле је Tx = y.

10.9. Пример [оераоркоји нема ајунован]. Нека јеA = C[0, 1] и нека суϕn ∈ A, озиивне
функције чији је носач саржан у инервалу [1/(n+ 1), 1/n], и чија је норма јенака 1 (рецимо ео о
ео линеарне). На санарном моулу l2(A) ефинишемо ресликвање T са

T (x1, x2, . . . ) = (ϕ1x1 + ϕ2x2 + . . . , 0, 0, . . . ).

Нема сумње, реч је о A-линеарном ресликвању. Корекно је ефинисан, јер ре
∑+∞
n=1 ϕnxn конвер-

ира у норми росора C[0, 1]. Заиса, како је ϕnϕm = 0 заm 6= n о је

||
n+p∑
k=n

ϕkxk|| = max
n≤k≤n+p

||ϕkxk|| ≤ max
n≤k≤n+p

||xk|| ≤ ||
n+p∑
k=n

x∗kxk||1/2 → 0, n→ +∞.

Из исих разлоа виимо и а је T ораничен.
Међуим, ај оераор нема ајунован. Наиме, аа и морало а важи 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, а

ако означимо z = T ∗y, имамо (
+∞∑
n=1

ϕnxn

)∗
y1 = x∗1z1 + x∗2z2 + . . . ,

оносно узимајући y = (1, 0, 0, . . . ) и x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) е је јеиница на n-ом месу ϕn = zn,
оносно

T ∗y = (ϕ1, ϕ2, . . . ).

То међуим није моуће, јер ре
∑+∞
n=1 ϕ

2
n не конверира у норми алере A.

10.10. C∗-алера Ba(M). Нека су M и N Хилерови C∗-моули на A. Ску Ba(M ;N) је
увек Банахов росор. Наиме, јеносавно се роверава а из ||Tn − T || → 0 и Tn ∈ Ba(M ;N)
слеује а и T ∈ Ba(M ;N). Заиса, како је ||T || = sup ||Tx||M , е се суремум узима о свим
јеинчним векорима, о из ||Tn − T || → 0 слеује и а Tnx → Tx за сваки векор x ∈ M . Оуа је
T (xa) = limn→+∞ Tn(xa) = limn→+∞ Tnx · a = Tx · a.

Да исмо оказали а ранични оераор акође има ајунован, извеимо рво а је ||T || = ||T ∗||.
За јеинични векор x имамо

||T ∗x||2 = || 〈T ∗x, T ∗x〉 || = || 〈TT ∗x, x〉 || ≤ ||TT ∗x|| ||x|| ≤ ||T || ||T ∗x||,

ј. ||T ∗x|| ≤ ||T ||, оакле је (узимајући суремум) ||T ∗|| ≤ ||T ||. Орана нејенакос слеи јер је
T ∗∗ = T .

Оуа, ако ||Tn − T || → 0, она је низ Tn Кошијев, а је Кошијев и T ∗n и име конверенан. Лако
се роверава а су лимеси низова Tn и T ∗n јеан руом ајуновани.

СаBa(M) скраћено оележавамоBa(M ;M). Према рехоном,Ba(M) је Банахов росор. Он
је и Банахова алера, јер је из L(M) наслеђена нејенакос ||TS|| ≤ ||T || ||S||. Та Банахова алера
има инволуцију која је чини C∗-алером, јер је за јеинични векор x:

||Tx||2 ≤ || 〈Tx, Tx〉 || = || 〈T ∗Tx, x〉 || ≤ ||T ∗T ||,

а узимајући суремум налазимо ||T ||2 ≤ ||T ∗T ||. Орана нејенакос слеује из ||T ∗|| = ||T ||.

10.11. Сав [каракеризација озиивних оераора]. Нека је T ∈ Ba(M). Таа су слеећи
услови еквиваленни:

(i) T је озииван елемен C∗-алере Ba(M);
(ii) За све x ∈M важи 〈Tx, x〉 ≥ 0.
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Доказ. (i) ⇒ (ii). Ако је T ≥ 0 она је T = S∗S за неко S ∈ Ba(M), а имамо 〈Tx, x〉 =
〈S∗Sx, x〉 = 〈Sx, Sx〉 ≥ 0.

(ii)⇒ (i). Из услова (ii) осресвомоларизационо иениеаможемо закључии а јеT = T ∗.
Заиса, како је x+ iky = ik(y + (−i)kx), о је

4 〈Tx, y〉 =

3∑
k=0

ik
〈
T (x+ iky), x+ iky

〉
=

3∑
k=0

ik
〈
T (y + (−i)kx), y + (−i)kx

〉
,

а је

4 〈Tx, y〉∗ =

3∑
k=0

(−i)k
〈
T (y + (−i)kx), y + (−i)kx

〉
= 4 〈Ty, x〉 = 4 〈x, Ty〉∗ = 4 〈T ∗x, y〉∗ .

Зао је T = T+−T−, е су T+, T− ≥ 0 акви а је T+T− = 0. Како је и T 3
− ≥ 0, рема рехоном

смеру имамо
0 ≤

〈
T 3
−x, x

〉
= 〈T−(T+ − T )T−x, x〉 = −〈TT−x, T−x〉 ≤ 0,

оносно
〈
T 3
−x, y

〉
= 0 за све x, y ∈ M (оларизациони иение), оакле је T 3

− = 0. Оале је и
T− = 0, ј. T = T+ ≥ 0. �

10.12. Сав [каракеризација ораниченоси]. За T ∈ Ba(M) важи

(7) ||T || = inf{K | 〈Tx, Tx〉 ≤ K2 〈x, x〉 , за све x ∈M}.

Доказ. Како је 〈x, x〉 ≤ ||x||2 · 1, о за оне K за које је 〈Tx, Tx〉 ≤ K2 〈x, x〉 имамо 〈Tx, Tx〉 ≤
K2||x||2 · 1, оакле је ||Tx||2 = || 〈Tx, Tx〉 || ≤ K2||x||2. Зао је ||T || ≤ K, оносно важи ≤ у (7).

Шо се иче оране нејенакоси, из C∗-услова имамо 0 ≤ T ∗T ≤ ||T ||2I , оносно ||T ||2I −
T ∗T ≥ 0, е је са I означено иеничко ресликавање моулаM . Соа је рема рехоном саву

0 ≤
〈
||T ||2x− T ∗Tx, x

〉
= ||T ||2 〈x, x〉 − 〈Tx, Tx〉 .

�

10.13. Сав. Нека је T ∈ Ba(M). Таа је:
(i) kerT = ker |T |, и више ||Tx|| = || |T |x || за све x ∈M ;
(ii) kerT ∗ = T (M)⊥, и име (kerT ∗)⊥ = (T (M))⊥⊥ ⊇ T (M); међуим, у ошем случају се не

може осићи јенакос.

Доказ. (i) Као и у случају Хилерових росора имамо 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈|T |x, |T |x〉 и
оуа ||Tx|| = || |T |x|| оакле је kerT = ker |T |;

(ii) x ∈ kerT ∗ ако и само ако 〈T ∗x, y〉 = 0 за све y ∈ M , а како је 〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉 о је
еквиваленно са x⊥T (M). �

10.14. Сав [о оларном разлаању]. Нека је T ∈ Ba(M). Таа су слеећи услови еквива-
ленни:

(i) T има оларно разлаање у Ba(M), ј. осоји елимична изомеријаW ∈ Ba(M) аква а је
T = W |T |, kerW = kerT , kerW ∗ = kerT ∗,W (M) = T (M),W ∗(M) = T ∗(M);

(ii) омоули T (M) и |T |(M) су ороонално оуњиви;
(iii)M = ker |T | ⊕ |T |(M) = kerT ∗ ⊕ T (M).

Доказ. (i) ⇒ (ii) Ако осоји W , она су W ∗W и WW ∗ ројекори, слике их ројекора су
реомW ∗(M) = T ∗(M) иW (M) = T (M) и о су рема ??? оуњиви омоули.

(ii)⇒ (iii) Ако су омоули T (M) и |T |(M) оуњиви, она су зо рехоно сава њихове
орооналне оуне, реом, јенаке kerT ∗, оносно ker |T |∗ = ker |T |.

(iii)⇒ (i) Консруишемо ресликавање W : |T |(M) → T (M) са W (|T |x) = Tx. Оно је оро
ефинисано, јер ако је |T |x = |T |y, она x − y ∈ ker |T | = kerT , а је T (x − y) = 0, ј. Tx = Ty.
Доијено ресликавање чува A-скаларни роизво, јер је

〈W |T |x,W |T |x〉 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 =
〈
|T |2x, x

〉
= 〈|T |x, |T |x〉 ,

оакле лако на основу оларизационо иениеа налазимо 〈W |T |x,W |T |y〉 = 〈|T |x, |T |y〉. Оуа је
W ораничено, а се се може роужии о ресликавања на заворењу |T |(M) (које ое означавамо
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саW а не и комликовали ознаке). Најза,W је A-линеарно, јер су аква T и |T |, ј.W (|T |xa) =

Txa = (Tx)a = (W |T |x)a. ПресликавањеW роужимо нулом на |T |(M)
⊥

= ker |T | = kerT .
Саа консруишемо ресликавање V : T (M) → |T |(M) са V Tx = |T |x. Да је V A-линеарно,

а је изомерија, е а се може ороужии на заворење T (M) закључујемо слично као и малоре.
Осаје још а окажемо а је V = W ∗. Заиса, нека су x = x1 + x2, x1 ∈ ker |T |, x2 = Tz ∈ |T |(M)
и y = y1 + y2, y1 ∈ kerT ∗, y2 = Tu ∈ T (M). Таа је

〈Wx, y〉 = 〈Wx1, y1〉+ 〈Wx1, y2〉+ 〈Wx2, y1〉+ 〈Wx2, y2〉 .
Како x1 ∈ ker |T | иW |ker |T | = 0, о су рва ва саирка јенака нули, а имамо

〈Wx, y〉 = 〈W |T |z, y1〉+ 〈W |T |z, y2〉 = 〈Tz, y1〉+ 〈Tz, y2〉) = 〈z, T ∗y1〉+ 〈z, T ∗y2〉 .
Међуим, T ∗y1 = 0, а је

〈Wx, y〉 = 〈z, T ∗y2〉 = 〈z, T ∗Tu〉 =
〈
z, |T |2u

〉
= 〈|T |z, |T |u〉 = 〈x2, |T |u〉 .

Слично извоимо

〈x, V y〉 = 〈x1, V Tu〉+ 〈x2, V Tu〉 = 〈x1, |T |u〉+ 〈x2, |T |u〉 = 〈|T |x1, u〉+ 〈x2, |T |u〉 = 〈x2, |T |u〉 ,

јер је x1 ∈ ker |T |. Како је kerT ∗ ⊕ T (M) ус у kerT ∗ ⊕ T (M) = M , а ker |T | ⊕ |T |(M) ус у
ker |T | ⊕ |T |(M) = M , оказ је завршен. �

10.15. Преројиво енерисани моули. За Хилеров моулM кажемо а је реројиво енер-

исан ако у њему осоји реројив ску {x1, x2, . . . , xn, . . . } акав а је LinA{x1, x2, . . . } ус уM ,
оносно ако је сваки руи векор изM лимес коначнихA-линеарних коминација неко реројиво
скуа. Ску {x1, x2, . . . } називамо енераорски ску.

Основни ример реројиво енерисано моула је l2(A) на униалном C∗-алером A, у коме
је ску зв. азних векора en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), е је јеиница на n-ом месу, енераорски.
У оређеном смислу, ај ример је и јеини. Прецизније важи:

10.16. Теорема [Касаровљева о саилизацији]. Нека јеM реројиво енерисан моул на
A. Таа јеM ⊕ l2(A) ∼= l2(A).

Друим речима, сваки реројиво енерисан моул може се виеи као омоул моула l2(A).

Доказ. Преосавимо за очеак а је алераA униална, и са en означимо њене азне векоре.
Нека векори xn, n ≥ 1 чине енераорски ску моула M . Формирамо низ yn у коме се сваки о
веора xk ојављује есконачно мноо уа и ефинишимо ресликавање T : l2(A)→M ⊕ l2(A) са

(8) Tx =

+∞∑
n=1

1

2n
(yn ⊕ (1/2n)en) 〈x, en〉 , ј. Ten =

1

2n
yn ⊕

1

4n
en,

Таа се неосрено роверава а је

(9) T ∗(y ⊕ z) =

+∞∑
n=1

1

2n
en 〈y ⊕ x, yn ⊕ (1/2n)en〉 .

Твримо а је слика T (l2(A)) уса у M ⊕ l2(A). Заиса, зо (8), слика саржи све векоре
yn ⊕ (1/2n)en, оносно саржи све векоре олика xk ⊕ (1/2p)ep, ка о је yp = xk. Како аквих
инекса p има есконачно мноо, и како (1/2p)ep → 0, о заворење слике T (l2(A)) саржи векор
xk ⊕ 0. С руе сране, како је 0⊕ ek = 4kTek − 2kxk ⊕ 0, о и 0⊕ ek ∈ T (l2(A)).

Доказаћемо а |T | има усу слику, ако шо ћемо уврии а T ∗T има усу слику, шо је
овољно, јер је T ∗T (l2(A)) = |T |2(l2(A)) ⊆ |T |(l2(A)).

На основу (8) и (9) имамо Ten = 2−nyn ⊕ 4−nen и оуа

T ∗Ten = T ∗(2−nyn ⊕ 4−nen) = en(4−n 〈yn, yn〉+ 16−n1),

е је 1 ознака за јеиницу алере A. Елемен a = 4−n 〈yn, yn〉 + 16−n1 је инвериилан, јер је
a ≥ 16−n1, а је T ∗T (ena

−1) = en. Тако слика T ∗T (l2(A)) саржи све азне векоре, и соа је уса.
Како су заворења слика |T |(l2(A)), оносно T (l2(A)) јенака чиявим моулима M ⊕ l2(A),

оносно l2(A) она су оуњиви моули, а рема Саву о оларном разлаању осоји елимична
изомерија W аква а је T = W |T |. Како је у овом случају ker |T | = kerT ∗ = {0}, елимична
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изомерија W је, зараво, униарно релсикавање, и оно осварује изоморфизам између l2(A) и
M ⊕ l2(A).

Овиме је врња оказана у случају а A има јеиницу. У случају а A нема јеиницу, означимо
са Ã њену униализацију, и римеимо а је l2(Ã) · A = l2(A). Такође, како је већ наоменуо у
оељку 10.4M се може смараи и моулом на Ã, и аа јеM ·A = M – формула (3). Саа имамо

M ⊕ l2(Ã) = (M ·A)⊕ (l2(Ã) ·A) = (M ⊕ l2(Ã)) ·A ∼= l2(Ã) ·A = l2(A).

�

„КОМПАКТНИ“ ОПЕРАТОРИ И ЕКВИВАЛЕНЦИЈА У СМУСЛУМОРИТЕ

10.17. „Комакни“ оераори. За ва аа векора y, z ∈M ефинишемо ресликавање θy,z :
M →M са

(10) θy,z(x) = z 〈y, x〉 .
Зо Коши Шварцове нејенакоси θy,z је ораничен:

||θy,z(x)|| = ||z 〈y, x〉 || ≤ ||z|| || 〈y, x〉 || ≤ ||z|| ||y|| ||x||, ј. ||θy,z|| ≤ ||y|| ||z||.
Оераор θy,z има ајунован и о је θ∗y,z = θz,y јер је

〈θy,zx, u〉 = 〈z 〈y, x〉 , u〉 = 〈y, x〉∗ 〈z, u〉 = 〈x, y〉 〈z, u〉 = 〈x, y 〈z, u〉〉 = 〈x, θz,yu〉 .
Заворење A-линеарно омоача оераора олика (10) означавамо саKa(M), а њеове елемене

називамо „комакним“ оераорима. Назив оиче оуа шо се оераори олика (10) моу сма-
раи оераоримаA-рана 1 (слика им је саржана у омоулу zA), а њихове линеарне коминације
оераорима коначно рана. Међуим „комакни“ оераори немају својсво а ораничене скуове
ресликавају у релаивно комакне. Оуа навоници.

СкуKa(M) је восрани иеал у Ba(M). Наиме,

(11) Tθy,z = θy,Tz, θy,zT = θT∗y,z,

шо се лако роверава.
У овом ренуку, M има срукуру восрано A-B-имоула, е је B = Ba(M) или B =

Ka(M). Деаљније, о значи а се векор x ∈ M може с есна множии елеменима C∗-алере
A, а с лева елеменима C∗-алере B. Ово руо множење се свои на израчунавање вреноси
оераора T у ачки x, ј. T · x = Tx. Може лиM ии Хилеров C∗-моул на B = Ka(M) (или
на Ba(M)? У у сврху, орено је множење с лева ревории у множење с есна и увеси B-
вреносни скаларни роизво. Прво није ролем, може се учинии чиањем формула „о араски“.
Шо се иче скаларно роизвоа увоимо а са 〈y, z〉B = θy,z . Таа се формуле (11) моу заисаи и
као

T 〈y, z〉B = 〈y, Tz〉B , 〈y, z〉B T = 〈T ∗y, z〉B ,
оносно

〈y, z〉B T = 〈y, zT 〉B , T 〈y, z〉B = 〈yT ∗, z〉B ,
ако реврнемо ореак множења, и о чини а M осане Хилеров C∗-моул на Ka(M), али
и на широм алером Ba(M). Лоичнији изор је мања алера Ka(M), зо ефиниције уно

моула. Наиме, за моулM на A кажемо а је ун ако је заворење скуа 〈M,M〉 јенако A, ј. ако
су елемени олика 〈x, y〉, x, y ∈M уси у A. Тако јеM ун наKa(M), али у ошем случају није
ун на Ba(M).

10.18. Дефиниција [еквиваленција у смислуМорие]. Нека суA иB веC∗-алере. Кажемо
а је A Мориа еквиваленна алери B, ако осоји ун моулM на A, акав а је B ∼= Ka(M).
То оележавамо са A M∼ B.

У иању је релација еквиваленције. Да је A M∼ A оказујемо ако узмемо M = A. Таа
су оераори олика (10) θy,zx = z 〈y, x〉 = zy∗x, ј. θy,z = Lzy∗ , е је La ознака за оераор
лево множења са a. У иању је изоморфизам, јер је, наиме, Ka(A) ∼= A ⊗A A (ресликавање
A × A 3 (y, z) 7→ θy,z је A-илинеарно), ок се лако извои а је A ⊗A A ∼= A, уем ресликавања
y ⊗ z 7→ yz. Има ове мала ељанција са „звезовањем“... али ролази.
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Ако је A M∼ B уем моулаM , она је B M∼ A уем моулаMop који се оија оM чиањем
множења наоако (о араски). То нећемо чинии, нео ћемо само роверии како излеају оераори
олика θy,z на B ∼= Ka(M). Имамо

θy,z(x) = 〈y, x〉B z = θy,x(z) = x 〈y, z〉A ,
оакле ресликавање θy,z 7→ 〈y, z〉 осварује изоморфизам између Ka(Mop) и A (оа израза су A
илинеарна).

Најза, ранзиивнос. Ако је A M∼ B и B M∼ C, она осоје моули M и N на A, оносно
B, акви а је B ∼= Ka(M), C ∼= Ka(N). Формирамо моул N ⊗B M енерисан елеменарним
ензорима y ⊗ x, x ∈ M , y ∈ N уз инификацију yb⊗ x ∼ y ⊗ bx, за b ∈ B. Тај моул ће осварии
A
M∼ C.

10.19. Теорема [о моулу неизворноси]. Нека су A и B ве C∗-алере. Таа је A M∼ B ако
и само ако је Rep(A) ∼= Rep(B), е Rep(A) означава ску свих неизоморфних нееенерисаних
ререзенрација алере A.

Доказ. За саа ез оказа..... �

ДУАЛНОСТ

10.20. Дефиниција. Нека јеM Хилеров C∗-моул на A, Сама C∗-алера A је јеан Хилер-
ов моул на самом соом. Елемене скуа B(M ;A), а о су сва A-линеарна ресликавања
ϕ : M → A (која не морају имаи ајуновано), називамо A-линеарни функционали, само A-
функционали или росо функционали ако не осоји оаснос о зауне.

Ску свих A-функционала на M називамо уални моул, и оележавамо са M ′. На M ′ осоји
рирона срукура моула. Наиме, множење са a ∈ A заајемо са (ϕ · a)(x) = a∗ϕ(x), а саирање
са (ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x). Међуим, осоје оређене ешкоће риликом ефинисања скаларно
роизвоа наM ′.

Скаларни роизвои са фиксираним елеменом из M чине основни ример A-функционала.
Наиме, за y ∈M ресликвање ϕy : M → A заао са

(12) ϕy(x) = 〈y, x〉
је A-линеарно и ораничено, јер је ϕy(xa) = 〈y, xa〉 = 〈y, x〉 a = ϕy(x)a, и ||ϕy(x)|| = || 〈y, x〉 || ≤
||y|| ||x||. Оно има ајуновано, и о је ресликавање ϕ∗y : A→ M ао са ϕ∗y(a) = y · a. Да је заиса
реч о ресликвању које је ајуновано ресликавању ϕy виимо из

〈ϕy(x), a〉A = ϕy(x)∗a = 〈x, y〉M a = 〈x, ya〉M .

Тиме је заао ресликавање Φ : M →M ′, Φ(y) = ϕy . Ово ресликавање је A-линеарно.
Међуим, у ошем случају нису сви функционали зааи са (12), ј. ресликавање Φ не мора

иои „на“. (Дакле, не важи Рисова еорема о ререзенацији.) Ако је Φ „на“, ј. ако јеM ′ ∼= M она
кажемо а је моулM самоуалан.

10.21. Сав. Нека јеM Хилеров моул наW ∗-алером A. Таа је уални моулM ′ уални
росор, ј. осоји Банахов росор X акав а је X∗ ∼= M ′.

Доказ. A јеW ∗-алера и соа рема Сакаијевој еориме има реуал, означимо а са A∗ који
се сасоји о свих улраслао нерекиних функционала на A. Уочимо росор A∗ ⊗max M који је
оија комлеирањем алеарско ензорско роизвоа A∗ ⊗alg M у оносу на максималну норму∥∥∥∥∥

n∑
k=1

ϕk ⊗ xk

∥∥∥∥∥
max

= sup

n∑
k=1

||ϕk|| ||xk||,

е се суремум узима о свим расављањима ао векора на суму елеменарних ензора.
За ао ψ ∈M ′ (ј. ψ : M → A) формирамо ресликавање Λψ : A∗ ⊗max M → C са

(13) Λψ

(
n∑
k=1

ϕk ⊗ xk

)
=

n∑
k=1

ϕk(ψ(xk)).
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Десна срана ефиниције (13) је C-илинеарна, а је Λψ корекно ефинисано на A∗ ⊗alg M .
Покажимо и а је ораничено. Имамо∥∥∥∥∥Λy

(
n∑
k=1

ϕk ⊗ xk

)∥∥∥∥∥ ≤
n∑
k=1

|ϕk(ψ(xk))| ≤ ||ψ||
n∑
k=1

||ϕk|| ||xk|| ≤ ||ψ||

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ϕk ⊗ xk

∥∥∥∥∥
max

,

оакле је ||Λψ|| ≤ ||ψ||, а се Λψ које је формулом (13) ефинисано на A∗ ⊗algM може роужии на
њеово комлеирање A∗ ⊗max M .

Докажимо а је ||Λψ|| = ||ψ||. Нека је ε > 0 иx ∈M јеинични векор за који је ||ψ(x)|| > ||ψ||−ε.
Таа осоји низ нормалних функционала ϕn норме 1 акав а |ϕn(ψ(x))| → ||ψ(x)||. Јасно, важи и
||ϕn ⊗ x|| = ||ϕn|| ||x|| = 1, и оуа

|Λψ(ϕn ⊗ x)| = |ϕn(ψ(x))| → ||ψ(x)|| > ||ψ|| − ε = (||ψ|| − ε)||ϕn ⊗ x||,

оакле слеи ||Λψ|| ≥ ||ψ|| − ε. Тако је ||Λψ|| = ||ψ|| и оуа је рсликавање M ′ 3 ψ 7→ Λψ ∈
(A∗ ⊗max M)∗ изомеричко уаање.

Осаје још а окажемо а је ску

Λ(M ′) = {Λψ | ψ ∈M ′}

заворен у уалном росору (A∗⊗maxM)∗, јер ће аа ииM ′ ∼= Λ(M ′) ∼= (A∗⊗maxM/(Λ(M ′))0)∗,
е је (Λ(M ′))0 ознака за анихилаор скуа Λ(M ′). Нека је, акле, ψα мрежа аква а Λψα → F у
слаој-∗ оолоији росора (A∗ ⊗max M)∗, ј.

||Λψα(y)− F (y)|| → 0, за све y ∈ A∗ ⊗max M.

Између осало, аа је и за све нормалне ϕ ∈ A∗ и све x ∈M исуњено

(14) ϕ(ψα(x))→ F (ϕ⊗ x).

Међуим, за фиксирано x ∈M ресликавањеA∗ 3 ϕ 7→ F (ϕ⊗x) јеC-линеарно и ораничено (норма
не ревазилази ||F || ||x||), а како је (A∗)

∗ ∼= A о осоји ψ(x) ∈ A, акво а је

(15) F (ϕ⊗ x) = ψ(x)(ϕ) = ϕ(ψ(x)).

Пресликавање ψ је очилено C-линеарно. Докажимо и а је A-линеарно. Множење елеменима из
A је улраслао нерекино, а ако је ϕ нормалан функционал, она је и ϕa зааа са ϕa(x) = ϕ(xa)
акође нормалан. Соа на основу (14) и (15) имамо за све ϕ ∈ A∗

ϕ(ψ(xa)) = F (ϕ⊗ xa) = lim Λψα(ϕ⊗ xa) = limϕ(ψα(xa)) =

= limϕ(ψα(x)a) = limϕa(ψa(x)) = F (ϕa ⊗ x) = ϕ(ψ(x)a).

Како A∗ разваја ачке, о је ψ(xa) = ψ(x)a, оносно ψ ∈ M ′. Тако је зо (15) Λ(M ′) заворен у
(A∗ ⊗max M)∗ чиме је оказ завршен. �

Зааци

1. а) Нека су B ⊆ A ве C∗ алере, и нека је E : A → B линеарно ресликавање акво а је
E2 = E, и ||E|| = 1. Доказаи а за свако a ∈ A важи E(a∗a) ≥ 0, као и а за све a ∈ A и све b1,
b2 ∈ B важи E(b1ab2) = b1E(a)b2. (Такво ресликавање назива се условно очекивање.)

) Нека су B ⊆ A ве C∗ алере, и нека је E : A → B условно очекивање, које је рие ачно,
ј. из a ≥ 0 и E(a) = 0 слеује a = 0. Доказаи а се A може оремии срукуром рехилерово
C∗-моула ако се скаларни роизво ефинише са 〈x, y〉B = E(x∗y).

2. Нека је M розивољан Хилеров C∗-моул на C∗-алером A. Доказаи а за све x ∈ M
важи

x = lim
ε→0+

x 〈x, x〉 (〈x, x〉+ ε · 1)−1.

Како умачие ову јенакос ако алера A није униална?
3. Нека је A W ∗-алера, и нека је M Хилеров C∗-моул на A. Доказаи а осоји z ∈ M

акво а је x = z 〈x, x〉1/2. (Поларно разлаање.) Примером оказаи а резула не важи ако A није
W ∗, већ само C∗-алера. Показаи а аа иак осоји zα са својсвом x = zα 〈x, x〉α, ка о је
0 < α < 1/2.
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4. Нека јеM омоул санарно моула l2(A), и нека јеM алеарски коначно енерисан, ј.
осоје x1, x2, . . . , xm ∈M акви а је

M = {
n∑
k=1

xkak | ak ∈ A}.

а) Доказаи а је ску несинуларних елеменаа у M⊥, (ј. оних елеменаа x ∈ M⊥ за које је
〈x, x〉 инвериилно у A) ус уM⊥;

) Показаи а јеM ороонално оуњив.
5. а) Нека јеA роизвољнаC∗-алера, и r : A→ A линеарно ресликавање за које је r(a)∗r(a) ≤

Ka∗a за све a ∈ A, и неку фиксирану консануK > 0. Доказаи а је аа r(a) ≡ r(1)a;
) Нека су M и N Хилеррови моули, и T : M → N ресликавање за које важи 〈Tx, Tx〉 ≤

K 〈x, x〉 за све x ∈M и фиксираноK > 0. Доказаи а је T јено A-линеарно ресликавање.
6. Нека јеM роизвољан Хилеров C∗-моул на C∗-алером A.
а) Доказаи а за све x ∈ M осоје z, u, v ∈ M акви а је x = θu,v(z). [Савии u = v =

limε→0+ x(ε+ 〈x, x〉1/3)−1.]
) Доказаи а јеM 〈M,M〉 = M .
7. а) Нека јеMn(C) ознака за све марице на C формаа n× n. Доказаи а је C M∼ Mn(C), а

извеси закључак а (о на изоморфизам) осоји само јена нееенерисана ререзенација алере
Mn(C).

) Доказаи а је C M∼ S∞, ј. а је C Мориа еквиваленна алери свих комакних оераора
на сеараилном Хилеровом росору. Извеси закључак: осоји само јена (о на изоморфизам)
нееенерисана ререзенација алере S∞.

8. Ако је A униална и M роизвољан, она је Ba(M ;A) ∼= M . [За ϕ ∈ Ba(M ;A) размории
ϕ∗(1).]

9. Нека је M самоуалан, а N роизвољан Хилеров C∗-моул на A. Доказаи а сваки
ораниченA-линеаран оераор T : M → N има ајунован. Друим речима, B(M ;N) = Ba(M ;N)
о условом а је оменM самоуалан.

10. а) Доказаи а је An самоуалан моул;
) Доказаи а је уални моул моула l2(A) јенак

l2(A)′ =

(xn)n≥1 | xn ∈ A, ||(xn)|| = sup
N≥1

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

x∗nxn

∥∥∥∥∥
1/2

< +∞

 ;

11. Нека је H сеараилан Хилеров росор, и A = B(H). Нека је аље H =
⊕+∞

i=1 Hi, е су
сви Hi ≤ H есконачно имензионални, и нека су ui : H → Hi ооварајуће изомерије. Доказаи
а је ресликавање

S : A→ l2(A)′, S(a) = (aui)i≥1

изомерички изоморфизам. [Показаи а је S−1 заао са S−1((xn)n≥1) = w∗ − lim
∑
i xiu

∗
i .]




