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1. MIPEIEJ HEOIIXOAHUX OPE3HAIbLA

MPOCTOP C(K)

1.1. MotuBanuja. [loueB on apyre romgmHe, y TOKY OCHOBHHX CTyAHja IT0oOpoO je MpoydeH HMpoCTop
C'a, b] Henpeknauux QyHKIHMja HA CETMEHTY [a, b]. M3Mely ocrasor qoka3aHo je Aa je ped 0 KOMILIETHOM
pocTopy, Aakie banaxoBom, 3aTUM perpe3eHTaluja AyaIHor IpocTopa

Cla,b]" 2 NBV]a,b],

npu yemy ¢ynkuonany A € Cla, b] onropapa HopManu3oBaHa QyHKIMja OrpaHUYEHe BapHjalnje g U BaxH
pernpeseHTaiyja nomohy CTuntjecoBor UHTerpaa

b
(H A(f) :/ fdg.

Hajsan nokasaHo je 1a je ckyn noinaoMa ceyza ryct y Cla, b] - Bajepuitpacosa Teopema.

CBa HaBeleHa CBOjCTBAa MOry ce mpeHetw Ha ommrruje npocrope C(K), rae je K Hekn KoMImakraH
Xaycmopdos Tomonomkn npocrop. KomrmierHoct npocropa C'(K) 3axTeBa caMO MEXaHHUKY [Ipepajy
nokaza xommnernoctu Cla, b] Te ce u3ocTaBiba.

1.2. Texumukajema. Tomoiorujakoja je jeTHOBPEMEHO KOMITAKTHA M Xaycaop(doBa He MOXKe ce 3HaYa-
jHO IpoMmeHuTH. JlomaBame HOBUX OTBOPEHHX CKyIoBa Moryhe je caMo Ha padyH ryOMTKa KOMITAKTHOCTH, a
M30CTaBJbaEk-E¢ HA pauyH I'youtka 15 akcuome cemaparje. Ilpersauje Baxu TBpAmba:

Hexa cy na cxyiy K sagaiiie gse wmioiionoiuje, komiakiina » u Xaycgopgosa X, maxee ga je »x 2O X.
Taga je » = x.

Joxka3s. Jloka3 oBe TBpAME OClIamba Ce Ha JABE JeHOCTABHE YHEECHUIIC - 1A j€ Y KOMIIAKTHOM IIPOCTOPY
CBaKH 3aTBOPEH CKYII Yj€HO U KOMIAaKTaH, J0K y XaycnopdoBoM Bakk 00paTHO, CBaKM KOMIIAKTaH CKYI je
3aTBopeH. J{okas ce Moxke Hahu y [PynuH dyHKumoHanHa, onesbak 3.8.] O

Ilpumegba. ObpaTHa HHKITY3H]ja je Moryha Kako MoKasyje MpuMep HHANCKPETHE (KOja je KOMITaKTHA) U
nmuckpetHe (koja je Xaycaopdosa) Tononoruje.
1.3. PucoBa Teopema o penpe3seHTanuju. Baxu nsomopouzam
C(K)" = M(K),

rie je M(K) npoctop cBux KoMJIEeKcHHX BopenoBux mepa Ha K ca yoOuvajeHuM orepaiujama 1 HOpMOM
[lel] = |u|(K) (Ju] je o3Haka 3a myHy Bapujanujy mepe p). Ipu Tome, ako dyHKIHoHaNy A onroBapa Mepa
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{4 OHJIa BaXKH penpe3eHTalmja
A(f) = / fdu.
K
Joxas. Jloxa3 ce moxe Hahu y [PynuH peanxna n komiekcHa, Teopema 6.19.] (]

Ilpumegba. Pucosa Teopema je yommreme dhopmyie (1), jep moctoju Oujekunja usmely gpyHkuuja us
N BV]a, b] u komnekcuux bopenosux mepa Ha [a, b].

IIpumegba?. Ucra penpesenranuja Baxu u Ha mpoctopy Co(€), rae je {2 nokanHo komnakras, a Cy(€2)
CKYII CBUX HENPEeKUIHUX (DYHKIIH]ja KOje ce aHyInpajy Y OECKOHAYHOCTH, Tj. CBUX Henpekuauux f : ) — C
TaKBHUX Ja 3a cBe £ > 0 mocroju kommakt K C () taka na3a x ¢ K Baxu |f(z)| < e.

1.4. Teopema [CTon-Bajepmrpac]. a) (peannu ciyuaj) Heka je A C Cr(K) - mpocTop peanHoBpe-
HOCHHX HENpeKUIHUX QyHKIHKja Hal nosbeM R. AKo cy ucrymeHH cienelinl yCciioBu:

(1) A je anrebpa, To ject f,g € A, « € Ruosnaun f + g, af, fg € A;

(i) A canpxu Oap jeqHy KOHCTaHTHY GyHKUH]Y;

(i4i) A pasnsaja Tauke, To ject 3a cBe x,y € K nocroju h € A takso 1a je h(z) # h(y),
tana je Arycray Cr(K).

6) (komrutekcuu ciaydaj) Heka je A C C'(K). Axo cy uciymeHH cieelid yCIoBH:

(1) A je anrebpa, o ject f,g € A, « € CmoBnauu f + g, af, fg € A,

(i) A canpxu Oap jeqHy KOHCTaHTHY GyHKUH]Y;

(i4i) A pasnsaja Tauke, To ject 3a cBe x,y € K mocroju h € A takso na je h(x) # h(y);

(iv) A je 3aTBOpeHa 3a KOMILIEKCHO KOHjyroBame, To jecT f € A mosnaun f € A,
tangaje Arycray C(K).

Jloka3z. a) buhe u3BeneH y HEKOIMKO KOpaka.

1° Akoje 0 < f € A, onnma \/f € A. He rybu ce Ha OMIUTOCTH, aKO C€ MPETIOCTaBH aa je f < 1.
VYounmo ¢yakumjy ¢ = 1 — f > 0 koja taxohe mpumana A U HCKOPHCTEMO MakKJIOPEHOB pex » . ant™
dyukimje t — /1 —t koju koHBeprupa paBHoMepHo 1o t € [0,1]. Tana 3amenom ¢ = g(z) Hama3sMMoO
Vf=+v1T—g=>"a,g" uKoHBeprenuuja je paBHOMEPHa, TO jecT 110 Hopmu mpoctopa C'(K), a cabupim
npunanajy A jep je ped o anre6pu.

2° Axo f, g € A, ouga min{f, g}, max{f,g} € A. Ipumerumo, npe cpera na (36or 1°) h € A
nosnauu |h| € A, jep je |h| = Vh - h. Jlame

min{f,g} = 5(F+g—1f ~gl)  max{f.g) =3 (f+g+1f o)

u mpuMeTHMO 1a je A Takohe anreGpa jep cy omeparnmje HempeKHIHE y Max HOPMH (MHOXKEEE 300T
OrpaHM4YeHOCTH QYHKIIHja).

WHanyknmjoM 1 3a min ¥ max KOHAYHO MHOTO (DyHKIHja.

3° 3aceake uBe z,y € K ncee A, 4 € R nocroju h € A ca cojerBom h(x) = A u h(y) = p. 3aucra,
nocroju hy € A ca cBojctBoM hg(x) # ho(y), a 3a h yamemo « + Bhg, toe ce o u  nobujajy pemiaBameMm
2 X 2 cucTeMa JIMHeapHUX je[HA4YMHA Yrja je nerepmunanta ho(y) — ho(x) # 0.

4° 3a naro f € Cr(K), natoy € K u cBe € > 0 nocroju h, € A taksa na je hy(z) < f(x) + € 3a ce
x € Kuhy(y) = f(y). 3aucra, nexa cy z,y € K naru. Ioctoju (360r 3°) hy., € Atj. hy (z) = f(z) 1
hszy(y) = f(y). Puxcupamo y u 3a ce x € K younmo oTBopene oxonuse U, , TakBe 1a je 3a cse z € Uy,
hay(2) < f(2) + €. (TakBe OKOIHHE IIOCTOjE jep Ccy cBe HaBeAcHe dyHkuuje Henpekuane.) Oxonune Uy 4,
x € K mokpusajy KoMIakT K, ma mocToju mUX KOHaYHO MHOTO Koje Takohe mokpusajy K, pemumo Uy, 4,
1< j < m. Yamemo hy = min; by, 4.

5° 3a nato f € Cr(K) u ce ¢ > 0 moctoju h € A Taksa na je f(z) —e < h(z) < f(z) + € 3a cBe
x € K. 360r 4° 3a ce y noctoju hy, € Atxj. hy(y) = f(y) u hy(z) < f(x) + . Onabepemo oxomnune V,
y Kojuma Baxku hy > f — . One nokpusajy K na nocroju lHX KOHAYHO MHOTO Koje Takohe nokpusajy K,
permmo V, ;> 1 < j < m. Yamemo h = max hyj.

Taxo je Arycray Or(K), a Tume u A.

6) [Tocmarpajmo ckyn Ag KOju ce cacToju o peaJHOBpenHoCHUX QyHKiMja u3 A. Taj ckyn je ounto
anredpa u caapku KOHCTaHTHE (yHKHje. Ja OucMo mokasaiu fa pasaBaja Tauke, mpuMeTuMo na u3 f € A
cnenu u3 wetspror ycnosa f € A,uorynaRe f = (f + f)/2ulm f = (f — f)/2 € Agr. 3a 6uno koje /8e
x,y € K nocroju f € Atnj. f(x) # f(y). Tama je Re f(x) # Re f(y) win Im f(x) # Im f(y). Ipema
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nperxonHoM sieny Ag je rycra y Cr(K). Jlako npuBoguMmo Joka3 kpajy, jep 3a f € C(K), dyukuuje
Re f u Im f npunanajy Cr (K) u mory ce anpokucmupard ¢yHkiujama u3 Ag, peaumo g u h. Mehyrum,
g + ih € A urortoso. O

1.5. Mocneauue. AnreGpa MoJMHOMA pa3/iBaja Tauyke HA CEIMEHTY [a,b], anrebpa MOJIMHOMA 1O N
NIPOMEHJBUBHX DPa3jiBaja Tauke Ha KOMITAKTHOM MOJCKYIy mpoctopa R™ m anrebpa TpHUroHOMETpHjCKUX
HOJIMHOMA pa3/Baja Tauke Ha [a, b] ofakiie ciee pa3inIuTe KIaCHIHe BAPHUjaHTE TeOpeMa O allpOKCHMAILIH] .

IIpumegba. Ako ce MOCTYIaK ONMKCAH Y IPETXOMHOM [OKa3y MpUMeHH Ha aiareOpy noimaoma y Cla, b]
OHJIa ce HempeKuAHa (YHKIMja HajIpe anpoKCHMHpPa W3JIOMJBCHOM JIMHHjOM, a OBa IOJIMHOMHMA. To ce
BUJM jep ce 3a hs ¢ MOTY y3€TH JIMHeapHe QyHKIHje

TOIIOJIOIKHU BEKTOPCKHU ITPOCTOPHU

1.6. Jedpununmja. Touonowru eexiiopcku wpociop (ckpaheano TBII) je BexTopckm mpoctop X
onpemsbeH XaycaoppoBOM TOMOIOTHjOM Tako [a Cy omepeuanje cabupama Bexropa X X X 3 (z,y) —
x + y € X u MHOXema Bektopa ckanapoM C X X 3 («a, ) — ax € X HenpekujaHe.

300r HEMPEKUIHOCTH CabUpama BUIU CE JIa je TaKBa TOMOJIOTH]ja TPAHCIATOPHO WHBAPHjaHTHA, 114 je 3a
CHO M03HABALE JJOBOJFHO 3a]aTH Oa3HE OKOJIMHE jEeIHE TauKe, jep ce OcTal 0a3HU CKYIOBH MOTY J0OUTH
BUXO0BOM TpaHcianujoM. PasymibiBo, Ta jenHa tauka 6uhe no npasuiy 0.

3a TOMONOIIKHA BEKTOPCKU MpOocTop X Kaxe Ce Oa je JOKAIHO KOHBeKCaH aKo MOCTOJH CHCTeM Oa3HHX
OKOJIMHA (HyJIe) KOjU Ce CacTOjH Ol KOHBEKCHUX CKYIIOBa.

Jlyannu tipocitiop TOTOJOMIKOT BeKTOpCKOr nmpoctopa X (y o3Hauu X *) je CKyINl CBHX HENPEKHIHHX
nuHeapHuX GyHKIHOHaNa. Jlakie

X" ={p: X — C| ¢ je nuHepana U HEMPEKU/IaH }.

JacHo je ma je X* Bextopcku npoctop. KacHuje hemo BumeTn kako u Ha KOjU HAYMH C€ OH MOKE CHa0IeTH
CTPYKTYPOM TOHOJIOLIKOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.

1.7. Cucremu nmosyHopmu. [lonyropma Ha BekTopckoM mpoctopy X je dyukimja p : X — R 3a kojy
BaXKH

(i) pla) > 0;

(1) plaz) = |ajp(r)3ace Cux € X;

(iid) p(z +y) < p(x) + p(y).
JakJie, 10 HOpMe HeZoCTaje yeioB Henerenepucanoctu: p(x) = 0 akko z = 0.

3a (haMuITHjy TIOTYHOPMH P;, ¢ € I Ha BEKTOPCKOM MPOCTopy X KaXKEMO Jla pa3geaja iiauke ako 3a CBE
0 # x € X mocroju unmexc i taj. p;(x) # 0.

Axo dammnmja noayHopMu (p; ) ;e pa3iBaja Tauke, OHAA ce 3a Ga3He OKOJIMHE HyJIe MOTY Y3€TH CKyIIOBH

Bil)l7P21-~7Pn7817---,€n = {33 €X ‘pl('r) <E1y..- 7p7l(x) < é‘n}.

ba3ne oxonmHe Tauke x( ce J00Mjajy 3aMEHOM X ca x — X Y TOpH0oj popmynu. bes ryouTka ommTocTH, CBH
€TICUJIOHU MOT'Y OMTH UCTH, jep X MMa KOHAYHO MHOTO. YMeCTO 0a3HUX OKOJIMHA, MOTY Ce 33/1aTu cy0ba3He
OKOJIMHE Kao

Spe ={x € X |p(x) <e},

jep je Tama ounTo

n
Byp..pneryen = ﬂ Spj}e]w
j=1
Tomosnoruja [o6KjeHa Ha ONMCAHU HAYKH j€ YBEK JIOKAJIHO KOHBEKCHA, 300T ycioBa (i44) y nebuHumju
IIOJIYHOPME.

1.8. IIpumepn.
(1) Ipoctop mpobHux ¢PyHKNMja D 49uju HOCAd je caipaH y KoMmakrty K ce 3amaje CHCTEMOM
MIOJTYHOPMH

prN(f) = max gleagla (@),



JIOK ce TpocTop npobHuX (QyHKIHMja 3a/aje IPEKO T3B. MHAYKTHBHOT JIMMeca, 0 yeMy oBae Hehe
ourtu peun

(2) TIpocrop auctpubyumja ce 3aaaje Kao gyainnu npocrop D' = D*,

(3) TIpocrop H(f2) xomomopduux dyHKHMja y obiactH ) ca T3B. HOPMAJIHOM KOHBEPIEHIIH]jOM
(paBHOMEPHOM Ha KOMITAKTHMA) 3a/1aj€ C& CHCTEMOM IOJIyHOPMH

pr(f) = sup | f(2)], K €.
zeK

(4) Hexa je E banaxos mpocrop. Hema HopMe koja Ou onucana cnaly koHBepreHuujy y . Mehytum
MIOCTOjU TONOJIOTHja 3a/iaTa CHCTEMOM IIOJTyHOPMH

pa(z) = |A(2)), A e E".

(HapagHo, He MOpajy ce y3eTu CBU (DYHKIMOHAIIH - MOXKE Ce 071adpaTH HeKH (pyHIaMeHTalIaH CKYII.)

(5) Ilperxomnu npuMepu Cy CBU OMIIM JIOKTHO KOHBeKCHH. EBo jenuor koju Huje. Hekaje 0 < p < 1,
u (X, p) npocrop ca mepom. Cxyn LP(X) ce He MOXKe HOPMUPATH Ha CTaHIapaH HAYKH, jep He
BaXH HEjeqHAKOCT MHUHKOBCKOT, ajlii IIOCTOjU METPHUKA

dy(f,9) = / |f —glPdp (Ge3 creneHoBama ca 1/p!).
X

Ta meTpuka resepuiie oaroapajyhy tomonorujy.

1.9. O ayaanom mpoctopy. Iloctoju oarosapajyhe yommreme XaH-baHaxoBe Teopeme, aid OHO HE
BakH 0€3 IPeTHoCTaBKe O JOKAIHOj KOHBEeKCHOCTH. Tek Taja je Moryhe gokas3aTu a ocToje HeTpHUBHUjallHU
Henpekuaud gpyukiuonanu. W Buine, Moryhe je nokasatu ga KyanHu npoctop X * uma J0BOJBHO Gorary
CTPYKTYpy Ja pas3[Baja Tauke, OMHOCHO jaa 3a cBe x,y € X mocroju A € X* takBo ma je A(z) # A(y).
Bes yciioBa JlokaHe KOHBEKCHOCTU MOTY ce 100MTH HeoOM4YHu pe3yitard. Ha npumep, 3a 0 < p < 1 Baxu
L?(0,1)* = {0}, omHOCHO Ty je jenuHM HempekuaaH (QYHKUHOHAT TpuBHjanaH. IlOCIeqH pe3yiTar je
CTPHUKTHO Be3aH 3a uaTepsain (0, 1), jep 3a 0 < p < 1 3a mpocrope Hu30Ba Baxku (IP)* = [*°.

Craba * iioiionoiuja Ha JyarHOM TIpocTopy X * je Tomosoruja 3axara nomohy nosynopmu

pe(p) = lp(z)]  zeX,

OIHOCHO Ped je 0 MOJIyHOpMaMa Koje MOTHYY OJ M3pauyHaBawa (QyHKUMOHANa y Taykd. OBE IOIyHOpME
OYMTO pa3zBajajy Tauke. To je MpUpOAAH HAUMH Jla ONPEMHMO IyaJHH MPOCTOP JIOKATHO KOHBEKCHOM
TOTIOJIOTH]OM.

MehyTtum, ako je monasuu npoctop X banaxos, To je Beh Tpeha Tomosoruja Kojy yrmo3HajeMo Ha lbeMy
(npu ToMe u Hajcmabuja). Hawmme, na X* Beh mocroju Tomosoruja MHAYyKOBaHa HOPMOM, Kao M ciaba
TOIOJIOTHja, KOja OTHYE OJ] HOIYHOPMH

palp) = [A(p)l,  AeX™,

U Ko0ja, y ciyuajy kaga X Huje pedieKCUBaH, MOXe OUTH CTPUKTHO jaya oJf cade *.
Crienjanan ciiyyaj cynade * KOHBEPIeHIIMjE je KOHBEPIeHIIMja Y 3aKOHY PacIofielie, o3HaTa 13 Bepo-
BarHohe.

Crnemu criucak TBphema koja MOTy OUTH Of KOPHCTH.

1.10. Cras. Heka je E banaxos mpoctop 1 () C E koHBekcaH ckyi. Taza je () 3aTBOpEH ako U caMo
aKo je c1abo 3aTBOpEH.

Ilpumegba. OOpaTHa UMIUIMKaNWja je TPUBHMjaJIHA, JOK jé OHA JUPEKTHA ITOCIEINIa KOHBEKCHOCTH.
Cin4Ha TBp/Ea HE BaXKH 32 OTBOPEHE CKYIIOBE.

1.11. Teopema [banax-Anaoriuy]. Heka je V' okonuHa y TOmosomkoM BeKTOpckoM mpoctopy X . Tama
je \beHa monapa
Ve={peX"||p(x)|<lzacsez €V}

€11a0bo * KOMIAKTaH CKYII.

Ilpumegba. Kana je X banaxo mpoctop, Taaa ce Hajuemhe 3a V' y3uma jequHudHa JjonTa. Taxa je V'°
jeAMHUYHA JIONTa y AyaqHoM mpoctopy. Otyna y baHaxoBUM MpocTOprMa BaXku TBPAA J1a j€ jeAHHUYIHA
JIONTA Ha JIyaJTHOM MPOCTOPY c1abo * KOMIAKTaH CKYII.
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Joxa3. Moxe ce Hahu y [Pynun ¢ynkiuonanna, Teopema 3.15.] O

1.12. Kpajmwe Tauke. Heka je X (0Ou4aH) BEKTOPCKU MPOCTOp, U Heka je () C X KOHBEKCaH CKYII.
Tauka a € ) HasuBa ce kpajpa wauka (ckymna () ako u3z b,c € @, 0 € [0,1] ua = 6b+ (1 — 0)c cnenn
a = b = c. JlpyruMm peunma, Kpajibe Tauke KOHBEKCHOT CKyTia Cy OHE KOje Ce He MOTY MpPEICTABUTH Kao
KOHBEKCHA KOMOWHAIHja HEKUX IPYTHX Tauka TOT CKyIa.

1.13. Teopema [Kpeju-Muaman|. Heka je X TBII, Takas ma X * pa3nBaja Tauke, u Heka je K C X
KOMIAKTaH KOHBeKcaH ckym. Tama je K = co Ky, tne je K ckym kpajiux Tauka ckyna K u co Ky =
{0+ (1-0)y|z,y € Ko,0 <6 <1} kouBekcan omoray ckymna K.

Joxka3. Moxe ce Hahu y [Pynnn ¢pyrknmonanHa, Teopema 3.21.] O

1.14. KomenTapu. Ilpema Munbemy ayTopa MeT TeopeMa 3aciIyXyjy ermuTeT ,,KaMeH TeMeJball' PyHK-
nroHaHe ananuse. I1pee Tpu, Xan-banaxoa, banax-1lltajaxaycoBa u TeopeMa 0 OTBOPEHOM ITPECIINKABAY
o0palyjy ce Ha ocHOBHUM cTyaujama. YeTBpTa U nera cy Anaontyosa 1 KpejH-MunmaHoBa.

ITocebHo, KOMOWHaNH]ja TTOCIIEAkE ABE ITOKa3yje ce Kao MONHO OpyIKje IIPH TOKAa3UBamky Ja HeKu baHaxos
MIPOCTOp HE MOXKE OMTH Tyai HEKOr Apyror mpoctopa. Hamme, ako To jecte, oHIa je mpema AJaoriyoBoj
TEOpEMH 3aTBOPEHA jeJMHUYHA JIONITa KOMITAKTaH M KOHBEKCaH CKyN y ci1aboj * tomonorju. Ilpema KpejH-
MuIIMaHOBOj TEOpPEMH OHA C€ MOpa MOKJIOMHUTH Ca 3aTBOPEHEM KOHBEKCHOT OMOTaya CKyIa CBOJUX KpajbuX
Tayaka. OTy/a je JOBOJbHO MpoHahy Kpaje-e TauKe jeIMHIYHE JIOTTE M aKo X HeMa (kao y ciy4ajy L1(0, 1))
WK UX uMa npemaio (kao y ciyvajy C[0, 1]) momasumo no xounrpaauknuje. [10ceGHO je 3aHIMIBHBO LITO
ce poOIieM CBeo Ha HAJIAKEHE KPajIbIX Tadaka Koje UMajy YUCTO anredapcKo CBOjCTBO, HE3aBUCHO O OHIIO
KaKkBe HOpME WM MeTpuke. Jour mpocTHje, ,,00iK jeqUHIYIHE JONTE je HeKH ITyT MpeTpeKa 3a MOCTojame
npen-gyana.

HHTEI'PAIMJA U AHAJIMTUYHOCT Y BAHAXOBUM ITPOCTOPUMA

1.15. Tlojam ciagor murerpana. Hekaje (X, 90, 1) mpocrop camepomu f : X — E dyHkuuja kojara
npeciimkasa y Heku banaxos rpocrop E. VHrterpamuja TakBe QyHKIHje Ce jeTHOCTABHO MOXeE JIe(HHUCATH
0 KOOpOWHATaMa y CIIy4ajy Kama je ' xoHauHe nuMmeHsmje. Y OMIITEM CIy4ajy CTBapH Ce€ KOMIIHKY]Y.
Henocpenno yonmreme MHTETrpanyje 1Mo KOOpAWHATaMa je IojaM c1abol uHilieipana KOju Ae(puHUImEMO
OBAKO:

Kaxemo na je f : X — E cnaGo nnrerpabuina, ako 3a cee A € E* nocroju unterpan [, Af dyu (qime
cMo nipehyTHO mpernocTaBuiuM MEpJbUBOCT CBUX (yHKImja A o f, Tj. cinaby Mep/bHBOCT) M aKO MOCTOjU
x € E ca cBojcTBOM

/Afdu:Ax, 3acBe A € E*.
X

IIpobnem je y oBoM ,,ako mmocToju™, jep je HajBehn mpobdieM cirabor MHTerpaia NMUTake HBeTOBE er3Hc-
TeHIIHje, UCTHHA Y F, jep je mpecnuKaBame

E*BA»—>/ AfdueC
X
OUMITIEIHO JIMHEAPHO, a y3 MaJio cpehe 6uhe u orpaHudeHo, Te 0Tyza MoCcToju ¢ € E** TakBo 1a je

/ Af du = p(A),
X
alli TO OHJIa 3HAYHM J1a j& Hall CJJa0u MHTErpa ,,[100erao” y Apyru ayail.

1.16. Iojam BoxuepoBor unTerpaga. boxuepos uiv jaxu unitielpan NeHUHUIIEC CE MOCTYITKOM KOjU
yommitaBa KoHcTpykuujy JleberoBor mnTerpana. [lonmasu ce onm mpocTux MepibUBHX (YHKIHja, OOIHKA
>_;ajXa;, tae ¢y a; € E enementu Banaxosor npoctopa u A; € 90 Mep/bUBU CKYIOBH, 32 KOje KakeMOo
Zia ¢y uHTErpabuIIHe, ako NocToju 301p ), ajiu(A;) =: Ix >_jajXa; du. 3atnm 3a pyuxumjy f: X — E
Ka)XEMO [Ia je MHTErpabHiIHa, ako MOCTOjH HU3 MPOCTUX MHTErpaOuiHuX (yHKuuja s; Takas ga ||f(z) —



6

sj(x)||g — 0, p ckopo cByna, U BbeH HHTErPaN ACHHHULIEMO KA0 jaAKH IUMEC

lim/sj du.

[okasyje ce na pe3yarar He 3aBUCH o1l H300pa HU3A MPOCTHX (PYHKIH].

1.17. Yenoeu Boxnep-unrerpaduianocru. Hexa je (X, 9, 1) mpoctop ca MepoM, MOXKe GUTH B KOM-
wiekcHoMm, F Banaxos npocrop u f : X — E. Tana je f unrerpabunna y BoxHepoBOM CMECITY ako B CamMo
aKo Baxe ciezneha Tpu ycnosa:

() S5 11 dlp] < 4005

(#4) mocroju cenapabunan nornpocrop Ey < F, takas na f(X) C FEy;

(7i1) dyukumja f je cnabo MepsbuBa, Tj. 3a cBakd QyHkumonan A € E* je dyukuuja A o f mepsbusa.

Venosu (4¢) U (i41) y KOHjYHKIUJH HA3UBAJY C€ jaKd MEp/bUBOCH.

1.18. CBojcTBa BoxnepoBor unrerpana. Baxe cieneha cBojcrsa:

D) [y(af+Bg)dp=a [y fdu+B [y gdpu, 3a caka 18a kommiekcHa 6poja «v, 3 1 uHTErpabuIHE
frg: X — FE.

(2) Akoje A= AU Ay, onmaje [, fdu= [, fdu+ [, fdpu

(3) Axo je f : X — F unrerpabunna, u T : E — E’ orpanuuen omeparop, ouna je u T f uHrerpa-

OMJIHA U BaXKU
/deu:T/ fdp.
X X

(4) Axo je f unrerpabuina y boxHepoBom cMuciy, oHja je f u cnabo HHTerpabuiiHA U HHTErPay Ce
TTOKJTATIA]Yy.

(5) Axo je f, : X — FE uu3 jako MepibuBHX (YHKIIH]a KOjH [t CKOPO CByAa KOHBeprupa (1o HOpMH
npocropa E) xa Hekoj GyHKIMjU f, M aKO MOCTOjU MHTEerpaduiiHa ckayapHa QyHKIM]ja g TaKBa Ja
jesaceen ucee xz € X ucnymeto || f,()|| < g(z), onna Baxn

/andu—>/xfdu.

(6) Axoje f : X X Y — E mHTerpabmiiHa y ofHOCY Ha 11 ® v OHIA Baxxn DPyOHHHUjeBa TeopeMa

/X ( /Y f(a:,y)du(y)> dp(e) = /Y ( /X ) du(x)) ()

1.19. Anaautnunoct. Heka je (2 oonact y C u E banaxos mpoctop.

a) 3a pynkumjy f : Q — C xaxeMo 1aa je crabo ananuiliuuka axo je 3a ceaku gynkumonan A € E*
¢dyukuuja A o f : C — C aHanmuTHYKa,;

0) 3a dyukumjy f : 2 — C kaxeMo Ja je jako aHanuitiuyKka ako y CBaKoj Tauku 2o € ) MocToju JTMMec

i £2) = (o)

zZ—20 zZ— 20

o HOpMU npocTopa F. OYHITIeTHO je 1a jaka aHATUTUIHOCT HoBIa4yn ciiady. Mel)ytum moxe ce mokasaru u
obparno. Haume, na cnaba aHaIMTHYHOCT MOBJIAYH jaKy, Kao M Jia Y TOM CiIydajy Bake yoondajene Kommjese

dopmyne

/f(z)dzzO, ako intI' C Q)
r

2
L [ fGE) : ,
— | —%dz = f(a), axo je uugexc kpuse I y tauku a jenHak 1,
2mi Jr 2z —a
TP YeMy WHTeTpasn y (2) mocToje 1 kao boxHepoBH 1 Kao ciiabwu.
Jloka3s ce moxe nponahu y [Pynun dyakuuonanna, Teopema 3.31.]. 3anpaso je myrama 10Ka3a TakBa,

Jia ce u3 cinabe aHAJIMTHYHOCTH TPBO JIoKasyjy ¢opmyre (2), a onamie jaka aHaTUTHIHOCT.
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TEH30OPCKMU ITPOU3BO/

1.20. Kareropujanua nepununuja. Hexa cy A u B (pukcupanu) BEKTOPCKH MPOCTOPH HAJ UCTUM
noseeM ckanapa K. ITocmarpajmo kareropujy C unju cy o6jexru ypehern naposu (C, ) Koju ce cactoje o
jennor BexTopckor npocropa C (Han K) u OunHepaHor npeciukaama o : A X B — C' (0uinHepaHo 3HaYH
JIMHEAPHO I10 CBAKOj OJ1 JiBe Koopaunare). Mopdusmu usmely objekara (C1, p1) u (Ca, o) y kareropuju C
Cy IIMHeapHa npeciukasama ¢ : C; — Co TakBa J1a qujarpam

KOMYTHpA.

TeH30pcKu MPOU3BOJ] BEKTOPCKUX npocTopa A u B, y o3naun A ® B je yHHBEp3aJHH M0Ja3Hu o0jeKar
y kareropuju C. ®opmaino, 1o je ypehen nap (A ® B, ¢g), amu HeGOPMaIHO TEH30PCKUM IIPOU3BOIOM
Ha3MBaMO CaMO IPOCTOp, a HE W INpecirKaBame. (YHHUBEp3alHU I0Ja3HU 00jeKar y HEKOj KaTeropuju je
OHaj 00jeKar 3a KOju IOCTOj! jJeJMHCTBEHH MOPQH3aM U3 TOT 00jeKTa y CBakH npyru.) To 3HAYM /a 3a CBako
OnimHeapHo npeciukaBame ¢ : A x B — C TOCTOjH jeIMHCTBEHO JIMHEApHO IpecinkaBame i) : AQB — C
TaKBO Jia Idjarpam

A® B

(3) C

KOMYTHPA, TIPU 4eMy je @g : A X B — A ® B KaHOHCKO OMIIMHEPaHO MPECINKABAE.

Omnimra pa3Marpama y TEOpHjU KaTeropHja rapaHTtyjy Ja je YHHBEp3alIHH 00jeKaTr jeMUHCTBEH (IO Ha
n3oMop¢u3aM) aJid He ¥ leTOBY er3ucTeHnujy. Crora hemo er3ucTeHIyjy moceOHo J0Ka3aTH KOHCTPYKIIA]jOM
TEH30PCKOT Ipor3Boaa. Mak, oBa kareropujaiHa qehHHUAIH]a IMa CBOje MPETHOCTH, TE j€ CTOTa U HaBe/ICHA.

Ha npumep npunpyxusameM ¢ — 1 (Buau aujarpam (3)) octapyje ce n3oMopdu3am npocTopa cBUX
OuMHeapHUX TpeciukaBama n3 A X By C' u cBux JuHeapHux npeciukasama u3 A @ By C. To ject

(L(A; L(B,C)) = )L(A, B;C) = L(A® B;C).

1.21. Konctpyknuja Ten3opckor npon3Boaa. Hekacy A u B BEKTOPCKH IPOCTOPH HA HCTHM TTOJbEM
ckaiapa K. Heka je V ciobonaH BEKTOPCKH MPOCTOp Hag cKynoM A X B, OMHOCHO CKyI CBHX KOHAYHHX
K-nuneapuux kombuHaimja ypelenux maposa uz A x B, To ject

V=3 N(aj,b) | A €K a; € A b € B
j=1

1 HeKa je V() ’eroB MoTHpOoCTOp TeHEpHCaH BEKTOpHMA 00InKa

Ai(a1,b) + Aa(az, b) — (Arar + Azas,b),

A1(a,b1) + Az(a, ba) — (a, Ad1by + Azba),

e a, ai, as € A, b, by, bo € B, A\, Ao € K. Enemenrn xonmuuauuxor mpocropa V/V cy kiace
exBuBaneHmuje npocropa V momymno Vy. Kiacy camor ypelernor napa (a, b) (To ject TpuBHjaiHe JnHeapHe
komOuHaruje) o3nauaBahemo ca a ® b u 3BaheMo eremenitiapnu iiensop. Jlakie:

a®b=(a,b)+ V.



JacHo je 1a ce MOTY U3BECTH jETHAKOCTH

(a1 +a2)®b=a1 Rb+as®b
a® (b1 +b))=a®b+a®by
Ma®b)=(Aa)®b
AMa®Db) =a® (\b)

“

Ha npumep, npBy o1 BEUX U3BOJMMO Ha clienehn HauuH
(a14+a2)®@b = (a1 +a2,b)+ Vo = (a1 +a2,b)+ ((a1,b) + (az,b) — (a1 + a2,b)) + Vo = a1 ®b+ax ®D,

jep (a1,b) + (az,b) — (a1 + ag,b) € V. Cimuso u ocrare.

INokaszahemo na je komuuHUYKH npoctop Vp jenHak A ® B 3ajemHo ca npeciukaBameM @g : A X B —
V/ Vo matum ca g (a, b) = a®b. 3aucra, Heka je C nmpou3Bosba Bekropeku poctopaan Kup : AxB — C
Gumneapro. Jleunnmemo npeciukasame ¢ : V — C catp((a, b)) = ¢(a, b). To npeciukaBame je 3a1a10
cirkaMa 0a3HUX BEKTOpa, 1a MOCTOjH U jeAUHCTBEHO je. [lokaxumo aa je v : V/Vy — C kopektHo 3a1a1o
ca(a®b) = ¥((a,b)) = ¢(a,b). V Ty CBpXy JOBOJBHO j& JOKA3aTH [a CE ¢ aHy/IMpa Ha oTIpocTopy Vo,
OTHOCHO JIa FbeTOBe TeHepaTope cirKa y Hyiny. MelyTum, To je jeqHOCTaBHO, jep je 300T JIMHeapHOCTH z/AJ u
OMIIMHEAPHOCTH (p:

(a1, b) + Aa(az,b) — (Mar + A2az, b)) = Mtb((a1,b)) + Aath((az, b)) — ¥((Mar + A2az, b)) =
= A1p(a1,b) + Aap(az, b) — @(A1ar + A2ag,b) =0,

(A1(a,br) + Xa(a,bz) — (@, Aiby + Aob2)) = Mdb((a, br)) + Aot((a, b)) — P((a, Ay + Aoba)) =
= Aip(a1,b) + Aap(az, b) — p(Arar + Agaz, b) = 0.

Jakne, npecnukaBame ¢ TakBO 1a aujarpam (3) komyTHpa nocroju. Hberosa jeqMHCTBEHOCT ciienu, jep
mopa 6utu ¢ (a ® b) = ¥(po(a,b)) = p(a,b), a enemHTapHu TeH30pHU ¢ ® b rerepuuty V', a Tume u V/Vj.

IIpumegba. Ymecto momasHe KoHCTpyKimje A ® B = V/Vj koja nounme ox orpoMHor mpocropa V'
(KapAMHAIHOCT eroBe 0ase je kapauHaIHOCT of A X B), c1000aHHje TOBOPUMO O TCH30PCKOM MPOU3BOLY
A ® B umju cy eJIeMEHTH KOHaYHe JTHHeapHe KOMOUHAIIM]e eICMCHTAPHUX TeH30pa:

Z A jaj & bj,
ca uaeHTH(UKALMjaMa 3a1aTUM penanujama (4).

IIpumegba?. be3 NKaKBUX CYIITHHCKHX H3MEHA y KOHCTPYKIMjaMa 1 J0Ka3uMa, Ie(UHHIIE CE TH3OPCKH
[IPOM3BOJ] MOAYJIa HAJl HEKUM IIpCTeHOM K.

1.22. TeH30pcKH MPOU3BOI KOHAYHO AMMEH3HOHAJMHMX npocropa. Heka cy A u B koHa4HO u-
MEH3HOHAIHH TIPOCTOpH, ca 0asaMm eq,...,€,, OOAHOCHO f1,...,f,. Tama je A ® B Takohe KoHAuHO
JMMEH3UOHANAH U jeJHY HeroBy 0asy YMHE eJIEMHTapHU TCH30PH

©) e @ fj, 1<i<n1<i<m.

JacHo je ma ckyn (5) renepuire A ® B. Jla 6ucMo Moka3aiy HberoBy JHHEAPHY HE3aBUCHOCT MOCITYKH-
hemo ce yHnBep3anHuM cBojcTBoM. Hamme mpeTmnoctaBuMo 1a je

(6) Z)\ijei@@fj =0,

M yOUHMO OHITHHEApHO IIPECINKaBatbe @, 5, : AX B — K 3anaro na6a3ama (e;) u (f;) capiyjo (€igs fo) =1
U @i, (€i, fj) = 0, nHade. TakBo IpeciIHKaBame e HA jSAMHCTBEH HA4MH pasiaxe kpo3 A ® B mpema
nujarpamy (3). 3a oarosapajyhe npecauxasame ;. j, : A®B — K Baxku ;. (€; @ f) = @igjo(€ir fj) =1
Kajje i = i9 M j = jo a aHyaupa ce 3a ocTaje usbope nuaexca. Kana npecnnkaBameM v;,;, HamagHeMO
jeanaxoct (6) nobujamo ;g 4, = 0.

(M1 nnave, IpeTXOQHO OMMCAHM ITOCTYIAK ITOKa3yje, HE3aBUCHO OJf NMPETIIOCTaBKe O KOHAYHO JUMEH-
3MOHAITHOCTH, 1a Cy BEKTOPH a; & b; THHEapHO HE3aBUCHU, KaJl TOJ Cy TaKBH a; OXHOCHO b;.)

Tako je dim(A ® B) = dim A - dim B.
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1.23. Ten3zopcku npou3Box banaxoBux u Xuiab6eproBux npocropa. Heka cy, cana, A u B banaxosu
npocropu. I[IperxomHo M3BeneHa KOHCTPYKIMja cHa0/eBa HBUXOB TEH30PCKH MPOU3BOJ CaMO CTPYKTYPOM
BEKTOPCKOT IpocTopa. Taj TeH30pcku Mpou3Boz 3BaheMo ariedapcku iieH30pcku ipou3eog v 03HadaBaheMo
ca A ®qig B. Mebytum, 6uno 6u 1obpo ma TEH30pCKM MPoH3BOA baHAaXOBHX MPOCTOpa OCTaHE y HCTOj
KaTeropuju, To ject na u oH Oyne banaxoB. 3a moderak, Tpeba Ha mamMeTaH HaYMH YBECTH HOpPMY Ha
A ®q14 B. Pa3ymaH ycIioB je 1a 3aXTeBaMoO J1a BaXku

™ lla @ b| = [la]] [[b]]-

MebyTnm, mokasyje ce 11a, y OIIIITEM CITy4ajy, IMa BUIIE Pa3IHIATUX HOPMH Ha A ®414 B Koje 3a/10B0JbaBajy
ycioB (7), kao 1 1a MHOTe Meljy 'ibiMa Hajla3e CBOj CMHCA0 U MpUMeHy. VHHIMjamHe pe3ysiTaTe y TOM IpaBIly
nocrurao je ['poTeHaMKk neneceTux roanHa npouuior Beka. Ha oBoM mecTy HeheM eTajbHO YIIa3uTH Y OBY
pacmpasy.

JennoM Kaza ce 3ama pasymHa HopMma Ha A ®q, B Moryhe je M3BpIIMTH KOMIUIETHpame J00HjeHOT
HOPMHPAHOT TIpocTopa (jep 1o npaswty Hehe ONTH KOMITIETaH), U Tako JOOHjeHO KOMIUICTHPAE Ha3UBaMO
TEH30PCKH pom3Boa banaxoeux mpoctopa A u B u o3HauaBamo ca A ® B, ctBaspajyhin 03HaKy 3a ogabpaHy
HOPMY y HHJIEKC, jép CE y 3aBHCHOCTH Ol HOpME, KOMIUIETHPama IpocTopa A @4y 5B MOTy pa3IuKOBaTH U
Ka0 CKYIIOBH.

Mehytum, kazna je ped 0 XuiOepToBUM IPOCTOPUMA, OHJIa HOpMa IIOTHYE O CKaJIapHOT IIPOU3BO/IA, 32
KOJU 3aXTeBaMO Jia HE €JIEMEHTApPHUM TEH30pUMa y3UMa BPEAHOCT

) (a1 ® b1,a2 ® bg) = (ay,az) (b1, b2),

IPU 4eMy C€ Ha JIECHO] CTpaHH Hayiaze rnocrojehn ckainapHu npousBoau y A, onHocHo B. Huje teriko
npoBepuTH Aa je (8) KOPEeKTHO 3aaT yclIoB, OHOCHO Jia je cariacaH ca peinanujama (4). Taj yciioB unHu 1a
je cxanmapHu npousBos Ha A ® 41y B jenuncTBeno 3anar. Kommnernpame npocropa A ®4y B y onHocy Ha
HOpPMY Koja porctuye u3 (8) Ha3uBaMo TEH30PCKU MPOU3BOI XHI6epTOBUX IpocTopa A M B 1 03HayaBamo
caA®B

3aganu

1. Iokasaru na Baxke cienehu nzomopduzmu
a) H® H =~ H® C?, rae je H Xunbepros npoctop Haz nobem C;
OH =HOH®---0H=H®C"

n
B) H> = H ® Hy, rae je HP>° ckyn cBux nuzosa (a;),j = 1,2,...,a; € H Taksux ma y_ ||a;]|* <
+00 ca ckanapauM npoussozoM ((a;), (bj)) = > (a;, b;), nok je Hy npousBosban cenapabunan XundeproB
IPOCTOP.

2. Heka je K kommakTan Xaycmopdos npocrop. Jokaszaru na je
n
C(K) @aty C(K) =W = {>_ f;(2)g;(y) | f;,9; € C(K)} € C(K x K).
j=1

IMokasaru na je ckyn W rycr y mpocropy C (K x K) ca craHmapIHOM HOPMOM.

3. Hokasaru naje L? (X, p)® L2 (Y, v) = L?(X XY, u®v), aKko je Ha IECHOj CTpaHH ped 0 XuI6epToBOM
TEH30PCKOM TIPOH3BOLY.

4. Jloka3zarH J1a OTBOpEHA jeAMHUYHA KyIvIa y OECKOHAYHO JHMMEH3HOHAIHOM XHUIOEpTOBOM IIPOCTOPY
HHje c1a00 OTBOPEH CKYIIL.

5. Hexka je X KOMITaKTaH TOIIOJIOIIKK MPOCTOP M L KOMIUIEKCHa bopenmoBa Mepa (WiIv KOHadHa T03-
utuBHa), F banaxos npocrop u Heka je f : X — FE nHenpekugHa ¢yukuuja. Jlokazaru ma je f Boxwuep
WHTETpaduiIHa.

6. Hahu cBe kpajmwe Tauke jenunnuHe Kymie y npoctopuma L1(0,1), C[0,1] u H - npoussosban
XunbepToB mpocTop.

7. Jloxa3aTH 1a OTBOpEHA jeAMHMYHA KyIa y mpoctopy ! Huje cmabo oTBOpeH ckym, 6e3 063upa Ha
YHILEHUITY JIa j€ Y TOM MPOCTOPY jaka KOHBEPreHIlrja H1u3a EKBUBAJICHTHA C1a00j.



8. Jlokasaru na Baxku usomopdusam H ® 410 H = Ko(H), rae je Ko(H ) o3HaKa 3a omepaTope KOHa4HOT
panra Ha H.

[Viiosopere: O6paruTi maxy Ha TO Aa npecnukasawe H 3 y — A, € H, Ay(x) = (z,y) Huje nuHEapHO
HETO AHTHIMHEAPHO (BAXH Anyt gy = &y 4+ SAy), na 3a nzoMopduszam H* 22 H Tpeba HacI0BIHEHOM NPECITHKABAMY
IIPUKOMIIOHOBATH HEKY aHTUIMHEAPHY M30METPH]Y, HA [IPUMED Y Ga€a — D Ga€a, TAC j€ €q HEKa OPTOHOPMHpPAHA
6a3a. bes tora moryhe je camo noxasaru H™ = H°P, rue je H°? XuiabepToB mpocTop Koju ce moknamna ca H kao cKym i
Kao AGeloBa rpyIia, ajli ce MHOXeEbe ckanapom neduruie ca (o, ) — ax, a CKaJapHu npoussox ca (z,y) — (y, x).
CrnmyHa cutyanuja, mojaBuhe ce 1’y OBOM 3a/1aTKy. |

[{Ipumeg6a. Hopma na Ko(H) xoja motude on ckamapHor mpomusBona (8) masusa ce Xunbepit-LlImuitiosa win
®pobenuycosa Hopma. Tauke nobujere KomiuieTupameM mnpocropa Ko(H) y Toj HOpMH MOTY ce HIEHTU(HKOBATH Ca
HEKUM (HE CBUM) KOMITAKTHUM OIIEpaTopuMa U OHH Ce Ha3uBajy Xunbepit-IlImuitiosu onepatopu. |

9. Hexka je A BexTopcku mpocTop Haja mojbem F, mumensuje n, ca 6a3oM eq,...,e, u Heka je K
pammpemse nosba F. Jlokazaru na ce Ha ckyny A @ K moske 3agati MHOkeme ckanapoM u3 K nmomohy

Kx(A®K)> (Ma®a)—»a® (M) e AQ K.
(To 3nauu 1a Tpeba goKa3arH jaa je neduHunrja KopekTHa.) JlokasaTu u 1a je ca TakBuM MHOKemeM A @ K
BekTopcky npoctop Haj K umjy jenHy 6a3y unHe BextopH €; ® 1k (1k je jenuuuna moma K), 1 < j < n.
[{Ipumegba. OBo je yoOu4vajeHHM TOCTYIaK 3aMeHe (IIMpema) 1MoJba CKajlapa, NMPH TOME HEBE3aH 32 KOHAYHO
mumensuonansoct. Kama je F = R, K = C ped je o 138. komilrexcugurayuju. Ha npumep, Cr (K) ® C = C(K).]



2. BAHAXOBE AJITEBPE

OCHOBHH IMTIOJMOBHA

2.1. Nepununuja. banaxosa anredpa je banaxos npocrop A (uax mosbem C wiu R) ca momarnom
omepanujoM MHOXewa A X A — A Koja 3a0BosbaBa cieaehe:

(D a(b+c) = ab+ ac, (a + b)c = ac+ be, A(ab) = (Aa)b, (Au)a = A(ua);

@) |[abl] < |lal| [[b]]

Axo y banaxoBoj anre6pu mocToju jeTMHUYHU eneMeHT (o3HadaBahemo ra ca 1), oHJa je 30BeMO YHU-
tanHa. Axo je A banaxosa anredpa, onga je A; = A x C ca neMHHCAHUM Olepalyjama:

(a,A)+ (byp) = (a+ b, A+ 1), pla,N) = (ua, A\p), (a,N\)(b, ) = (ab+ \b+ pa, \p)
¥ HOPMOM
[1(a; DI = llall + Al

takohe banaxoBa anre6pa, u To yuutanua. Jenunuunu enement je (0,1). TakBy anreGpy 30BeMO yHHTAJ-
n3anuja anrebpe A, u 03HauaBamo je ca Aj.

IIpumegba. A; ce Moxe KOHCTpyHcaTH u kana je A Beh yuutamna. Hopma Ha A ce Moxe 3amaru Ha
Bulie HauuHa. HaBeneH je jeman o moryhux.

VYikonmuko MHOKeHme y banaxoBoj anredpu A 3a70BOJbaBa 3aKOH KOMYTATUBHOCTH, OHJA Ty airebpy
30BEMO KOMYTaTHBHA.

2.2. Ilpumepn.

(1) TIpocrop nenpexumuux dyuruuja C(K) Ha HekoM koMmakTHOM XaycaopgdoBom mpocropy K, ca
MHOXEHhEM Ae(hMHCAaHUM Tadka I10 TadKa, je KoMyTaTnBHa banaxoBa mareOpa ca jeauHunoMm. Je-
auHnna je Gyrkiuja cByna jeanaka 1. IIpocrop Co(§2) Henpekuaanx GyHKIHja KOje ce aHyImpajy
y OECKOHAaYHOCTH, Ha HEKOM JIOKATHO KOMIIAaKTHOM XaycnophoBoM mpoctopy {2 je KoMyTaTuBHA
banaxoBa anrebpa 6e3 jenqunune. Ibena ynuranmsanmja je nzomopdua anredbpu C' (Q), ICRY)
03Ha4aBa AJIEKCAHIPOBIHEBY KOMIAKTU(DHUKAIH]Y (MM KOMIAKTU(HUKALU]Y TaukoM) TipocTtopa §.

(2) TIpocrop anamutnukux GyHkimja A(D) Ha 3aTBOPEHOM jeAMHHYIHOM IHCcKy D (y cTBapu aHaiu-
THUYKUX Y YHYTPAIIOCTH U HENPEKUIHUX Ha pyOy) ca sup HOPMOM je KoMmyTaTnBHa baHaxoBa
anreOpa ca jequuuiom. To je mopanreGpa anredpe C(D).

(3) IIpocrop ecenimjanao orpanudernx ¢pyukumja L>°(2) Ha HekoM mpocropy ca mepoM (€2, i) je
KoMyTaTHBHA banaxoBa anreOpa ca jeIMHHIIOM, aKO C€ MHOXKEHhE YBele Kao TauKa MO TadKa.

(4) Axo je X banaxos mpocrop, oHIa je ckyn B(X ) cBuX orpaHHYeHHX orepaTopa Ha ieMy baHaxoBa
anrebpa ca jeIMHUIIOM, aKO C€ MHOXKEE:E YBE/IE Kao Cllarame NpeciInuKaBama. Y CBOjCTBY jeJUHHLE
y3MUMaMo jeAMHUYHHU onepatop I.

11



(5) Cxyn L'(R") je jenna banaxosa anre6pa, ako ce MHOKEE yBe/le TIoMoNy KOHBOIYIIHjE

(frg)a) = | flz—1)g(t)dt.
R

Ogsa banaxoBa anre0Opa je KoMyTaTHuBHA U HeMa jenuHUIly. OHa ce M)Ke BUIETH B Kao Tofanreopa
banaxose anrebpe cBux koMmIuiekCHUX bopenosux mepa Ha R"”, rie je MHOXeHe Takole yBeneHO
noMohy KOHBOIYIIH]E.

(s 1) (E) = / / X (@ +y) dA(z) du(y)
Iocnenma anrebpa je KOMyTaTUBHA U UMa jeTUHUILY - J[upakoBy mMepy.

2.3. Cras. Csaka banaxosa anre6pa je m3oMeTpraky m3oMopdHa Hekoj moganrebpu anrebpe B(X) 3a
Heku banaxos nipoctop X.

Jlokas. EneMeHTy a € A moaenuMo omeparop JISBOr MHOXKeHwa L, Ha IeHOj yHUTamu3anuju A, 1ar ca
Ly (x) = az. OunmieqHo Baxu

L)\a-&-pb = AL(L + ,ULb, L)\a == )\L(u Lab = LaLb;

naje npeciukaBamwe A 3 a — L, € B(A;) (anrebapckn) xomomopdusam. JT0OKaKHMO U Ja je H30METPHIHO.
W3 || Lo (2)|| = ||az]| < ||al] ||x|| cnean || Lq|| < ||a]|. O6parwy Hejennakoct nobujamo craebajyhu « = 1,
jepie || Lall > ||La(1)]|/]]1]| = ||a||- Oryma je Hamre npecnukaBame H3OMETPUIHO, a THME U 1 — 1. O

2.4. Hene ¢pyuxuuje. Axo je f : C — C nena GpyHkuuja 3amara creneHuM peaoM f(z) = > apz™,
n=0

n

o0
OHJIa pell Y ,a" ancolyTHO KOHBeprupa y amrebpu A, 3a cBaku enemenT a € A. Cymy Tor pena

n=0
o3HauaBahemo ca f(a).

JemHoCcTaBHOM MaHMITYJIAIHjOM Ca peA0BUMa HATa3MMO J1a je

(Af + ng)(a) = Af(a) + pg(a), (f-g)(a) = fla)g(a) = g(a) f(a).
IMocebHo, ckyn
{f(a) | f nena pynxmmja}

je KoMyTaTuBHa moganreopa barnaxose anredpe A, caapiku CBe IMOJMHOME O ¢, a CaapKaHa je y baHaxoBoj
anreOpy reHeprcaHoj eJIEMEHTOM a.

Wnaue, banaxosa anrebpa reHeprcaHa elIeMEHTOM ¢ j¢ MUHUMaaHa nmoganredpa anreope A koja caapxu
a. OHa ce MoXxe TOOUTH MJIH Kao IPeceK CBUX nomanrebpu anredpe A Koje canpixe a, WK Kao 3aTBOPEHE Y
HOPMHU CKyIIa CBUX mojauHoMa of a. OHa je yBeK KOMyTaTHBHA.

ITocebHo, KoprucTrheMo eKCITOHEHINjaTHy QYHKIIH]Y

+oo  n

“ a
e’ =expa = E i
n!

n=0

2.5. Jlema. Cnenehn ycioBu cy eKBHBaJICHTHH:
1) mocroju mpuponan 6poj n € N, Takas 1a je ||a™|| < 1;

+o0
2) Pen Y a™ xoHBeprupa y Hopmu anredpe A.

n=0
“+o00
V ToMm ciyuajy je 1 — a unBepTuOMIan enemeHT 1 jou je (1 —a) =t = 3 a™.
n=0

Hokas. 1) = 2) Axo je k € N oHIa nocToje HBeros HeJ00pOjHA KOIMYHKK P [P ACJbCHY ca N U

OCTaTaK ¢, ma je
k
[la®[] = lla*™ | < [la?]] - []a™[[” < sup ]| - [[a"][".
Sq=n—

2) = 1) AKo peji KOHBEPrUpa y HOPMH, OHJIa MY OIIIITH YWIaH Y HOPMHU TEKHU KA HYJIH.

Haj3az, HemocpemHOM MPOBEPOM, aKO O3HAYUMO Sy = Zév a™, Hama3uMo asy = sya = 1 — a1,
OJIaKJie TPAaHUYHHUM IIpeJIa3oM J00HjaMo TPaKeHO.
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2.6. T'pyna uaBepTHOUIHHUX enemeHaTa. Heka je A Banaxosa anrebpau a € A. Kaxemo 1a je a 1eso
uHeepliubULAH aKo TIOCTOjU b € A, 30BEMO Ia iesu uHgep3, TakBo 1a je ba = 1, a gecHo unsepitiuburan aKo
nocroju b € A, gecnu ungeps ca ocobunom ab = 1. EnemeHT a je uneepiiubunan axo je u JE€BO U AECHO
uHBEpTHOUNAH. JIEBY M IECHU MHBEP3 MHBEPTUOUITHOT EIEMEHTA CE MOKJIamajy. 3aucra, ako je y’ nesu, a y’
JICCHU MHBEP3 HHBEPTHOWIHOT eJIeMEHTa X, OHJIa je

y/ — y/l — y/xy// — 1y/l — y//'

CKyIm cBUX MHBEpTHOIIHKX eneMeHara anreOpe A o3nauaBahemo ca G(A) uiu camo G axo je jacHo o
K0joj anre6pu ce pagu. Ounto je G rpyna y oNHOCY Ha MHOXKEH:E, jep je HHEP3HU eJIeMEHT eJIeMEHTY X '
nar ca yx L.

Hame G(A) canpxu cBe elleMeHTe 00JNUKA expa, a € A, jep MOCIEABH UMa 38 HHBEP3HU EIICMEHT
exp(—a).

Marbe ounmienHo je aa je ckyn G(A) oropen mopckyn y A. Hanwme, ako z € G(A), ne = 1/||z7 ]
onja je kymia K(a;e) cagpxana y G(A). 3aucra, axo je ||z — y|| < ¢, onna je || — (y — x)z71|] <
ellzY| < 1, (u cnmumo || — 271 (y — z)|| < 1, na cy npema Jlemu 2.5 enementu 1 + (y — 2)z~! = yz~?
ul+ a2y —x) = 'y uaseprubunnu. C apyre cTpaHe HEMOCPEIHOM MPOBEPOM HAIa3UMO J1a je
x7(yx~1) "1 necuu unBeps 3a y, a (v~ 1y) "l ! nesu.

Moarpyma E rpyne G(A) renepucana eneMeHTHMA O0IHKa eXp a, a € A je ’heHa HOpMallHa [OArpPyIIa.
3aucra, ako ¢y a, z € A, onza je

Tt 1 n +oo (Z—laz>n

2z Y expa)z = Z Zﬂ# = Z — = exp(ztaz),

n=0 n=0
IITO je TOBOJHHO jep je CBaKH eIeMEHT MoArpyre F oonuka y = exp ajq . . . €Xp ak, 1 OYUTO BAXKH

2 lyz =exp(z7la12) ... exp(z tagz) € E.

2.7. Cnekrap. Crnexrap eleMeHTa a je CKyTI
ola)={AeCla—-A1¢G(A)},
JIOK je HEroB PE30JIBEHTHH CKYII
pla)=C\o(a)={AeCla—AleG(A)}.
PesonBenta enementa a € A je dyukuuja R, : p(a) — A, nara ca

Ra(\) = (AL — ).

2.8. CraB. Criekrap eneMeHTa a je Helpa3aH KoMIakTaH noAckyn ckyna C. Pe3onBeHTa je aHaIMTHUKA
(dyHKUHja.

Hoxas. 1° Pe3onBeHTHH CKym je OTBOpeH. 3amcra, ako A\ € p(a), ouga A\l — a € G(A), ma axo je
|| < e, omma ||pul|| < e, n (360r orBOpenocTH cKyma G) (A + 1)1 — a € G. Opatie je o(a) 3aTBOPEH CKyII.

2° Ako je |A| > |[al|, onma A € p(a). 3ancra, y Tom ciyuajy je HOpMa eeMeHTa ya Marba o 1, na je
npema Jlemn 2.5 enement 1 — +a nnBeprn6unan, a ca buM 1 Al — a. Otyza je o(a) C K0, ||a||], ma je
CIIEKTap OrPAaHUYEH, & KAKO je 3aTBOPEH OHJIA j& ¥ KOMITAKTaH.

3° Pe3onBeHTa je aHanuTHYIKa QyHKIH]ja. 3aKMCTa, 32 TOBOJHGHO MAJIO L1 IMaMO

Ro(A+p) = +pl—a)™' = -1 - RN 'R ZR At

4° Cnexrap je HenpazaH. 3aucTa, IPETIIOCTaBIMO CYIpoTHO. Taza je pe3onBeHTa ena ¢pyukuja. [lta
BUIIE, 32 A JOBOJGHO BEJINKO, HIMaMO

» Jal] 1
(1) 1AL = a) ”—MZ(w) "N el Y

ka1 || — oo. Otyna je, 3a cBaku dynkuuonan A € A*, npecimukasawe C > A — A((Al — a)™1) uena
orpanuueHa (QyHKIHja, Ta Mopa outn KoHcTaHTHA (JIjyBmiioBa Teopema). W Bumie, 36or (1), Ta ¢pyHKIHja
TekKH Ka HylM y 00ecKkoHauHOCTH, na 3a cee A € A* u cee A € C umamo A((A\1 — a)~!) = 0, na npema
Xan-banaxoBoj Teopemu, Baxu (A1 — a) ™! = 0, WITO YMHH KOHTPAIUKLH]Y.



2.9. Mocnenuna [Fesbpann-Ma3syp]. Axo je A BanaxoBa anre6pa y K0joj je CBaKH €JIEMEHT Pa3IuIHT
o]l HyIle HHBepTHOMIaH, oHja je A nzomerpuuku uzomopdHa momy C.

Hokas. Heka je a € A. Kaxo je ciexkrap Hemnpasas, nmocroju A € C, takBo 1a Al —a ¢ G = A\ {0},
Tj. a = Al. TakBo A je, pasymibuBo, jenuncrerno. Orymaje A = {A1 | A € C}. O

2.10. CraB. 3a cBaka gBa exeMenta z, y € A Baxu o(zy) U {0} = o(yz) U {0}.
Jlokas. TlpernoctaBuUMO 712 je eleMeHT 1 —xy MHBepTHOMIIaH. JeTHOCTaBHOM ITPOBEPOM yCTaHOBJHABAMO
naje 1+ y(1 — zy) 'z unasepsnu enement 3a 1 — yx. 3aucra,

1 -1

(1—ya)(1+y(l-zy)~'2) = 1—yaty(l-ay) w—yry(l-zy) 'z = 1—ye+y(l-ay)(1-ay) "'z =1,
Y CJIMYHO 32 0OparaH MpoOU3BO/I.
Jloka3 je 3aBpIIEH ako MPETXOIHO pacyhuBame MPUMEHUMO Ha A~ 1z 1 y. O

2.11. Ananutuyukn pyHkuuonaanu padyd. Heka je a € A, n Heka H(o(a)) o3Ha4aBa CKym CBUX
(yHKIHja XOMOMOP(HHX Yy HEKOj OKOJIMHH ClieKTpa o (a). lle(bI/IHmHeMo MPECINKABAHE

) U, : H(o(a)) = A, U, (f =5 / FOOVAL —a)~td),

rae je I’ mpousBosbHa KOHTYpa Koja o0yxBara criekrap o(a), a caapxana je y momeny ¢ynkuuje f. Ilpe
cBera Tpeba Joka3aru na JedHHHIN]ja He 3aBHCH Of M30opa KoHType I', a 3a TO je JOBOJFHO MOKa3aTH JAa
je maTerpan y (2) jenHak Hyiw, ako je int I' cagpxano y p(a). Mehyrum, To je ounmienHo, jep je oHma
nopMHTerpaiHa GpyHkuuja (c1abo) aHaIuTHYKa y YHYTPaIIBOCTH KoHType [

Cainacnociu apecruxagara V, ca aniebapckum otiepayujama. TlpecnukaBame ¥V, je OUUIIICAHO JTUH-
eapHoO. [I0Ka)KMMO U J1a je MyATUIUTMKATHBHO. Y JI0Ka3y heMo KOpUCTUTH Tako3BaHW XWIOEPTOB HICHTHTET

Ra ()‘) B Ra (p,)

(3) Ra()‘)Ra(IJ’) = - N\ — L )
KOjHU Ce jeTHOCTaBHO M3BONIM Ha ciiefehn HauuH:
1
Ro(AN)Ra(p) = ﬁﬁ’ (M)Al —a) = (ul — a))Ra(p) = H(Ra(u) — R,(N)).

Bpatumo ce nokasy MyITHIUIMKaTHBHOCTH. YouumMo J1Be KoHType I'; m 'y Tako na mpBa mpumnana
YHyTpammocTh apyre. mamo, Ha OCHOBy DybuHMjeBe TeopeMe

Vo(F)¥al0) = s / FOORNA [ a0 i) =

Agu
F1 Iy >\

:_(2 </FZ/\g“Ld )Ra(/\)d)\Jr
+W/ (u)( . /{( Ldk> a(p) dps.

Meljytum, 3a pukcupano A € I'y, dynkumja o — g(u) /(A — p) uma npocr noxn y tauku A € int Iy, ma je
fl“z g(p) /(A —p)dp = —2mig(A), nok je 3a pukcupano p € I's pynkumja A — f(N)/(A — 1) aHanmuTHUKa
y yHyTpammoctn kontype I'y, ma je [ f(A)/(A — p) X = 0. Taxo je

L/F FONGN)Ra(N) dX = U, (fg).

Ra(A) - Ra(/””)] dA d/}, =

v v =
o(f)¥a(9) omi
Heipexugnoci ipeciuxagaroa V,. Axo ¢y fn, f xonomopbue dyrkumje y oonactu U 2D o(a), 1 ako
fn paBHOMEpHO TexH Ka f Ha Kommaktuma caapxanum y U tana W, (f,,) texu ka ¥, (f) y Hopmu anre6pe
A.
3amcra, Heka je ' Heka pekruduimjabunHa KoHTypa caapxana y U koja oOyxsara o(a), Heka je | ieHa
IyxuHa, 1 Heka je M makcumyM || R, (\)|| kag A € T. Tana je

) = Va1 < 5= [ 1) = SOV IRa ] 14N € 510 s £,(3) = O] =0,
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IIpumegba: OBne HUje MpenU3HO roBOpUTH 0 HOopMmEpanoj anrebpu H(o(a)), ca Hopmom ||f|| =
maXycq(q) |f(A)], jep o(a) Moxe GuTH KOHaUaH, YaK jeTHOWIAH CKYII, T1a CE PA3IMYUTE AHATUTHYKE (yHK-
1Mj¢ y OKOJIMHH CIIEKTPa MOTY Ha FeMy IIOKJIanary. Takolje, Huje Jo6po HU MPETIOCTaBUTH camo 1a f, = f
Ha o(a), jep ce MOXKe JOTOAUTH 1a HOMeHH (QyHKUHMja f,, y TpeceKy uMajy camo o(a), Kao W Jia TpaHHIa
ckyna o(a) He Oyae pekTrduIHjabHITHA KOHTYpA, YaK Aa yorTe He Oy/e KpHBa.

Cainacxocii ca ogemkom 2.4. 'Y HaBeIeHOM ONIeJbKy Ner(HUCANIN CMO Teny (DYHKIIU]Y O CIIEMCHTA a.
Kako je cBaka 1ena (hyHKIMja aHAIMTHYKA Y OKOJIMHHE 0 (), Bep je Na ce MoKaxe 1a 3a ey [, IPECIKaBame
W, (f) 3a pesyarar ymnpaso uma f(a) (y cMuciy oxesbka 2.4).

Dynxuuje fo(A) = 1 u f1(A) = A cy uene, na ce 3a kKouTypy I’ Moxe y3ern kpyr C'p HOIyIpEYHUKA
R > ||a||. Ha korTypu C'r Baxu pa3Boj

o0 n
a
R(L(A) = E )\n+1?
n=0

YHjOM MHTETPALIMjOM YJIaH 110 YWIaH HaJla3uMO:

\Ija(fo) =1, ‘I/a(f1) = a.

3060r IMHEAPHOCTH ¥ MYJITHILIMKATHBHOCTH, OHJIA j€ ¥ 3a CBaKH rosiuHoM p, U, (p) = p(a), a 360r Henpekus-
HOCTH IipeciukaBama ¥, u 3a cBaky ueiy yskumjy f Baxu ucro: U, (f) = f(a) y cmucny nedunuimje
onesbka 2.4. Taxo 3a f € H(o(a)) nedunuimemo:

fla) = Wa(f).

2.12. Teopema o mpecauKkaBamy crekrpa. Heka je f € H(o(a)). Tana je

o(f(a)) = flo(a)).

Hoxas. Tlpe cBera, mpumeTuMo 1a je ckyn f(o(a)) kommakran. Axo p ¢ f(o(a)), onna dyHkimnja
h(A) =1/(f(A) — p) npunana H(o(a)), u Baxku h(N)(f(A) — p) = 1, y oxonunu o(a). 360r MyITHILTHKA-
THBHOCTH (DYHKIIHOHAITHOT pauyHa, HMaMO

h(a)(f(a) —p) =1,
omakiie je h(a) nHBeps 3a f(a) — u, na p ¢ o(f(a)). MocebHo, ako f Hema Hyna Ha o(a), oHna je f(a)
MHBEPTHOMIIAH.

Taxo je o(f(a)) C f(o(a)). Jlokaxkumo 1 0OpaTHy HHKIIY3H]y.

Heka p € f(o(a)). To 3nauu na gpysxuumja A — f(\) — pu, uMa Hyy y ckymy o(a). 360r KOMArKTHOCTH
ckyna o(a) BHX MOXe OHTH caMO KOHA4YHO MHOTO (y IPOTHBHOM OH 300r TEopeMe O jeMHMHOCTH OHIIO
f(A) — u = 0). Hexka cy 1o, peuMo, A1, ..., Ak, H HEKa CY HBHXOBE BUIIECTPYKOCTH PEIOM 71, . . . , k.
Tana nocroju dyHkimja g(A) Koja Hema Hyna y o (a) TakBa ja je

FO) == A=2)" . (A= Ap)™ g ().
360r MyJITHILTMKATUBHOCTH (DYHKI[MOHAIHOT padyHa, OH/Ia BaXu
fla) —pl=(a—XM1)™...(a— A1) g(a),
npu 4eMy 3Hamo 1a g(a) uma uHBep3 (mpema Beh qokaszanom). Ako npermnocraBumo 1a i & o(f(a)), onna je
u f(a) — pl naBepTubUay, na je rakaB u (a — A\11)™ ... (a — Ax1)™* . Meljyrum, mocnense je Hemorylhie,
jep je ped o nmpon3Boay MeljycCOOHO KOMyTaTHBHUX HEMHBEPTHOWIHHX eNMeHara. (3anucTa, aKko je ry = YT U
Xy ¥Ma MHBEP3 z, OHJIA je Yz JEeCHH, a zy JieBr uHBep3 3a =) Otyna 1 € o(f(a)). O

2.13. Cuekrpaann pammujyc. Ciexiapannu pagujyc 1eUHAIIEMO Kao
r(a) =sup{|A| | A € o(a)}.

360r Crasa 2.8 Baxu r(a) < [|a||. Mehytum, moske ce nobutn n npeunsuje. Hanme Bakn

4 r(a) = inf |la™ 1/n _ lim a” l/nl
@) (@) = iuf fla"[1" = Tim_a"]
Joxas. TlocMatpajmo U3 o, = ||a™||'/™. Heka cy k, n € N, 1 Heka je p KOJTHYHHK, a ¢ OCTATaK MU
1enoOpojHOM Jiesbey 1 ca k, Tj. n = pk + ¢. Tana, ako o3Haunmo C, = ,Jnax ||a?|| nmamo
<q<k—1

lla™ (] = lla?** || < [la*|[P||a?|| < Cilla®||?,
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OJIaKIIC je

la"[["/" < G/l [P/ = G/ k[0 e,
I1a KaJia HpObeMO TOPHBUM JIUMECOM Kad 1 — -+00 HaJIa3uMo
i [[a"]]"/" < [|a*|] /%,
—+0o0

Kama ce mocrenma HejeqHAKOCT HanagHe HHOUMYMOM I10 CBUM k TOOHMjaMo OpyTy jeTHAKOCT y (4).

Jlasse, Hexa je |A| > |[a"||'/™ 3a mexo n € N. Tanmaje ||(a/\)"|| < 1, na je mpema Jlemu 2.5, enement
1 — a/)\ unBeprubunan, a ca wum u A\l — a, ma A ¢ o(a). Taxo je r(a) < inf,>; [[a™]|"/™.

Hajzan, ueka je R > r(a). Tama xpyr Cr nonymnpedrnka R ca LHEHTPOM Y KOOPAHHATHOM IIOYETKY
obyxsara o(a), na je mpema ozeJbKy 2.11,

1
7271'7/ Cr

n

AM(AL —a) "t dA,

ofaxie 100ujamMo

1
la”|| < 5-R" max [|(\L —a)~"[|2nR = R™+' Mg,

axo je M o3Haka 3a max [|[(A1 — a)~1||. V3umajyhu numec kan n — +00 HaNa3uMo Ja Baxu
€CRr

lim ||a"||1/" <R,

n—-+oo

LITO j€ JIOBOJBHO, jep R Moxe GUTH MPOU3BOJEHO 6IIHCKO 7 (). O

2.14. Xomomopdusmu u ugeanu. Xomomophusam banaxoBux anredbpu A u B je orpaHUYEHO JTUH-
€apHO IpeciuKaBame ¢ : A — B, Koje je joIn 1 MyITHIUIMKaTHBHO, Tj. BakH ¢(a1as2) = ¢(aq)p(asz) 3a cBe
ay, as € A.

Banaxos nornpocrop J anredpe A Haszusa ce nesu ugean ako je JA C J,1ojectuz x € J,y € A cnenu
xy € J, a gecnu ugean axo je AJ C J, onHocHo akouz x € J, y € A cnenu yx € A. AKO je jeTHOBpEMEHO
W JICBH U JICCHH HJIea)l OHJa Ta HAa3HBaMO gOCIpaHy ugea, Wi Kpahe caMmo ugear.

Axo je ¢ : A — B xomoMmopdhuzam, oHZIa je meroso jesrpo kero = {x € A | p(z) = 0} unean y
anrebpu A. 3aucra, ker ¢ je OuMIIeHO JMHEapaH MOTIPOCTOP U 3aTBOPEH je, jep je ¢ orpanuyeH. Hajzan,
ako © € kerp ny € A, onna je p(zy) = o(x)p(y) = 0p(y) = 0, u cmuano p(yz) = 0, ma oba xy,
yx € ker .

O6parHo, axo je J unmean y A, oHzaa je oH je3rpo Hekor xomomopdusma. Jla 6ucMo ce y To yBepuiiu
1pBo ieMo KOHCTpyHCaTH Koau4HU4IKY anrebpy A/J. Oxmax ce Buau 1a je ped o BaHaxoBoM mpocrtopy, jep
je J 3arBopeH nuHeapaH notpocTop. Tpeba jorr nmokaszaTu Aa je y J MHOXKEHe KOpeKTHO e(hHHICaHO, Kao
u onroeapajyhy HejeHaKOCT HOPMH.

Haxie, akoje x ~ x1 Uy ~ y1,0Hmax —x1,y—y1 € J,majexy—x1y1 = v(y—y1)+(x —x1)y € J,
jep je J obocrpanu maean, na je xy ~ 1Yy, YAME CMO JIOKA3aIHU Ja j€ MHOKEHE KOPEKTHO Ae(UHUCAHO.
Hoxaxumo Hejennaxoct ||xy + J|| < ||z + J|| ||y + J||. locroje z; u 23 € J TakBu ma je ||z + J|| +& >
llz 4+ z1|| m |ly + J|| + € > ||y + 22||. Enement 21y + x22 + 2122 npunana J, ma je

|2y + JI| < [lzy + 21y + 222 + 2122 = [[(& + 20)(y + 22)|| < ([ + || +&)(|ly + || + &),

OZIaKJIe CIIENM TPAKEHA HEjJEIHAKOCT, jep € MOKe OMTH IIPOU3BOJLHO MAJIO.

Anrebpy A/J Ha3uBaMo Koruunuuka anieopa.

Axoje Juneany A, onnaje J jesarpo koangHUYKOT XoMomMopbusmar : A — A/J natorcam(x) = x+.J.
OunryenHo je ped o xomoMopdusmy, kao u aa je ||7|| < 1. C apyre crpane, ako je m(x) = 0, oHIa 0YHTO
zeJ.

I'EJb®AHIOBA TPAHC®OPMAIIUJA

Tokom uuTaBOr Aajber MarepHjajia npernocrasbahemo na je A yHuTanHa komyTariBHa baHaxoBa an-
roepa
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2.15. Jdepunuumja. HerpusujaiHo, TMHEAPHO U MYITHILIMKATUBHO IPECIUKaBatbe anredpe A y mosse
C HasmBa ce kapaxiuep.

Kapakrepu umajy cineneha cBojcTBa koja ce jeTHOCTABHO J0Ka3yjy:

IpBo, (1) = 1. 3aucra, 3060r MynTHILIHKaTHBHOCTH je w(x) = (- 1) = ¢(x)p(1). Kaxko je ¢
HETPUBHjaNaH, MOCTOjH T 3a Koje je w(z) # 0, ma MOXeMo Jia Ta CKPaTumMo.

Jpyro, 3a uuseptubunne z je ¢(z) # 0. 3aucra, Tanaje 1 = (1) = p(x)p(x~1).

Tpehe, ||| = 1. 3aucra, Heka je ||z|| < 1, n |A| > 1. Tana je enement 1 — x/\ nHBepTnGHIaH, na je
0# (1 —x/X) =1—(z)/\ 1. p(r) # A. Hakne, ¢(x) He Moxe OuTH 1Mo Moayity Behe WIIH jeHAKO Of
1. Taxo je ||¢|| < 1, a jennaxa je, jep je ¢(1) = 1.

Jlakie, cBakM KapakTep je Hy>KHO OTpaHUYEHO MPECINKaBamkhe, OMHOCHO OH j€ C jeTHe CTpaHe XOMOMOP-
¢buszam anredpu, a ca Apyre CTpaHe eJIEMEHT JyaHor mpocTopa A*.

Upean J anrebpe A Hasusa ce ceojciticen Win ipasu axo je paszmauut of {0} u A. IlpaBu ujean ce
Ha3UBa MAKCUMALAH aKO HUjE CaJpXKaH HH y jeJHOM JIPYroM IpaBoM Hjeany. ErsucreHiuja MakCHMaIHOT
uneana cinenyje u3 Llopaose neme.

Wnean je mpaBu ako U camMo aKo HE CaJpiKu HUjeaH MHBEPTUOMIIaH €JIeMEHT. 3ancTa Tajaa Ou Mopao 1a
CaJip>KH U eJeMeHT 1, a TuMe U cBe eniemenTe anredpe A. OOpaTHO je TpuBHjaTHO.

Axo je J uzea (camMo y are6packoM CMHCITY) OH/Ia je U B-eTOBO 3aTBoperse J Takolje Hiieal - TPUBH]jalTHo.

CBaky MakcuMaJiaH Hieal je 3aTBOpPeH. 3aKcTa, ako je J MakcuManaH ujea, oHza je u .J Taxohe uaea.
Mehytum J N G(A) = 0, jep je J cBojcTBeH, a Kaxo je G (A) orsopen ckym, To je u J N G(A) = (), onHocHO
uJ je ceojctBeH. Onamie cienu aa je J = J.

2.16. CraB. Wpean J y A je MakcumasaH ako M CaMo aKo je je3rpo HEKOT Kapakrepa.

Hoxas. Heka je J makcumanan, u Heka © € A\ J. Ckyn {a + bz | a € J,b € A} je nupean -
JIaKO ce BUIM - U cTporo je Behu ox J, ma mopa Gurtu jenuak nenoj A. Oryma mocroje a € J, b € A
TakBu 1a je a + bx = 1. Mehyrum, Tama je (x + J)(b+J) =ab+J =1—-a+J =1+ J, naje
x + J uBepTUOIWIan y KommaHI4Koj anredopu A/J. Ipema lesbpann-Masypooj reopemu A/J = C, ma je
KOJIMYHHYKO mpecnukaBaiwe 7 : A — A/J kapakrep, a J je BEroso jesrpo.

Hexka je J jesrpo kapaktepa . Y oneibky 2.14 Bunenu cMo 1a je J uaean, a MakCHMAalaH je jep My je
KOIMMeH3Hja jenHaka 1. U

2.17. MpocTtop MakcumMaHUX uaeda. Kako je cBaku (pyHKIIOHAI ITOTITYHO Ofpel)eH CBOjUM je3rpoMm,
npeMa rpehanrmeM CTaBy, HOCTOjU y3ajaMHO jeJHO3HAYHA KOPECTIOACHIIH]a m3Mel)y CKyma CBUX MaKCHMaITHUX
ujeana u cKyna cBUx kapakrepa. Taj ckym osnagaBahemo ca A min A(A) ykonuko mocroju norpeda 1a ce
HaIJIacH O K0joj je anredpu ped, u 38alieMo ra ipocitiop Makcumannux ugeaia. A Huje camo amopaH CKyTI,
Beh ce Moxe Ha mpUpoAaH Ha4YKMH cHabnaetu TomonorujoM. Hamme, A C A* u Ha A hemo yBectu crady-*
TOMOJOTHjy Hacieheny ca A*.

Panukan anre6pe A y o3nanu rad A je mpecek CBUX MaKCUMAIHUX uaeana, oqHocHo rad A = () Jea J.

2.18. Cras. IIpocrop MakcuManHuX uacana A je KOMIakTaH u XaycaopdoB y omHOCY Ha cialy-*
TOTIOJIOTH]Y.

Hokasz. A je moackyn jeaunnyHe nonte K y mpoctopy A* koja je, npema baHax-AJaorinyoBoj Teopemu,
kommakTHa (1 Xaycaopdosa) y cnaboj-* Tomonoruju. I[Ipema Tome, TOBOJBHO je TOKa3aTH Ja je A 3aTBOpeH
HOJCKYT jenuHu4He cdepe y A*, oMHOCHO 1a je cBaka aTxepeHTHa Tauka ckyna A (y S) MyJITHIUIMKAaTHBaH
¢byHKIIMOHAT HOpME 1.

Heka je ¢ € K arxepenrtHa Tauka ckyna A. To 3Haum na 3a cBaky 0asHy (y cia0oj-* Toronoruju)
oKoNuHYy B HyIe, cKyn ¢ + B canpxu Heky Tauky u3 A. Heka cy x, y € A npousBosbHH, 1 HeKa je € > (
6uno kakBo. Ckyn B, ,. = {A € A* | |A(2)],|A(y)], |A(zy)| < €} je jenna 6a3sHa okonuHa Hy1e, na
noctoju ¢ € A TakBo 1a ¢ — ¢ € B, ., O7aKiIe je

lp(zy) —o(@)e(y)| < [e(zy) — Y(@y)| + [Y(@)Y(y) — e()e(y)] <
Se+|l@)lle +elle@)l < e+ |l + [lyll),
IITO MOKe OUTH MPOU3BOJBHO Malio, T1a je ¢ (xy) = p(z)p(y).

U ckyn C. = {A € A* | |A(1)| < €} je jenHa Ga3Ha okoJMHA HyJle, T1a HOCTOjH ¢ € A ca 0cOCOHHOM
o — 1 € C¢, onakie je

p(1) =1 = |e(1) —p(1)] <,
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onakie je (1) = 1, ma ¢ uma Hopmy 1. O

2.19. dedunuumja. lewvdangosa mpancghopmayuja je npecnukabamwe : A — C(A), naro ca

() = ().

Tpeba HapaBHO J0Ka3aTH 1a je JeHUHUNNja KOPEKTHA, OHOCHO /1A je & 3aKcTa HeNpeKuaHa QyHKIuja.
Meljytum, TO je jacHo, jep ako ¢, — ¢ y ciaaboj-* Tomomoruju, oHna 3a cBako € A, p,(r) = ¢(x),
omHOCHO Z(¢,) — #(yp). Bumie ox Tora, mpuMeTHMO Ja je ciaba-+ TOMOJIOTHjac y CTBapu Hajciabuja
TOIOJIOTHja Koja 4nHU cBe QyHKiHje T, © € A Hempekumaum. Y Oymyhe hemo Ty Tomosorujy Ha3uBaTH
T'engpangoscka.

Tesbanmosa Tpancdopmarmja je xomomopduszam anredpu A u C(A) ca HOPMOM jeHAKOM jeaH.

3aucra, npema AeUHULN]H je

Az 4+ py(p) = p(Ax + py) = Ap(x) + pe(y) = (AL + pd)(9),
jep je ¢ nuHeapaH, mna je " JIMHeapHO MpPCiIuKBame. Takohe 13 MyITHILTUKATHBHOCTH (0 CJISIU MYJITHILTHKA-
TUBHOCT [ ebhanmoBe Tpanchopmaiyje, jep

zy(p) = p(zy) = p(x)p(y) = 2(P)J(p).
Haj3an, xako cy cBU KapakTepu HOpMe 1, Haa3umo

()| = le()] < [lell |l

omaxie je ||Z|| < ||z||, mrTo je u Tpebano mokaszaru.

2.20. Cras. I'espdanmoBa Tpancdopmaiirja uma cieaeha cBojcTBa:

a) 1 = 1, 10 ject jenuuumunu eneMeHT ce ['eib(paHnoBOM TpaHC(HOPMALMjOM HpETHKaBa Y DyHKIH]y
UICHTHYKY jeTHAKY jeJlaH.

6) € G(A) ako u camo axo QyHKIHja & HE y3UMa BPEAHOCT HYIIA;

B)o(x) = Z(A), To jecT crieKkTap eJIEMEHTa & je CKyIl BpeAHOCTH iheroBe I esb(annoBe Tpanchopmarmje.
oce6Ho [|Z]|c(a) = ();

r) ker"=rad A = {a € A | r(a) = 0}, onHocHO je3rpo Tesbdanmose TpaHchopMmarmje je paanuKa
anreOpe A, ¥ OH ce CaCTOjH OJf eJieMeHaTa CIEKTPAIHOT paaujyca HyJa.

Jloxas. a) 1(p) = (1) = 1;

0) Heka je = nnBeptuOunan. Taga x He MpHNaga HUTH jeJHOM MaKCHUMAIHOM Uealy, OAHOCHO je3rpy
kapakrepa. Taxo je (@) = ¢(x) # 0 3a cBaku kapakrep ¢ € A. OGparHO, HeKa ' HUje HHBEPTHOUIIAH.
Tana je ckyn {ax | a € A} uaearn Koju He caap:Ku jeNMHAYHH €JIEMEHT, IITO 3Ha4H Ja je cBojcTBeH. OH je
cajipXkaH y HeKOM MakCHMAJTHOM HJeally, Tj. IOCTOjU KapakTep ¢o Takas aa je wo(ax) = 03acBe a € A, ma
uzaa = 1. Tako je &(¢o) = po(z) = 0;

B) Cnentit u3 mperxopHor y3uMajyhu z — Al ymecro z;

r) Cnemu U3 MPEeTXOIHOT. O

2.21. Crae. Hexaje A = {& |z € A} C C(A).
a) Anrebpa A je momymnpocra u A je 3arBopena mopanre6pa anredpe C'(A) ako ¥ caMo ako MOCTOjH
koHcTaHTa K TakBa maje3acBexr € A

Q) 22| > K||z|[*;

6) A je m3omerpruku n3omopHa ca A axo u camo ako je 3a cee x € A ||22|| = ||z||2.
Joxas. Heka je a = infyea||2?]|/||z]|* u B = infyea||Z]|/||x]|. [lpumernmo na y anredpu C(A)
Baxu || f2|| = || f||>. Orynajesacsex € A
B2lxl* < ll2]]* = ll22]] < |l2?]],

onaxue je 42 < a. C npyre crpane |z||? < ||22||, onaxie mumykmmjom noGujamo o2 1 ||z||>" < [|22"
IITO TIOCTIE CTEIICHOBamka ca 1 /2™ u y3uMarba JuMeca IocTaje

b}

alle]] < r(x) = [|2]],

omaxie je o < f3.
a) Heka je A monympocta u A 3arBopena. Taza je ['esbangosa TpaHchopMalivja HHjeKTHBHO MPECIINKa-
Baibe, 11a UMa HEMPEKUIHO HHBEP3HO MPEMa TEOPEMH O OTBOPEHOM IpecinKaBamy. To 3Hauu na je 5 > 0, a
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tume u o > 0. OOparHo, Heka je ucnymweH ycioB (5). To 3Haum na je o > 0 omakie oqmax M3jas3u ja je~
HHjEKTHBHO U OTPaHMYEMO 003710, IITO 3HaYH aa je A moaympocTa u aa je A 3aTBopeHa momanreopa;
6) Cienu Henocpenuo jepjea = 1< S = 1.

2.22. lIpumepu.

(1) Heka je A = C(K), 3a mexu xommakran Xaycmopdos npocrop K. 3a ¢ukcupano t € K
npeciukasawmbe C'(K) 3 f — f(t) je ounmienno kapakrep, o3Hauumo ra ca h;. Ilokaxumo na
JpYTUX KapakTepa Hema. IIpeTrnocTaBUMoO CynpOTHO, OXHOCHO Ja IIOCTOjU HEKH JPYrH KapakTep
1, 1 BEroBo je3rpo o3Haummo ca M. 3a 6mino koje ¢t € K, nocroju gyHkimja f € M, TakBa
na je f(t) # 0. (3aucra, y cynporHom 6u M 6o monckyn jesrpa GyHKuuoHana h; HaTor ca
hi(f) = f(t), ma wau M ne Ou Ouo MakcumaiaH, win 6u 6mwio ¢ = hy.) 360r KOMIAKTHOCTH
ckyna K T0CTOjU KOHAYHO MHOTO f1, ..., f,, € M, TakBUX Ja ce y CBaKOj Ta4KM Oap jesHa o IbHX
pasiuKyje of Hylle. YounMo (YHKIIH]jY

n
9= fif;€M.
j=1
Oma je cByIa MO3WTHBHA U HAUTJE HUjE HyJa, IITO 3HAYH /1A je MHBEPTUOMIIHA, a KaKo mpumaga M
To goBoau 1o Tora 1a je M = C(K) na je ¢ = 0 - koHTpaguKIyja.
Hakne, K u A ce nokianajy Kao CKyIoBH UAEHTU(DHUKAIM]OM ¢ <> hy. Jlaibe

f(he) = he(f) = f(1),

mTo y3uMmajyhn y 003up fa cMO MOMCTOBETINIH ¢ W hy 3HA4YM 1A je f = f. Hajzan, K u A ce
MOKJIANajy ¥ Kao Tonosioiiku npocropu. Haume, ['esbhanmoBcka Tomonoruja Ha A je Hajciabuja
koja untu cBe GpyHkuuje u3 C'(K) HenpekuuumM, ia je cinaduja ox nosnasue. Oua je u Xaycaopdosa,
a MoJIa3Ha je KOMIIAKTHa, 1A Ce CTOra IMOKJIamnajy.

(2) Heka je A ynuramusanmja aneredpe L!'(R™) ca KOHBOJYLMOHMM MHOXKEHEM, OJHOCHO A =
LY(R™) + C§, e je § lupakosa mepa. Kako je & jeqmnuna te anrebpe, Mopa 6utu h(f + ad) =
h(f) + a, tae je h mynrunimkarusan Ha L (R™). TIpema Tome, Tpeba onucaTu cBe MyJITHILIMKA-
tuBHe Qynkunonane Ha L1 (R™), ¢ THM 1ITO OBJIe MOPaMO y3eTH Y 003Up U TPHBHjallaH, alli Hera
HE MOpaMO MOCEOHO J1a OMUCYjeMO.

360r penpesentanuje myanHor npoctopa L'(R™)* = L*°(R"), nocroju ¢pyHkumuja g €
L>°(R™) taksa ga je
np= | rwgat
VenoB h(f1 * fo) = h(f1)h(f2), cBogn ce mocne kpaher pauyna Ha g(s + t) = g(s)g(t) ckopo
CByHa y onHocy Ha nmpon3Bon Jleberosux mepa. OTyza je

g(t) = g(t1,ta, ..., tn) = g(t1,0,...,0)g(0,t2,...,0)g(0,0,...,t,),

JIaKJie POU3BO/ PYHKIIHM]ja OJ TI0 jeIHE IPOMEHJBHBE KOje CBE 3a/10B0JbaBajy KoiujeBy (yHKIHO-
HAJIHY jeJJHaYnHy 1 MepJbuBe cy. [lakie, Mopa OuTH

g(t) — Crtit+Cntn

3a Heke koHcTaHTe C; € C. Jla 6u QyHKIMja 0CTaNa eCEeHIMjalHO OTpaHHYeHa, cBe KoHcTaHTe ('
MOpajy GMTH 4MCTO UMaruHapHe, onocHo g(t) = ¢! 3a neko x € R™.

Jakie, CKyI CBHX KapakTepa Ha A, OCHM OHOT KOjH IMOTHYE OJ TPHBHjaJHOT MYJITHILIAKA-
TuBHOT pyHkuuonana Ha L1 (R™), y ckynoBHoM cMucity ce noknana ca R™. Tesb(annosa TpaHc-
(hopmanmja ce cBOAM Ha

fl@)=[ flHe™*dt,
R
oxHocHO Ha @ypujeoBy Tpanchopmarmjy. JleberoBa TeopemMa 0 TOMHHAHTHOj KOHBEPTeHIUjH hie
HAC yBEPUTH 1A Cy CBE f HENPEKUIHE y OHOCHY Ha CTaHap/IHy TooNorkjy Ha R 1a je ona jaua o
T'espdanmoscke. JlomaBameM OHOT PyHKITMOHATIA CKYTI CBUX KapaKTepa IocTaje AJIeKCaHIpOBbEBa
kommnakTuukanyja npocropa R™. Onja je cranap/Ha Tomnosoryja KoMaxkTHa, a ['esb(anmgocka
Xaycnop¢osa 11a ce ToKIIanajy.
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3aganu

1. Hahu npumep enemenara = u y Heke banaxoe anrebpe A 3a koje je o(vy) # o(yz).

2. Heka je A banaxosa anrebpa. a € Aue® = ::(’J ‘:—: Axo je
2 1 0
a=10 2 of,
0 0 3
JTOKA3aTH Ja je:
e2 e 0 f f(2 o
a)e*= 10 €2 0[;6)f(a)=1] 0 f(2) 0 |,raeje f Heka nena GyHKIHja; B) yONIUTHTH
0 0 ¢ 0 0 f@3)

MIPETXOIHE TBPALE.

3. Heka je A xomyraruBHa banaxosa anre6pa.

a) JlokasaTu 1a 3a Ipou3BosbHE a, b € A Baxu o(a+b) C o(a)+o(b) mo(ab) C o(a)o(b). [Ipumepom
MOKA3aTH Jla Y HEKOMYTAaTUBHOM CIIy4ajy TO HEe MOpa 1a Oy/ie TauyHo;

6) Axo A canpxu ugemiioitieniii e (1j. e = e), pasmuuut o 0 u 1, Taga je IPOCTOP MAKCHMATHHUX
uneana A(A) uernoBesad. Jlokazaru;

B) Hexka enemenTH ay, . . ., a, rerepuinry A kao BanaxoBy anreGpy (Tj. CKyIl IIONHHOMA OX a1, . - . , dp
je rycr y A). [lokasatu na je mpecnukaBambe P : A(A) — C™ maro ca (¢) = (¢(a1),...,o(an))
HHjEeKTHBHO, Kao U Jia 0cTBapyje xomeomopdhuzam usmehy A u &(A).

4. Hexaje A : A — A, A(x) = ax — za. Uspaaynaru (e2)(z).
5. Heka je T'(¢1,&a,...) = (0,&1, &, ... ) oneparop Ha 2. [lokasaru 1a T HeMa KBaJpaTHU KOPEH.

6. Heka je A Banaxosa anre6pa. okasaru jaa je dyukumja r : A — R (r(a) - ciexkrpannu pagujyc
SJIEMEHTA () TTOTYHETIPEKUIHA OJI03T0.

7. Heka je A = C|0,1] anreGpa menpekumHo nudepennmjadwinux Gynkimja ca HopmoM ||f|| =
max |f(t)| + max|f’(t)|. Tlokasaru na je peu o BanaxoBoj anrebpu. Jlokasartu ja je npeciukasiwe H :
[0,1] = A(A), H(t) = hy, (tme je he(f) = f(t)) xomeomopduszam. N3BecTu onatne, 1a 3a cee f € A Baxu
7(f) = ||f||max- [Toxazaru na ['esphannoBa Tpancdopmalija y 0BOM Ciy4ajy HHje CypjeKTHBHA.

8. JIuneapHo npecnukaBame d : A — A, koje 3anoBosbasa Jlajouunoso npasuio d(ab) = ad(b)+d(a)b
Ha3UBaMO gugepenyuparse. JIOKa3aTh a Baxu
" (n
d"(ab) = d"(a)d"~" (b =1,2,...).
@) =3 (") e @ e (=12

r=0

9. Heka je d orpannueHo qudepeHuupame Ha yHuTanHoj banaxosoj anreopu A u A € C\ {0} rakBo na
Baxu da = Aa. Ilokasaru (kopuctehu orpanunueHocT o(d)) 1a je eleMeHT a HUIOTeHTaH (To jecT a™ = 0
3a HEKO MPHUPOJHO N).

10. a) Heka je d orpanunuecHo audepeHimpame Ha yHUTaIHOj baHaxoBoj anreopu A u eneMeHT a € A
ca cBojctBoM d2a = (. TTokasaTu jia je eneMeHT da KBa3UHMINOTEHTaH, To jecT aa je r(da) = 0.

[Viyrerso: TTposepuru d" 11 (a™) = 0, a satum u d" (a™) = n!(da)™.]

6) 3a a € A npecnukaBame b — [a,b] = ab — ba je orpanmueno mudepeHuupame Ha A. U3Bectn
omarie Teopemy Knajuexe-Ilnpoxosa: ako je [a, [a, b]] = 0, Tana je eneMeHT [a, b] KBa3HHIIIOTEHTaH.

11. Enement z € A Ha3uBa ce WioilonOwKY genuitiess Hyle, ako TOCTOjH HU3 Y, € A, Taka 1a je

lynl| =11

lim zy,=0= lim y,=x.
n—-+o0o n—-+oo

a) Jloka3aru 1a je cBaka pyOHa Tadka CKyla CBHX WHBEPTHOWIHUX eleMeHara anredpe A Tomomomku
JCIUTEIb HYJIC;

[Viyrerso: Crasutn yy, = 2" /|5t ||, tae , — ]

0) Koje banaxose anreOpe HemMajy TOIONOUIKUX JEIUTEIbA, PA3IMYUTUX O ereMenTa 07?
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12. Hexka je A banaxosa anre6pa, a, b, a;, b; € Aua;a; = aja;, bib; = b;b;3ai # j.
a) Ako ¢y Lg, Ry : A — A pmaru ca L,(z) = ax, Rp(z) = xb nokasarn na je o(L,)
o(Ry) = a(b);

6) Moxazarn ma axo 0 ¢ {D°7_) Aju; | Aj € o(ay), pj € o(b;)} onna jemmaunna 37, ajwb; = y nma
JEMUHCTBEHO PElIehe 3a CBaKo i € A;

o(a) n

B) Axo o(a) No(b) = (), ouna jennaunna ax — xb = y UMa jeUHCTBEHO PELIEHE 3a CBAKO y € A.

13. Heka je G, cKym cBUX KOMIAKTHUX OIlepaTopa Ha HekoM XmibepToBoM mpoctopy. [IpoBeputu na
je peu o banaxoBoj anrebpu. okasaru na y S, HeMa HETPUBHjaTHUX 3aTBOPCHUX Heaja.



3. C*-AJIT'EBPE (npBHu 1e0)

OCHOBHHU TIOJMOBH

3.1. Jdepunnmuja. Heka je A banaxosa anrebpa. HMreonyyuja Ha A je npeckinkaBame * : A — A, ca
cneaehum cBojcTBUMA:

1) (Aa + pb)* = Xa* + fib*;

2) (ab)* = b*a*;

3)a™ =a.

Jpyrum peunma, To je (aHTH)ayToMopdu3am cTeneHa 2.

Axo je A xoMyTaTHBHa MOJYNPOCTa anredpa, OHJA je cBaka MHBOJIyLHMja HempekuaHa. Haume, ako je
h € A(A), tana je h(a*) MynrurrkaTiBad GYHKIHOHAI, 14 je HEPEKHUAAH, OAHOCHO HMa HOPMY jeHAKY
jenan. Tana, ako a, — a, u a), — b, OHOa ©UMaMO

h(a*) = lim h(a}) = h(b),
n

ofakie je a* = b, 1a je HHBOJYIHja HeTPeKUIHA IPeMa TEOPEMH O 3aTBOPCHOM TpaduKy.

Auredpa ca uHBOIYIIHjOM ce HasuBa C™*-anieb6pa ako BaXKu U YCIIOB:

4) |la*al| = lal[*.

3anpaso, JJ0BOJLHO je MPETHOCTaBUTH a y 4) Baxku >. 3aucta, Tana je ||a||? < ||a*al| < ||a*]] ||all,
omakie je ||a|]| < [||la*||. OGparny HejemHakocT noGujamo 3ameHoM yiora a u a*. (Ciyuaj a = 0 je
TpHBHjaliaH, jep ce, 300r aHTHIMHEeapHoCTH, nobuja n a* = 0.) [Jlakie, Baxu

M lla™ |l = [lall.

Cana ce nako usBomu ||a*al| < ||a*]| |la|| = ||a||>. [Maxne, u y cBakoj C*-anreGpu uHBOMyIHja j€
HEeMpeKuIHa, mrasuiie Baxu (1).

Mehy C*-anrebpama, Mop(hu3Me YMHE TAKO3BAHHU *-Xxomomopghuzmu. To cy orpaHuUeHa MYJITHILIAKA-
THBHA JIMHEapHa MPCIHKaBamba, Koja 4yBajy MHBONyLHjy. JlBe C*-anrebpe cMarpamo HM30MOpP(HHM, ako
Mehy BiMa ocToju OMjeKTHBAaH M N30METPHUYAH *-XOMOMOP(H3aM, KOjU 30BEMO *-U30MOphuzam.

Bunehemo kacHuje 1a je cBako OMjeKTHBHH *-XOMOMOP(H3aM H30METPHUIaH.

3.2. Hpumepu. Anre6pe C(K), Co(Q) u L>=(Q) cy C*-anrebpe ca uHBOIYUHjoM f > f, y3uMameM
KOMILTEKCHO KOHjyroBaHOT Opoja Tauka mo Tadka. IlpBa u Tpeha cy yHuTamHe, a npyra Huje. AnreOpa
L'(R™) nuje C*-anrebpa y kojoj Baxu 4), Majia unak Badxu ciabuju ycios (1). Tocnemmsu npumep je
JIOBOJEHO Ba)KaH J1a Ce U3BOjH MOCeOHA Kitaca uneoyiiusHux banaxosux anieopu - onnx banaxosux anredpu
y kojuma Baxke 1), 2), 3) u (1). TaxBe anrebpe cy 6oraruja crpykrypa oxn oOnuHuX baHaxoBux anredpw, a
cupomaninuja og C*-anredpu. MuBonyTnBHuM banaxoBum anredpama ce Hehemo GaBHTH.

22
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Anre6pa B(H) cBux orpaHH4eHux oreparopa Ha XuiubeproBoM mpocropy je C*-anreOpa ca HHBOIY-
mjom A — A*, rie je A* o3HaKa 3a aJijyHroBaH oneparop.

Axo C*-anrebpa HUje yHUTAJIHA, OHJIAa CE OHA MOYKE YHHTAJIM30BaTH JI0/IaBatbeM jeANHHUIIE, KaKo je TO
omrcaHo y onelbKy 1 raBe banaxose anrebpe, aiii ocTaje HEM3BECHO J1a JIM TaKBa YHUTAIN3aIHja HCITyhaBa
C* ycnos 4). Crora hemo Moparu aa ce 1m103a0aBUMO APYKYHjUM HPUCTYIIOM.

3.3. Muoxuresbu. 3a v € A nepunnmemo L,(a) = xa - oneparop JIEBOI MHOXEHA; OJHOCHO
R, (a) = ax - oneparop necHor MHOkema. OBakBe oneparope cMo Beh nmocMarpanu Ha omnutim banaxoBuM
anrebpaMa ¥ yCTaHOBWJIH Ja je

@ [La|| = [|Re|l = [|]|

aKo je areOpa yHuTanHa. Y ciydajy C*-anre6pu (2) Baku 6e3 003upa /1a JIl y 10j MOCTOj! jeANHHLA HITH
He.

3aucra, umamo || L, (a)|| = |[|zal| < ||z|| ||al|, onakxe je ||L.|| < ||z||- Hda 6ucmo ce yBepunu y
CynpoTHy HejaHaKoCT, y3MuMO a = x*; uMamo || Ly|| = || Le(a)ll/[lal| = [lz*2|l/||=*|| = [|=|[*/||z|| =
[|z||. Tako je ||Ly|| = ||z||. Canuno ce mobuja u || R || = ||=|-

INoxcrakHyTH OBHM OpHMepoM yBomumo cienehy mebunuuujy. Muoocuitievem Ha C*-anredpu A
Ha3UBaMo ypeljeH map orpaHHYeHuX JIMHeapHuX omeparopa (L, R) Ha A TakBHX [1a Bau:

3) aL(b) = R(a)b

MHuoxkeme y T10j anredpu yBomumo ca (L1, R1)(La, Ro) = (L1Ls, RoRy), nuHeapHe KoMOuHANMje ca
A L1, R1)+ u(La, Ro) = (ALy + pLo, ARy + uR2), aunBonyumjy ca (L, R)* = (R*, L*), tne je L*(z) =
L(z*)* u R*(z) = R(z*)*. JemHocraBHO ce mpoBepaBa [a Cy pe3yiTard anreGapCKuxX orepaiuja Haj
MHO)KHTEJFMMA TIOHOBO MHO)KHTEJBH. TaKo CKYyIT CBUX MHOXKHTEJhA YMHH jEIHY anreOpy ca HHBOIYIIH]OM.

IMap (L,, R,) je moceban ciy4aj MHOXHTESba Ha A, jep cy obe crpane y (3) jennake axb. Ako je A
YHHTAJIHA Tajia Cy CBH MHOXHTeJbH TOr obnuka. Hamme, 360r (3) (3a a = b = 1) Baxu L(1) = R(1) n
Taj eneMeHT o3HauuMo ca x. [asmwe, craBbajyhu a = 1y (3) nobujamo L(b) = xb, a crasmajyhu b = 1,
R(a) = ax. Melyrum, ako A HHje YHUTAIHA ©Ma U JPYTHX MHOXKHTEJba IITO heMO yIpaBo BUICTH.

MoTHBHCaHI IPEMEPOM JIEBOT, OJHOCHO JECHOT MHOKEHhA, TOKAKUMO J1a 38 OHII0 KOjH I1ap MHO)KHTEIba
(L, R) Baxu ||L|| = ||R||. Imamo, Ha ocHOBY (2)

1Ll = sup [lal@)ll = sup [[R(a)bl] < sup [[E(@)|l o]l = [IE]] [[ol]

llal|< [la]|< lla]<

omakie je ||L|| < ||R||. Ananorso ce mobuja u Apyra HejeIHAKOCT.
Hopmy Ha anreGpu MHOuTesba yBoaumo ca ||(L, R)|| = ||L]| = || R]|.

3.4. CraB. Anrebpa MHOXHTEba je jenHa C*-anrebpa ca jeauHHIOM, a A ce MOXe H30METPHUYKH
YTOIHTH Y Y.

Jlokas. Jlokakumo, mpso, ja je ped o C*-Hopmu. JIoBosbHO je nokasatu aa je ||L||2 < ||RL*||, jep je

(L,R)*(L,R) = (R*, L*)(L, R) = (R*L, RL*).

Hoctoju a € A, ||a]| = 1, TakBo na je ||L||> — ¢ < ||L(a*)||?. dame paaynamo

ILI[* =& < [IL(a")I]? = [[(L(a"))" L(a™)|| = ||L*(a) L(a)|| = ||RL* (a)a*|| < ||RL* ()],

OZlaKJIe JaKo JOOUjaMO TParKeHO.

Tpeba jomr nokasaru KoMmIuieTHOCT. Melyytum To ciemu u3 komiuieTHocTH ipocTopa L(A) cBUX JIHH-
eapHHX OrpaHudyeHux omeparopa Ha A. Jemuuuua je map (I, 1), rme je I = id4. Hajsax npecnukaBame
A>3z (Lg, R,;) je H30METPUUKO yTamambe. O

AnreGpy MHOXHTeIba 03HadaBahemo ca M (A), a mery moganre6py { (L, Ry)+a(l,I) x € A,a € C}
ca A; u 3Bahiemo je yHuTaam3anuja aareope A.

Ipumegba. Henocpenan foka3s (6e3 yrnoTpede MHOXKUTEIbA) a ce cBaka C'*-aaredpa MokKe yHUTAIN30-
BaTH je U3y3eTHO KOMILTHKOBAH.



24

3.5. CamoanjynroBanu eiementn. Enement a C*-anrebpe A je camoagjyniosan axo je a* = a, a
HopManaw, ako je aa™ = a*a.

Cgako x € A MOKe Cce Ha jeIMHCTBEH HAYMH IPEACTABUTH Kao & = a+ib, Te cy a U b camoa/1jyHroBaHu.
3aucra, Moxe ce yzetra = (z+xz*)/2ub = (x—a*)/2i. Jlako ce mpoBepasa 1a Cy a U b CaMOa/[jyHTOBaHH,
U aje x = a+ ib. Ako npernocraBumo 1aje x = a’ + ib’, onmajea — a’ = i(b —b), makakocyna — a’,
b — b camoa[jyHroBaHH, JOBOJHHO je MOKA3aTH Ja HEMa CaMOajljyHrOBAHUX €JIEMEHATAa T U Y, OCHM HYyJIE,
TAKBHUX J1a je © = iy. MelyTum, TO je jenHocTaBHo, jep —iy = (iy)* = * = = = iy.

Enemenre a u b y TOM cily4ajy 30BEMO PEIOM peaiti U UMATUHAPHU 10 SIICMEHTA .

x = a+ b je HOpMayaH aKko ¥ caMo aKo a U b KoMyTupajy, Tj. ab = ba. OBo ce jeAHOCTaBHO MIPOBEpaBa,
jepje xa* — x*x = 2i(ba — ab).

Enementn obnuka x*x v xx™ cy caMoa/ijyHroBaHH, IITO CE jeTHOCTaBHO IPOBEpaBa, yroTpeooMm, 1mpas-
wia 2) u 3).

JenMHUYIHY eNEMEHT je caMoaljyHroBaH, jep je 1* = 171.

ENleMeHT 7 je uHBepTHOMIIAH aKO U CaMo akKo je Takas x*, u Tanaje (r*) 1 = (z~1)*, uro ce jerHoCTaBHO
poBEpaBa.

3.6. Teopema [nmpBa I'esbpann-Hajmapkosa]. Heka je A komyrarupHa C*-anrebpa ca jeqUHHIIOM.
Tanma je A = C(A), roe je A npocrop MakcuManHux upaeana. Ako je A xomyrarusHa C*-anreGpa 6e3
jenunuue, ouna je A nokanao komnakrtas, 1 A 2 Cy(A). Jpyrum peunma, Lesbdannosa tpancdopmaruja
je momopdu3zam.

Joxa3. Hajnpe hemo moxazatu ma ['esbdanmoBa TpaHchopmanmja dyBa HHBOIYIH]Y, OMHOCHO Ja je
a* = a. JloBosbHO he 6uTH 13 HOKaxeMo 1a je Tesbdannosa TpaHcdopMaIHja caMoaljyHIOBAHOT eIEMEHTa
peannoBpenuocHa dyukiuja. Heka je a = a* € A, uHekaje h € A, h(a) = a + i € C. dokasahemo xa
je B = 0. Youumo enement z = a + ite. Tanaje h(z) = a +i(8 +t) u z*z = a® — t%e, u oTyna

a® + (B +1)% = |h(2)|* < ||2]* = [|z72]] < [la®|| + 2,
OJIHOCHO
o + B2 426t < ||d?,

to je Hemoryhe axo je 5 # 0, jep HeKOHCTaHTHA JIMHeapHa (QYHKIIHM]ja HE MOXKe OUTH OrpaHHyeHa.

Opnarie cenu 1a je 3a cako h € A, a(h) = h(a) € R, mrro mosnauu na [esbdannosa Tpanchopmanmja
YyBa MHBOJYIH]y. 3aUCTa, aKo je © = a + ib, x* = a — b, onxa je

z(h) = h(a) + ih(b) = h(a) — ih(b) = z*(h).

Jame, lesbdannopa TpanchopMaiuja je ©30MeTpuja. 3aucTa, ako je a caMoaljyHroBaH, onza je ||a||? =
lla*al| = ||a2||, onaxne je ||a|| = ||a|| = r(a). Ako a Huje camoaxjyHroBaH, onxa b = a*a jecte, u b = ad,
U oTyj1a

llal|* = llaal| = ||bl] = [[b]| = ||la*al| = ||al|*.
Hajzax, anredpa Acc (A) canpsku koHcTaHTHE (yHKIHUj€E, 3aTBOPEHA je (peMa IIPETXOHOM I1acycy),
W 3aTBOpPEHA je Y OJHOCY Ha KOMIUIEKCHO KoHjyroeame. OTyna je A=cC (A) (Croyn-Bajepmirpacosa
Teopema).
Vkonuko A HeMma jeIUHUILY, OHIa MIPUMEHUMO NPETXOIHO Ha HheHY yHHTAmM3auujy A;. JenuHun HOBH
KapakTep je oHaj Koju ce anympa Ha A, ma je A(A1) = A(A) U {hoo}. Kpaj. O

3.7. TI'emdang Hajmapkosu ¢pynkropu. IIperxonHa Teopema gokasyje a mocToju oujekimja usmelhy
ckyna H cBux Xaycnop(hoBHX JIOKATHO KOMIIAKTHAX TOMOJIOLIKKAX MPOCTOpa U ckyna C CBUX KOMYTaTHBHUX
C* anrebpu. To npecmukasame je C' : Q — Cp(£2) koje mpocropy €2 mpuapyxyje anre6py HempeKHIHHX
dbyHkuuja (koje ce anyupajy y 0eCKOHAYHOCTH), a BleroBo HHBep3HO je A : C — H koje anredpu A nonespyje
BCH IIPOCTOP MaKCHMaIHKUX uaena. [Iperxoana Teopema TBpau aa je Cy o A HACHTHYKO IpecirnKaBame. Jla
je u oOpaTHa KOMIIO3HUITHja UACHTHYKA BUICIN CMO Y TIpUMepy 3 miaBe banaxose anreope.

Baxwu u Buie, jep H u C HACY caMO CKYIIOBH HETO U Kareropuje, ako ce Mmoppumsmu y H yBeay kao
HEMpeKUIHA CBOjCTBEHA MPECINKABabha, OHOCHO OHA HEMTPEKU/IHA MPECTUKABAMA 32 KOj€ j€ MHBEP3HA CITHKA
KOMIIaKTa KOMIIAKT, & y APYroj Kao x-XxoMoMopdu3mu.

3aucra, Heka je ¢ : )3 — )y HENMpPEeKHIHO CBOjCTBEHO npeciukaBame. Tana 3a ceaky f € Cp(2),
dyukumja f o ¢ npunama Co(§21) (360r ycnosa cBojeTBeHOCTH, a npeciukaBamwe Cy(Qz) 3 f+— fop €
Co(£21) je ounmienHo *-xoMopdhu3am (CariacHo ca IHHEAPHUM KOOWHALIM]aMa, MHOXKEHEM M HHBOJTYI[HjOM).
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C apyre crpane, Heka je & : Ay — Ao meku #-xomomopdhuszam. Tana je 3a cBako h € A(As)
npeciukaBame ho @ MynTuiumkatna GyHKImoHan Ha A1, a npecnukaBambe A(As) D h— ho® € A(A4;)
j€ HEeTIPEeKUTHO M CBOjCTBEHO.

Haxie, Cp 1 A HHCY caMO 0OWYHA MMPECIHKaBamba, HEro Cy (DYHKTOPH, M TO jefAaH APyroM WHBEP3HU.
Crora Hema paziuke uzMely TeopHje JOKaJTHO KOMIIAKTHUX XaycAop(OoBUX MPOCTOpa U TEOpHje KOMyTa-
tuBHUX C'*-anereOpu. [lojMoBHMa omIIITe TONONOTH]jE OnroBapajy oapehenu nojMosu Teopuje C™*-anreOpu:
OrBopenom nozckymy U C  oprosapa uzean Co(U) y anre6pu Co(€2). 3arBopenom moackymy F' C ) oxro-
Bapa KomuHmaKa anre6pa Co(2)/Co(FC). Tauku z mpocTopa §) oroBapa kapaktep h,. KommakTHOCTH
OIroBapa MPHCYCTBO jenuHuIe. KoMmakTH(UKaIuju onropapa yHHUTAIM3alHja, U TO KOMIAKTH(UKAIHjH
TaYKOM MHUHHUMAaJIHAa YHUTAJIH3anuja, a komnkarudukanuju CroyHa-Uexa anreObpa MHOXUTEIbA (BUACTH 3a-
narak 1). OTBOpeHO-3aTBOPEHOM CKYILy OJI'OBapa caMoaJljyHroBaH NPOjeKTOp, OCHOCHO TaKaB €JIEMEHT p 3a
KOjU Baku p° = p* = p, HOBE3aHUM NPOCTOPUMA, ANreOpe KOje HeMajy HETPUBHjaIHUX (pasmuuuTux oj 0 u
1) mpojexTopa, utTa.

Crnemu npumena ['esppann-HajmapkoBe TeopeMe y OMIITOj TOMOIOTHjH, IOK je IPUMEHA Y TEOPHjH Mepe
OTIHICaHa y 3a/1aTKy Opoj 2.

3.8. Teopema [Cton-Uex]. Heka je 2 nmokasHo kommakTtaH XaycnopdoB mpoctop. OH ce Moxe
NPOIIMPHUTH JI0 KOMIIAKHOT IpocTtopa [3{) Tako ja cBaka orpaHuueHa QyHKOHMja Ha () UMa HENPEKUIHO
npofyxerme Ha 5.

Ilpumegba. CtoH-YexoBa KOMITaKTU(HKALIH]a C€ OMMPEe HHTYUTHBHOM CXBaTamby. TEIIKO je 3aMUCIUTH
kommakTudukanujy unrepsana (0,1) rme Ha npumep dyHKumja sin(1l/x) uMa HENPEKHAHO MPOIYKEHE,
WIM Ha TpUMEp KOMIAaKTU(QHKAIMjy CKyla MPUPOJHHUX OpojeBa ca JMCKPETHOM TOIOJIOTHjOM TIE CBAaKH
OrpaHWYeH HU3 UMa HENPEKUIHO NPOIYKEHE.

Hoka3s. TIpoctop Cy(€2) cBUX orpaHHYeHHX HENPEKHIHUX (QYHKIHUja ca sup-HopMoM je jemna C™*-
anre0Opa, ako ce MHOXKEHE yBe/ie TauKa [0 TayKa, a THBOIYLHja TOMOhY KOMILUIEKCHOT KOHjyTrOBamba Y CBaKoj
tauky. OBO ce Jako mpoBepaBa. IbeH mpocTop MakcuManHHX uieana o3HayumMmo ca A. Ilpema mpBoj
Tesbdann-HajmapkoBoj Teopemn A je kommakrad u Cp(Q) =2 C(A). 3a cBako ¢t € (), npecinkaBarme
Cy(Q) > f — f(t) € C je xapakrep. Ckyn cBHX TakBHX Kapakrepa o3Haunmo ca Ag. JacHo je ma ce
A u §) MOTY MOMCTOBETHTH Kao CKymoBH. J[OKa)XMMO U Jia ce TOMOJIOTHje Ha BhUMa Tokianajy. Heka je 7
Iesmdanosa Tononoruja Ha A, 7y HBEHO Cyxeme Ha Ag, U x mona3Ha Tonoiordja Ha Ag. Tomonoruja x je
MHHHAMAITHA ¥ OJHOCY Ha Kojy cy cBe ¢pyrkuuje u3 Co(A() HenmpekuaHe, a 7 MUHAMAIIHA ¥ OJHOCY Ha KOjy
cy ce ¢pynkumje u3 C'(A) Henpekune, Kako ce ce Gpyukimje u3 Co(Ag) TPUBHJaITHO MPOLYKY]y HYIOM [0
dyuxmmje uz C(A), 10 je 79 2 . OTyna je Ag otsopen noackyn ox A 'y 7. Kommunuuku npoctop A/A§
no6ujen konancupameM ckyrma A§ y Tauky je OHJla KOMIAKTaH, a komnaktudukamuja Ag U {oo} npoctopa
Ag y onHocy Ha Y je Xaycmopdos, na je 7o = X. O

3.9. C*-nopaaredpe. Ipsa I'esbdana-HajmapkoBa TeopemMa y HOTIIYHOCTH OIMKCYje CBE KOMYTaTUBHE
C*-anrebpe. U Buie, oHa npysxa MmoryhaocTu aa ce momohy me 00Jbe n3yue U HekomyTatueHe C™-anredpe.
Hexa ¢y ay,...,a, € A. O3uakom C*(aq,...,a,) o3nauaBahemo C*-iloganie6py ariebpe A ienepucamny
eNeMEeHIUMA A1, . . . , Gp,. T je MuHUMaNHa C™* -niomanrebpa C*-anredpe A koaj caapku IOMEHYTE SIEMEHTE.
Huje Temko ycTaHOBHUTH /12 j€ Ped 0 3aTBOpEmY (Y HOPMH) CBHX ITOJIMHOMA O (1, A7, - . . , Up, @, Y OIIITEM
ciTydajy Ta moganreOpa Hrje KOMyTaTHBHA, aJli y HEKUM ITOCeOHUM ciTydajeBuMa jecte. Ha mpumep ako cy cBu
a; caMoajijyHrOBaHH U JBa I10 J{Ba KOMyTHpajy, Tana je u C* (a1, . .., a,) KoMyTaTnBHa. AKO je a HOpManaH
eneMeHT, oHza je C*(a) KoMyTaTHBHA. AKO Cy CBH a1, . . ., 4;, HOPMAIHU U MelycoGHO KOMYTHpajy, Oulie U
tana anrebpa C*(ay, . . ., a, ) KOMyTaTHBHa, alK TO hieMo 1oka3aru Tek HakoH Darmua-IlaTHeMoBe Teopeme,
jep Ge3 e He MOXKEMO TBPAUTH J1a je a;a; = aj

Vromnuko je anrebpa A yauranHa, ouga hemo ymecto C*(a, 1) kpahe mucaru C*(a) u ci1, OAHOCHO
MO/Ipa3yMeBaMo Jia je U nojairedpa reHeprcaHa HaBeACHUM eJIeMEHTUMA YHHUTAJHA.

Texnuka omabupa oxarosapajyhe komyraruBHe C*-anrebpe omoryhaBa sa ce U y HEKOMYTaTHBHOM
cilyyajy JIOKa)Xy Heka BakHa TBphema. Tpeba mehyTuM, ma3uTH Kako ce IMPHIMKOM Ipejacka Ha Mojaj-
reOpy Mema CIeKTap, a OH ce, y ciydajy ommrux (6e3 C*-ycnosa) banaxoBux anreOpu, HanmMe, MOXe
yBeharn. 3amcra, ako enemeHT Al — a HeMa WHBep3 y mofanreOopu B, o Moke na ra uMma y Behoj anreOpu
A, 1ok je obparHo, pasyme ce, Hemoryhe. Tako je op(a) 2 c4(a). Mehyrum, criekTpanHu paamjyc ce He
MeHa, jep OH 3aBHCH caMo Off MeTpuuike cTpykrype. [Tokaxxumo cazna aa ce y ciyyajy C*-anreOpu cnekrap
HE Meba IIPH TpeslacKy Ha MoAaiIreopy.

;.
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3.10. CraB. Heka je B Heka C*-nopanrebpa ynuraiane C*-anrebpe A. Tana je op(a) = o4(a) 3a
cBako a € B.

Joxa3s. Jloxasahemo mpso, Aa ako je a = a* € B unBepTubunan y A, na ouga e~ € B. Y Ty cBpxy
hemo npukazatu a ! kao auMec (y HOPMH) HOJTMHOMA OJ1 d.

[ocmarpajmo C*(a,a™!) - komyTatusny nofanredpy y A. Ipema npeoj I'esbdann-Hajmapkosoj Teo-
pemu, oHa je m3omopdua ca C'(A), rae je A mpoctop MakcuMainHuX uaeana. [esbdanmaosa TpaHchopmariija
a ce Hurze He anynupa (y mpoTuBHOM 0 € 0¢x(q,q-1) (a) na a HUje MHBepPTHOWMIIAH), ITO 3HAYM [a Y CBaKOj
TAYKH BXKH HEjSTHAKOCT

0< -/l < 1.

Onamie cienu na je enement |a|?/||a||? unBeprubunan u 1a ce mBeroB HHBEP3 MOke T0OMTH Kao cyma peaa

Z ||a||2n’

a kako je 1/a = a/|a|?, To ce kopuctehy unmenuiy na je lesbpanaosa Tpanchopmaimja uzoMophuszam
nobuja

Z ||a||2n

Tako a~—! € C*(a) C B. Heka je cafia a € B 6uno kakap unBeptu6unan (y A) enement. Taza cy u a*
¥ a*a MHBepTMOMIIHY, N Kako je a*a camoasjyHrosas, 1o (a*a)~! € B. Mehytum, a~! = (a*a)~'a*, na

leB.

Haj3ax, jeqHakoCT crieKTapa 3akjbydyjeMo npuMeryjyhin nperxonHo Ha enemente oomuka A1 —a. [

3.11. Mocaeanua. Ako je a € A HopmanaH enemeHT Tana je ||a|| = r(a), onHOCHO HOpMa je jenHaka
CIIEKTPAIHOM paarjycy. AKO je a = a* camoanjHroBat enemeHt, oHna je o(a) C R. Axko je a yHHTapaH, T0
jecraa* = a*a=1,ommajec(a) C{Ae€ C||A=1}ulla]| =1

Hokas. Hekaje B = C*(a) n a HopmanaH. Tana je o(a) = op(a), ujou ||a|| = ||a|| = r(a). Heka je,
canaa = a*. Tana ce o(a) = op(a) noxnana ca ckynom Bpeanocty Ieibpanziose Tpanchopmanuje d, anu
a=a"=a. TBpama 3a YHUTApHE CleAyje u3 ad = a*a = 1 = 1. O

3.12. Henpexuanu ¢pyHKnuoHaHu payyH. Hexka je a € A (A yHuTanHa) HopMajaH eJIeMEHT.

a) OyHKIHja a je xomeoMophr3aM npocTopa MakcuManHux uiena A noganredpe C*(a) Ha o(a);

6) [pecnukasamwe C(o(a)) 3 f — (foa) € C*(a) je x-u30Mophu3am, 1 TO TaKaB @ CBAKH MOIHHOM
P(z,z) npecnukasay P(a,a*). (Iujakpurnuky 3HaK ~03HaYaBa uHBep3Hy [ esbdannoBy TpaHchopmanujy.)

Ciuky mocneqmer npecinkaBama o3HadaBahiemo ca f(a).

Hoka3. a) Kako je C*(a) ynuranna komyrarusHa C*-anreOpa, Tpeda jou JoKa3aru Ja je leH IpoCcTop
makcumanuux uneana A = A(C*(a)) xomeomopdan ca o(a). Hexa je a lesbhanmosa Tpancdopmarimja
eleMeHTa a. 3HaMo Ja je ciuka npeciukaBama G : A — C jennaka o(a). JIOKaKUMO J1a je 4 MHjeKTHBHO.
Hexa cy hy u hy xapakrepu Ha C*(a), u npernocraBumo aa je a(hi) = a(ha), onHocHo hy(a) = ha(a).
3060r MyJITHILIMKATHBHOCTH je oHza v 3a cBe n > 0, hy(a™) = ha(a™). Kako I'esbanmosa Tpancdopmanmja
[PEBOJIH * Y KOMILUIEKCHO KOH]yroBatbe 3aKibydyjemo aa Baku u hy ((a*)™) = ho((a*)™), a KaKo Cy MoJIMHOMH
no a v a* rycruy C*(a), To cnenu na je hy = ho. Jlaxie, G je UHjeKTHBHO.

Hokaxxumo u ja je a xomeoMmopdm3aM. YOUuMMO MHBEP3HE CIHMKE CBHX OTBOPEHHX CKyIoBa y o(a)
¢yukujoMm a. Kaxo je a Oujexiuja, oHr YuHE HEKy Tononordjy. Kako je @ HempekuaHa, Ta TONOIOTHja je
cnabuja on I'esbdanmoeke. Hajzaz, kako je @ MHjeKTHBHA Ta TOIOJIOTHja pa3/iBaja Tauke, jep3a hy # ho € A
u a(h1) # a(hz), na nocroje orBopenu aucjyukrau o(a) 2 U; 3 a(h;). Tana cy ckynosu a~*(U;) > h;
OTBOpEHM M JucjyHKTHH. Jlakie, To je Xaycnopdosa Tononoruja ciabuja o komnakTHe - [esbdannoBcke.
Crora ce oHa moknamna ca [esb(hanIoBCKOM, LITO 3HAYM Ja HEMa APYTHX OTBOPEHUX CKymoBa y A ocuMm
WHBEP3HUX CIIMKa OTBOPEHUX (QyHKIHjoM a. Onmatie je a xoMeoMopQu3am.

0) JacHo je ma je peu o *-n3oMopusMy, jep cy TakBa u [ espdangoBa Tpanchopmanyja u IpeciInKaBambe
f — foa. Wnpenrmuka ¢yHkumja o(a) 3 z — z = fi1(a), ce ciauka y enement umja je [esbdanmosa
Tpancdopmaiyja jenHaka f1 o @ = a, nakie y a. Onarie cieau ocTao. O
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3.13. Jlema. Hekajea € A camoanjyurosad Heke C* anrebpe. Tana je enement v = exp(ia) yHuTapan
¥ BETOB MHBEP3 je u ™+ = u* = exp(—ia). TlocebHo, ||u|| = 1.

Joxka3. Kaxo je nHBONyIMja HENIPEKUAHA, U ¢ = @™, IMaMO

+oo . \p * +oo —ia)"
u* = Z (ia) = Z % = exp(—ia).

n=0 n=0

Kako eneMeHTH ia 1 —ia OYHMIIIEHO KOMYTHPajy, TO je 1 uu* = exp(ia) exp(—ia) = exp(ia —ia) = 1. O

3.14. Teopema [®araua-Ilatnem]. Hexka cy a u b Hopmanuu enementu C*-anreope A. Tana ax = xb
nosnaun a*x = rb*.
Hoxkaz. U3 ax = xb, 1aKo MHAYKIMjOM HamasuMo oz = xb™, na kaga To moMHOkuMO ca (1A)"/n! u

npocymupamo, 1o6ujamo €A%z = re'*’, onHoCcHO

Heka je a = o/ +ia” ub = ' + ib”. Tlocmarpajmo anamuTuuky GyHKImjy A — $(\) = e~ 20"
Nmamo
@(}\) _ e—i(ka*—Xa)e—iS\axei/_\bei(Ab*—/_\b) _ e—i(ka*—Xa)xei()\b*—Xb)'

Kaxko cy eneMenTn Aa* — \a u Ab* — \b caMoa/jyHroBasm, To je mpema nperxomaHoj gemu |[&(N)|| < |||,
o 3Hauu 1a je P nena orpaHuueHa QyHKIH]ja, 1a Mopa OuTH KOHCTaHTHA, Tj. P(A) = ®(0) = 2. To 3Hauw
Ia je

oA p AT

Ynopehusamem xoeduuujenta y3 A\' y pasBojy y cTemeHu pen IpeTxomHe (GopMyne, HalasuMo a*x

xb*. O

ITocebHO, ako cy x M y KOMyTHpajyhwm HOpPMAaJHH €IEMEeHTH, OHOa je xy* = y*z um ¥y = yzx*.
Omnmiryje, ako ¢y aq, . . . , a, MehycoOHo komytupajyhn enementu C*-anredpe A, oHza je mweHa noganredpa
C*(ay,...,a,) KOMyTaTHBHA.

3.15. Henpekuanu GpyHKIMOHAJIHH pavyyH BHIIe nmpoMeHsbuBuX. Heka cy aq,...,a, € A Hop-
MAJTHU eJIEMEHTH Koju Mel)ycoOHO KoMyTHpa]y.

a) Odynkumja ¢ = (as,...,a,) je XoMeoMOp(U3aM MPOCTOpa MAKCUMATHUX Haeana A momanrebpe
C*(ay,...,an)HaHekH noackym ckyna C™. Taj ckyn o3HauaBahemo cao(ay, . . . , a, ) M 38aheMo 3ajegnuuku
cuexkiiap eJIeMeHara ay, . . . , Gn;

0) [pecmukasawwe C(o(ay,...,a,)) D f — (foa) € C*(a) je x-nzomopdu3am, U TO TAKAB Jia CBAKH
nonuHoM P(z1, %1, ..., 2y, Z,) TpeciukaBa y P(ay,af, ..., an,ak).

Cruky ¢yHkuuje f HaBeeHUM n30MOphH3MOM 03Ha4YaBaMo ca f(aq, ..., a,).

Jloxas. JIokas je UCTH Kao y oJeJbKy 3.12.

NNO3UTUBHU EJIEMEHTHU U ITIOPEJJAK

3.16. Jdepununmja. Heka je A mpoussospHa C*-anredpa (Moxe OUTH U O€3 jSIUHUIIE).

EnemeHt a € A HazuBamo dosuitiuenum akoje a = a*no(a) C [0, +00). Akojejourno(a) C (0, +00)
OHJIa I'a 30BEMO Cilipoio Ho3uiliusHum. AKo je A yHUTaNHA, OHJIA je ¢ CTPOrO MO3UTHUBAH aKo je MO3UTHBAH U
unBepTubmian. CKyl CBUX MO3UTHBHUX €lleMeHara o3HavaBamo ca AT,

Ha ckymy cBuX caMmoajIjyHroBaHux enemenara Ag, yBoaumo penaiujy < nmomohy a < b ako u camo ako
je b — a mo3uTHBaH.

3.17. Cras. a) Cxyn A" je peanan xomyc, onHocHo a,b € AT u A > O nosmaun a +b € AT, u
Aa € AT, kaou AT N (—A") = {0}. AT je 3arBopen ckym;

0) penaunja < je penanuja (IeTUMUYHOT) TTOpeTKa HA Agy;

Hoxaz. a) la A\a € A" ciemu u3 TeopeMe 0 IPeCIHKaBamy criekTpa. Heka cy a H —a jeTHOBPEMEHO
MO3UTHBHU. 300T Teopeme O MpeciuKaBamy crekrpa cieau fa je o(a) = {0}. To 3xaum na ['espdhanmosa
tpancdopmaruja exemenrta a (y anredpu C*(a)) y3uma caMo BpeqHOCT HyJa, OOHOCHO ja je a = 0.
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Heka a,b € AT, nnexa je a = ||a||, 8 = ||b||. Tanmaje o(al —a) C [0,a] uo(B1—0b) C [0,0],aT0
nosiau ||al — a|| < au||fl —b|| < B, onakie je

l(a+B)1 = (a+d)|| <a+p.

Kaxko je (a + 8)1 — (a + b) € As, 10 noBnaun na je o((a + B)1 — (a+ b)) C [—a — 5, a + F]. Tlpema
TEOPEMH O MpeciuKaBamy crekrpa je ouna o(a +b) C [0,2(a + B),maa+be A*.

Heka A" > a,, — a. 360r HENPEKUHOCTH UHBONYIIHU]E, @ j€ camoajyHroBan. Heka je o, = ||a,|| n
a = ||al|. Umamo, o, 1 — ay, > 0, ma je ||an 1l — ap | < an, onaxie je ||al — a|| < o, omaxie caenu a > 0.
6) PedexcnBHOCT je ounrenna. ARTUCHMETPHYHOCT ciienu u3 penamuje AT N (— A1) = {0}. Tpans-
UTHBHOCT ciefu u3 a,b € A1 nosnauna 4+ b € AT, O

3.18. CraB [kapakTepu3anuja no3suTHBHHUX ejemeHara]. Cienehu ycnoBU Cy eKBUBaJICHTHU:

(ae AT,

(2) a = b? 3a Heku caMoa [jyHroBaH b;

(3)a =b*b3aneku b € A.

Jlokas. (2) = (3) je ounrnemno. (1) = (2): Heka je a € AT. ®ynxumja A — VA je KOpeKTHO
neduHncana Ha o (a), Ta MOXKEMO y3eTH b = /a.

(3) = (1) je najrexxu cmep. IlpBo moxaxumo na b*b He Moxe OMTH HeraTUBaH (OCHUM y TPHBHjAITHO]
curyanuju b = 0). IIpernocraBumo cymnpotao, b*b < 0. Kako ce o(xy) u o(yz) noknanajy 1o Ha HyIy, TO je
n bb* < 0. CraBumo b = by + by, T cy b1 U bo camoanjynrosanu. Kako je 30up aBa MO3UTHBHA €lIeMEHTa
MO3UTHBAH, HIMaMO

0> b*b+ bb* = 2b% + 2b3 > 0,

jep cy b? u b3 MO3UTHBHM MpEMa TEOPEMH O TIpeciuKaBamy crekrpa. Kako je AT N (— A1) tpusujanan, To
jeb=0.

Cana nmokaszyjemo 1a a = b*b mopa OuTu mo3uThBaH. Taj elIeMEHT je caMOaJjyHIOBaH, U MOXKE CE
NPHUKA3aTH Kao ¢ = a4 — G_, [J€ Cy a4+ U a_ TMO3UTHBHHU €JIEMEHTH TaKBHU 1a je a4+ G = a_ay. (JJOBOJBHO
jeysetn ay = g(a) ma_ = h(a), rae cy g(A) = max{A, 0}, h(\) = max{—A\, 0} nO3UTHBHY 1 HEraTHBHH
neo O6poja A.) Tana je

0>-a®> =a_(ay —a_)a_ =a_aa_ =a_b*ba_ = (ba_)*ba_,
ozakJe, npeMa Beh gokazanom nmamo ba_ = 0, atume u a_ = 0. Tako je a = a4 > 0. [l

3.19. Hocaenume. 1. Axo je a < b, oHa je 3a cBako ¢, c*ac < c*bc;

2. Mpecnukapame = — =~ ' je onanajyhe na ckymy A+ N G(A) cBEX cTPOro MO3MTUBHUX eEMEHATA.

Jlokas. 1. Enement b — a je mo3uTHBaH, Ia je mpema MpeTXOAHOM CTaBy o0iuka d*d 3a Heko d. Otyna
je u enemenr ¢*be — c*ac = (dc¢)*dc no3uruBas;

2. Ao je 0 < < y, onja je, uMajyhu y Buy 1a je /2 KopeKTHO Ie(pMHICAH M CaMOaJIjyHIOBaH,
0 < y~/2zy~1/2 < 1. Kako ce cnektpu eneMenara ab u ba noxnanajy, To je u z/2y~1/2y=1/251/2 =
x'/2y~121/2 nosuruBan u Mamu ox 1, onarie je ysumajyhn sa ¢ = o~ /2, y=1 <z~ L. O

3.20. Jdedpunnnmja [ampoxcumaTuBHa jequaunal. Mako ce caka C'*-anreOpa MoxkKe YHUTAIH30BATH,
MOHEKaJ ce Mopa pagutu Oe3 we. Ha mpumep, Hujenan npasu unean y C*-anreOpu He MOXKE callpiKaTu
jenuauiy. Kao 3aMeHy 3a jeAMHUYHHU €JEeMEHT NEPUHUIIEMO alipOKCUMAIIUBHY jeguHUYY Kao CKYI MO3H-
THBHUX esieMeHara {e) |\ € A} unmekcupan ycmMepeHUM cKyroM A (OIHOCHO YpeljeHHM CKyTIOM YHjH CBAKH
JBOYNIAHH MOJCKYII MMa TOPE-E€ OTPaHHYeHkhe), TaKaB Ja A < [ IOBIa4Hu ey < e, ¥ TAKaB Ja je

4 lim xey = limeyz = x
) T vy ’
y HopMH aireope A.

IIpu ToMe, TpaHMYHA BPEIHOCT C€ y3MMa Y OJHOCY Ha (UITEp I'eHepUCAaH WHTepBAUMa OOIHKA
[Ao, +00), OOHOCHO rpaHM4HA BpeAHOCT y (4) 3Ha4u 1a 3a cBe € > 0 moctoju A\g € A TakBo Ja 3a cBe
A > Ao BaXH

llzex —all, [lexe — al| < e.
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3.21. CraB. Cxkyn A = {a € A|0 < a < 1} je yemepen ckyn. Taj ckymn (MHISKCHPaH caMUM COOOM)
Ha3UBAMO KAHOHCKA AUPOKCUMATHUBHA jequHUYaA.

Ilpumegba. CraB ce omHOcH Ha anreOpe Oe3 jenmaunie. Tama HejenHakocT 0 < a < 1 o3HauaBa 1a je
a=a*uo(a) C[0,1).

Jlokas. Tpeba nokaszaru ma 3a 0 < a,b < 1 mocroju ¢ ca ocodbunoM a,b < ¢ < 1. Hckopucruhemo
YMECHUITY 1a je mpeciukaBame a — a(l + a)~! pactyha ¢pynkuuja. Uctuna, enement (1 + a)~! moxe
Jia IOCTOjU caMO y YHUTaNU3auuju anrebpe A, ajau Kako je anredpa A yBek Heall y CB0j0j YHUTAIU3ALH]H
(zamcta b € Auc+ Al € Ay nosnaun b(c + A1) = be + \b € A),t0a(l +a)"t € A.

Jloka)xuMo 11a je HaBeIeHO IpecinKaBame 3ancrta pactyhe. U3 a < b ommax Hamaszumo 1 +a < 1+ 0,
a npema nocieaunu 3.19.2 onate u (1 +a)~! > (1 +b)7L, omwocno a(l +a) "t =1— (1 +a)~t <
1—(1+b)~t=0b1+0b)""

3a nare a,b € A mocmarpajmo enemente a’ = a(l —a)™ ! ub’ = b(1 — b)~!. Enemenr ¢ = a’ + V'
je Takohe mosuTuBaH, ma nocroju ¢ = ¢'(1 + ¢’)~! 3a koje je (MO TeopeMu O TpecIMKaBawy CIEKTPa
a(c) C[0,1). Kaxo je a’ < ¢, To je 360r Mmonotonoctd dpyrkumje x — z(1 +z) " L,ua=a'(1+a’)"! <
d(1+c)t=c Cammunojeund < c.

Jokaxumo na je ckym A 3ancTa anpokcumaruBHa jeaunuia. Jlokasahemo npso na Baxu (4) 3a mO3UTUBHE
a. 300T HEMPEKUIHOCTU a —> a* JOBOJHHO j€ JIOKa3aTH CaMo jEAHY jEJHAKOCT, & MHOXXCHEM IMOTOJHOM
KOHCTAHTOM MOKEMO MPETHOCTABUTH Ja je a < 1. Akoje ey > a'/™ Tamaje 1 — ey < 1 — a/™, u Tume
a(l —ey)a < a(l —a'/™)a = a*>(1 — a'/™), na umamo

llexa —al? = [la(1 = ex)al| <[ fa(a)l],

e je fn(A) = A2(1 — ¥/X). MehyTum, nocrenma GyHKuja gocTike Makcumym (y unteppaiy [0, 1]) y
tauku (2n/(2n + 1)), naje | fn(\)| < (2n/(2n +1))?"(1/(2n+1)) < 1/(2n+ 1), najeu

lexa —all® < 5

A S o+l

Heka je casia a npoussosbHo. Tanaje ||aey—al|? = |[(1—ex)a*a(l—ey)|| < ||(1—ey)a*a||, na npumenumo
HPETXOIHHU CITy4aj Ha a*a, U Haj3an |lexa — al|| = ||a*e)\ — a*||, na npumMennMO TIpeTxoqHO HA a™. O

NIEAJIUM 1 XOMOMOPOU3IMHU

3.22. CraB. Heka je J (3aTBopenu) asoctpanu uaean y C*-anrebpu A. Tama je J = J*.
Hoxaz. Ckyn J N J* je C*-nomanrebpa y A, U y B0j MOCTOjH HEKa alpOKCHMATHBHA jeqUHUIA, HA
npumep ey. Heka a € J. Umamo

lla*ex — a*||* = |lexaa*es — exaa® — aa*ey + aa*|| < ||exaa* — aa*|| + ||aa* — exaa™||.

Melytum, nocieamu u3pa3 TeKH Ka Hynu, jep ae™ npunaaa u J u J*, na npunazga J N J*. Kako a*ey €
JNJ* C.J,Tocea* MoXe ampOKCUMUpPATH elleMeHTuma u3 J, na a* € J. O

3.23. CraB. Hexa je J 3arBopenu asoctpanu uneany A. Kommunuk A/ J je C*-anre6pa ca cranaapaHo

Ie(UHICAHUM OTlepaljama, i KOJNYHHIKOM HOpMOM ||a + J|| = infpe s [|a — b||. 3a konmuunuuky HOpMY
BaXH
®) lla+J|| = lim|la — ae]l,

TZI€ je e MPON3BOJbHA AIPOKCHMATHBHA jeANHUIA Y J.
Hoxkas. [la je xommunuk A/.J banaxosa anreOpa Beh 3aamo. [ToKaXuMO 12 33 KOMTHIHAYKY HOPMY BaXKH
(5). Kaxo aey € J 1o Baxd ||a + J|| < ||a — aey]|, u oryaa

6) ||a—|—JHglim)\iana—ae)\H.

C npyre ctpane, 3a 6uio koje b € J umamo (anrebpy A yHuTanu3yjemMo y cirydajy norpede)
lla —aex[] = [l(a = b)(1 —ex) + b —bexl| < [la—bl| [[1 —exl| + |b— bex||.

JlpyrH CyMaH/ TeXH Ka HylH, jep b € J, a IpBH je orpaHnyeH ca ||a — b||, na je

limsup ||a — aey|| < ||a — b]|.
A

Kana Ty npohemo undprmymom o cBum b € J u y3memo y 003up (6) nodujamo (5).
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WuBonyuuja a + J +— a* + J je o4nTO KOPEKTHO Ne(HHUCAHA, U carlacHa ca OCTAIMM OIlepalijama,
I1a 0CTaje joIl Jia ce mpoBepH Aa Baxu C*-ycnoB. Mehytum, To cnenu u3 (5), jep

lla+ J|> = li)r\n||a— aey||? = li{nH(l —ex)a*a(l —ey)|| < li)r\n||a*a—a*ae>\|| = |la*a + J||.

O

3.24. CraB. Hekacy A u B nse C*-anrebpe, u ¢ : A — B (anrebapckn) x-xomomopduzam. Tana je

a) ||¢(a)|| < ||a]|, n noce6HoO, ¢ je orpaHuyeH;

6) ker o = {a € A| p(a) = 0} je 3arBopen qBOCTpaHH Haealy A;

B) AKO je, jolll,  MHjeKTUBHO, OHJIA je ¢ M30MeTpHja, u moce6Ho, p(A) je 3arBopena nonanredpa y B;

r) Cinxa xoMoMopdu3Ma @ je 3arBopeHa, oaHocHo ¢(A) je C*-monmanrebpa anrebpe B.

Hokas. a) Tlo morpebu moxemo anrebpe A u B ynuranmmsoBard. JacHo je ma je ¢(1a) jenuunna y
nonanredpu B’ = ¢(A) < B. Ako je A € p(a), Tana je a — A1 unBeprubunan y A, na je p(a — A1) =
©(a) — A1 uaBeprudunan y B’. Oryza je p(a) C p(p(a)), onHOCHO

(7 o(p(a)) C o(a).
Taxko 3a HopmaiHe enemente a, Baxd ||p(a)|| = r(p(a)) < r(a) = ||a|| (monceTumo ce na je cnekrpanHu
pamujyc r(a) jennak ||a|| 3a Hopmanne). V onurrem ciydajy u3 C*-ycnosa umamo ||p(a)||? = ||p(a*a)|| <
lla*al| = [|al|*;

6) Crenu u3 a)

B) 360r C*-ycnoBa I0BOJBHO je mokasatd 1a ||p(a)|| = ||a|| Baku 3a cBaku MO3UTHBAH €IEMEHT a.

IIpernocraBumo cynpotHo, ||p(a)|| < ||a||. Tama je o(f(a)) camgpxkano y aucky momynpeunuka ||p(a)ll,
JIOK CIIEKTap MO3UTHBHOT eJIeMEHTa a caapiku peanan 0poj ||a||. Crora mocroju HerpuBHjaiHa QyHKIHM]ja
f € C(o(a)) xoja ce anynmupa Ha o (p(a)). 3a By Baxu

® ¢(f(a)) = fp(a)).
3ancra, KaKo je ¢ MyJITHIUIMKaTUBHO IPeCinKaBambe, To 3a cBaku noiuaoM P Baxu ¢(P(a)) = P(¢(a)), a
f ce Moxke mprkazaru kao paBHOMEpHH JinMec nonnHoma. Meljytum, npema koHCTpyKIMju je f o ¢ = 0, na
je mecua crpana y (8) jennaka Hynu, a kKako je f(a) # 0 To mpOTHBPEYH UHjEKTHBHOCTH;

r) Anre6py A samenumo anrebpom A/ ker ¢, Ha K0joj je 100po AedHHKMCAHO NpeciIuKaBame ¢ ca
¢ (a + ker ¢) = p(a). Cruxe npecnukaBama o U ¢’ ce NOKJIAMNajy, a ' je HHjeKTUBHO. O

3amanu

1. a) Heka je A neynuranna C*-anre6pa, ¢ HeKa mbeHa allpoKCMMaTuBHA jequHuia u (L, R) MHIKATESD
Ha A. Jloxasaru na je R(a) = limy aL(ey u L(a) = limy R(ey)a;

0) Hexka je cana A = G, anrebpa KOMIIaKTHUX omeparopa Ha XuinbeproBom mpocropy H. [lokazarn
JIa je 3a CBaKH [POjeKTop KoHauHor panra p nap (L1, R1) muoxuress Ha B(pH), ako je L1 (A) = pL(A)pu
Ry (A) = pR(A)p, na uzectu mocaguuy aa je M(A) = B(H);

B) Heka je cama A = Cy(Q2) (nokanno xommakran). Jlokasaru ga je M(A) = Cp(Q2), xopucrehn
npocrope C'(K') 3a komnakre K C (.

2. a) Heka je (X, X, i) mpocTop ca MepoM U Heka Yo 03HauaBa CKyII CBUX [i-3aHEMapJbHBUX CKYIIOBA.
Ha ¥ yBenemo penanujy ~ ca A ~ B ako u camo ako je u(AAB) = 0. Jlokasartu 1a je ~ pejanuja
exBuBaseHuje. Jlokasaru 1a je KOMMYHUYKU cKyIn X /Y := Y./ ~ Bynoa anrepa y oHOCY Ha onepaiyje
U, N u kouctante X, (). Tlokasaru na je y toj anrebpu [A] < [B] ako u camo ako je u(A\ B) = 0. Tana
Ka)KeMO J1a CKynl B ckopo cagporcu ckyn A,

Hapase Basku 1 p1(X) < +00.

0) Heka je A mpocrop MakcuMaiHux maeana aiarebpe L (X, u), toe je pu(X) < +oo. Kopucrehu
PrcoBy TeopeMy 0 perpe3eHTalnuju, JoKa3aTy 1a Ha A mocToju o3uTHBHA bopenosa Mepa i 3a Kojy BaxKu

/fdﬂ:/ fdu,
A X
3acBe f € Loo;

B) Jlokazaru 1a je 1(G) > 0 3a cBakH OTBOPEH CKyI y A;
r) Jlokasaru na 3a cBaky QyHkuujy g € L°°(A, i) nocroju nenpekuana ¢yukuuja h : A — C taksa
naje g = h, fi ckopo cByna. Ussectu mocnenuity: banaxosu nmpocropu C(A) u L (A, i) ce noknanajy;
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1) JlokasaTu aa je 3aTBOpEr-E MPOU3BOJBHOT OTBOPEHOT ckyma y A takohje otBopeno. (Kaxkemo na je
MPOCTOP Ca THM CBOJCTBOM eKCIIPEMHO Hell08e3aH;

) Hokazaru na 3a cBaky pammnjy E, C X mocToju MUHHUMAJaH CKYTI KOJH j& CKOPO CaapKH, TO jeCT
ckyn F, TakaB ia 3a cBe o F ckopo caapxu F,, ¥ 1a ako ¥ F' mocemyje ucTo cBojcTBO Taaa F ckopo canpxku
F,

e) Ussectu mocnenuiy: Bysnosa anre6pa X/Y je KOMIUIETHa, OJHOCHO CBaka (aMuinja y moj uma
CYIpeMyM.

3. a) Hexa je a € A Hopmanan emement C*-anrebpe A, u f : o(a) — C nHenpekuaHa GyHKUH]a.
Hoxkasaru na je o(f(a)) = f(o(a)) (Teopema 0 HENPEKUAHOM MPECIINKABAIDY CIIEKTPA);
6) Hekaje a € Anopmanas, f : 0(a) = o(f(a))ug: o(f(a)) — C nenpekunte Gpyukimje. Jokasaru

naje (go f)(a) = g(f(a)).

4. Hexka je A banaxoBa anre6pa ca HHBOIyLHjOM 3a Kojy BaxH ||a*|| = ||a|| (e mopa 6utu Cx).
Hexa je ||al|rep := sup||m(a)||, re ce cympemym y3uma o cBuM *-xoMomopdusmuma 7 : A — By Heky
C*-anrebpy B.

a) Jloxasaru 1a je || - ||ep HcmymaBa C* ycnoB, kao u aa je ||a||rep < ||all;

0) Hexa je C*(A) xoMmietupame anredpe A y onsocy Ha HOPMY || - ||pep, # 00 : A — C*(A) mpupoaso
yramame. (Ty anmrebpy HasuBamo C*-ogojnuya anrebpe A.) Jokaszaru ma C*(A) moceayje yHHBEp3aIHO
CBOJCTBO, TO jeCT Jia 3a cBaky Apyry C* anredpy B u *-xomomop¢uszam ¢ : A — B MocToju jeMHCTBEHH
k-xomomopdusam ¢ : C*(A) — B takas ga je ¢ = 1) o ¢g.

5. a) Heka je y HeyHuTanHoj anrebpu A, eIeMEeHT a CTPOro Mmo3uTHBaH (TO 3Ha4M 1a je o4, (a) C
(0, +0c0)). Jlokasaru na je uu3 e,, = a(a + 1/n)~! pactyhu u na uMHYM anpoKCUMaTUBHY jeIMHUILY anrebpe

6) Heka je e,, pactyha anpokcumaruBHa jenunuiia anerope A. Jlokasaru ja je eJeMenT a = Z:z en /2"
CTPOTO ITO3UTHBAH.

6. Heka je A orpanuuen omeparop Ha XwundeproBom mpoctopy H. Jlokasaru na je A mosutuBan
enement C*-anrebpe B(H ), ako u camo ako je (Ax,x) > 03a cBako x € H.

7. Hexka je A Heka C*-anrebpau a € G(A) (naxie naBeptudmwian). [Tokasarn nay A HocToje yHuTapaH
U ¥ TIO3UTHBAH ¢ TaKBH 1a je a = uc. Hahu npumep C™*-anredpe 1 HOPMAHOT €JICMEHTA ¢ KOjH CE HE MOXKe
MPEJICTABUTH HA OMHUCAH HAYKH.

1/2
8. a) Heka je a enement criekrpaiHor paaujyca r(a) < 1,ub = ( gw a*"a”) . Jokazaru na je b

KOpekTHO nedunucan, b > 1, u |[bab™1|| < 1;

6) Useectu nocnemuuy: r(a) = inf ||bab™t|| = bir}}f ||ebae
E sa

.
bEG(A)
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CHHEKTPAJIHA TEOPEMA

4.1. Jepununmja. Hexaje () ckyn, 91 Heka o-anreOpa Ha leMy M Heka je H Hekn XuidepToB mpocTop,
a B(H) anre6pa cBux orpanudeHux omneparopa Ha H. Ciexilipainom mepoM Ha3UBaMO IPECIHKABAE
E : 9 — B(H), TakBo ja Baxu

(1) E(A)?2 = E(A) = E(A)*, 3a cako A € 9 (1j. BpelOCTH Mepe Cy OPTOTOHAHH MPOjEKTOPH);
(2) E(0) =0u E(Q) = I - jenua4Hu oreparop;

(3) E(LU" A;) =>°7° E(A;), upu yemy 3axTeBaMo 1@ Pell jako KOHBEPrUpa;

(4) E(AN B) = E(A)E(B) - noce6uo, ako AN B = () onga E(A)E(B) = 0.

Ipumegbe YcioBH HHUCY HE3aBUCHU. PenMMoO y JpyroMm ycioBy, MpBa jeMHAKOCT Ce JIako Jokaszyje. U
MHAYE Y KINACHYHO] Teopuju Mepe, yeioB m(() = 0 ciyxu camo 1a OU ce UCKIbYYHMO TPUBHjaAIaH CIIyuaj TIIe
je Mepa cBakor' cKyna OeCKOHa4YHa - OBJIC je TO, HapaBHO, Hemoryhe. J[pyra jeHaKoCT HHje CYIITHHCKA, jep
Ce JIaKO U3BOJY MOHOTOHHja

AC B= E(A) < E(B),

naje (E(I)H )" srmak, 0lHOCHO MO%keMO yMecTo XHinbepToBor npoctopa H MOCMaTpaTH HeroB MOTHPOC-
Top E(I)H.

Jasbe, 4eTBPTH YCIIOB CE y HEKOJIHMKO KOopaka MOKe TOKa3aTH Ha OCHOBY MPBOT U Tpeher, 1mITo je onucano
y 3anarky 6poj 1.

3axreB y TpeheM ycioBy aa pel Ha JeCHOj CTPaHH jako KOHBeprupa je Bumak. Hamme, 3 A, N A; = ()
crenu aa cy npojexropu E(A;) u E(A;) opToroHainu, ma je cBaka lbUX0Ba KOHAYHA CyMa Takole pojeKTop
(oproronanuu). Tama cy mapiujaiHe CyMe HaBeICHOT peia pacTyhin HUu3 pojeKTopa Koju YBEK jako (U ci1ado)
KOHBEpPrupa Ka HeKOM OPTOTOHATTHOM MPOjeKTOPY.

W3 yerBpror ycnosa ciequ aa je ysek E(A)E(B) = E(ANB) = E(ANB)* = (E(A)E(B))* =
E(B)E(A).

Hexku yMecTo criekTpaiHa Mepa, Kaxy U CHeKipaIHo paziaiarke jequnuye.

Ipocrop L>°(); E) win camo L°°(FE) ce nebunume xao u y ciydajy Opojuanux mepa. Ckym A
je mepe Hyna ako je E(A) = 0 - Hyntu npojekrop. Jlako ce BHAM M3 aKCHOMa CIIEKTpAllHE Mepe ja je
npeOpojuBa yHHja CKyIIOBa Mepe HyJia, Takohe mepe Hyna. EceHumjannu cynpemym sup ess | f| Qyukiumje
| f| nedurmmemo kao wamamy KoHctanty M > 0 taksy na je E{x € Q| |f(x)] > M} = 0. Tana je
L*(E)={f:Q — C|||f|lcc =supess|f| < oo} banaxos mpocrop.

4.2. HTerpanmja y oqHocy Ha CHeKTPaJIHy Mepy. Moxke ce 3aCHHMBAaTH TeOpHja MHTErpanuje Hy-
MepHUKUX QYHKIMja y OAHOCY Ha CIIEKTPaJIHy Mepy, Ha HCTH HaYKH Ka0 M Y OJJHOCY Ha OOWYHY - NEe(HHUILY

32
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ce npocre (yHKIHje, HHTErpaIn MPOCTuX UTA. MelyTHM Moke ce IOCTYNUTH M jeHOCTaBHHje. 3a aare
BekTope f, g € H MoxeMo hopMUpaTH KOMIUIEKCHY MEPY [if 4 3a]1aTy ca

prg(A) = (E(A)f,g).
Vkomuko je g = f, Tana je Mepa fif, s HO3UTHBHA Mepa, a aKo je jou || f|| = 1, onza je n BepoBaTHOCHA (Tj.

prr(2) =1).
3a aTy eCeHIMjaJHO OTpaHUYeHy (TUMe u MepJbuBY) GyHKUH)Y ¢ : 2 — C nmocmarpamo HHTErpai

/ pdugg.
Q

Huje Temko npoBepuTH Ja OH YHHH je[Hy OrpaHH4YeHy OuirHeapHy GopMy no f u g. 3aucTa, TMHEAPHOCT
1o f ¥ aHTWIIMHEAPHOCT 110 ¢ je TpuBHjasHa. OrpaHUYeHOCT CIIe/H, jep je

/ pdug.g
Q

IMocnenma HejenHakocT cienu, jep 30or Kommu-11IBaprioBe HejeHAKOCTH, KIMaMO

lp.g (AP = [{B(A)f,9) 1> = [(E(A)f, E(A)g) | < (E(A)f, f) (E(A)g, 9),

Ia je 3a cBako pasnarame 2 =| | A;

< lplloolr.gl () < el £1] 191l

M D lnpg(ADI < Y UEAN LN UEA))g, 9N <

9] oo 1/2
< (Z (E(A))f, f>Z<E(Aj)g7g>> = ((Lf, f) (Ig: 9 = I f1l llgll.

1 1

Otyna moctoju orpanuden oneparop 7' € B(H), takas na je (T'f,g) = [, ¢dusy. Hedunnmemo

OHIIA,
T::/andE:/Qgp(x)dE(x).

4.3. CnexrpanHa teopema. Heka je T HopMmanaH omeparop Ha XuinoepToBoM mpoctopy H. Tama
HocTojH jemuHcTBeHa Bopenosa criektpanta mMepa F Ha o(T'), TakBa ja 3a CBaKy HENPEKHAHY (QYHKIH]Y
f:0o(T) — C Baxu

@ /  JEAEE) = 1),

U 110ceOHOo

/ zdE(z) =T.
o(T)

U Buie, mHTETpA HA JIEBOj cTpaHu Gopmyie (2) uma cmucia 3a caky [ € L>°(o(T')), n npecinkaBame
L>(e(T))> f— f(z)dE(z) € B(H)
o(T)
npencrasba yranamwe C*-anrebpe L (o(T)) y B(H).
Hoka3s. Tlocmarpajmo komytarusay C*-anre6py C*(T). Hben mpocTop MakCHMATHUX HIEala MOXE
ce noucroBerutd ca o (1), a Tesbpannosa Tpancdopmanmja T’ oneparopa 1’ ca HASHTHIKOM (QYHKIHjOM; U

sunie f(7T') ca f 3a cBaky Henpekuany f. (CraB o HenpekuIHOM (yHKIIMOHAIHOM pauyHy.) Heka cy x,
y € H npounsBosbHM BekTopH. [IpecnukaBame

Clo(T)) > f = (f(T)z,y)

je orpannyeH QyHKIMOHAN. 3aucTa, TnHeapHocT (1o f) je ouura, a orpanudenoct cieau u3 | {f (T)z,y) | <

NECON Iz lwll = 111zl |y]]. TIpema PucoBoj Teopemu, mocTtoju peryiapHa KoMiuiekcHa Bopenosa
Mepa U, , TaKBa Ja je 3a CBaKy Hempekuany GyHkuujy f

(f(M)z,y) = )f(Z) dptay(2).

o(T



34

JennocTaBHO mMpoBepaBaMo Ja 3a GaMHIMjy Mepa [l . (T,y € H) Bake jJENHAKOCTH [ix,z,+Npzoy =
Mgy y + Aoflzy y U [y z = fzy. OTyna je 3a cBaky Gynkuujy f € L°°(o(T')) npecnukasame (x,y) —
fU(T) f(2) Atz (2) orpannuena 6ununaeapra dopma, na nocroju oneparop V(f) € B(H), TakaB 1a je

(W) y) = o (2) dptg y(2)-

Ipecnukasate U je, ounmienHo, uHeapHo, u Baxu V() = U(f)*. Cnenehu kopak je na m0kaxkeMo
na je ¥ myntummukarueHo Ha L°° (o(T')). OHO je MynTHIUTHKaTHBHO, (IIpeMa AeQHHHIN]H) Ha YIKEM CKYITY
C(o(T)), na 3a cBe HenpeKuaHe [, g IMaMo

(©) f(2)9(2) dpay (2) = (f(T)g(T)z,y) = f(2) dig(r)z,y (2),
o (T) a(T)

onake je Mepa g(z) dji,,, jeIHAKa MEPH fLg(T), - OTyna (3) Baxkunsacee f € L=(o(T))ug € C(o(T)),
OITHOCHO BaXKH

/(T) 9(2) dpg,w(py-y(2) = (g(T)z, ¥(f)"y) = (¥(f)g(T)z,y) = o f(2)g(2) dpa y (2),
Tt ject f(2) dptzy = dpiy w(f)+y.3acBe f € L>(o(T)). Tako3acse f, g € L>(o(T)) umamo
W) = [ FEoE) Ay = [ sty =
o (T) o(T)

= (2, 0(f)"¥(g)"y) = (Y(g)¥(f)z,y) .

Tako je ¥ xomomopdusam anredpe L (o (T')) y B(H). Koncrpyuiemo cajia criekrpajiny Mepy. Hanme
3a Bopenos ckyn A C o(T) crasumo (E(A)z,y) = fG(T) Xa(2)dpgy(2), TaE je X4 KapaKTepHCTHYHA
dynkumja ckyna A, ognocHo F(A) = ¥(x4). Kako je ¥ *x-xomomopduzam, U x4 = X4 = X4, T0 je u
E(A)? = E(A)* = E(A). Ocrana cBOjCTBa CIIEKTPAIIHE MEPE CIIEAE U3 CBOjCTABA KOMILUIEKCHUX MEPA [l 4.

OcTaje jour 1a JOKaXeMO H30METPUYHOCT. 3a TO je JOBOJBHO JoKa3arH ja je VU unjektuBHO. [lper-
HOCTaBUMO CympoTHO, na je f # 0 E-ckopo csyma, u U(f) = 0. Tama je 3a meko 6 > 0, ckyn
A= {t e o] |f)| > 6} E-crporo nosurusae Mepe, Tj. E(A) # 0, omHoco E(A)x = x 3a
Heku Bektop x € H. Tana je, mehytim

0 < Izl = pmaree(@(T)) = / JRCCECE

L P dtan(z) = — (W(f), B(f)) = 0,

= 52 o(T) Y
IITO YHMHU KOHTPAJUKIIH]Y. (]

IIpumegba. Vlako TO HUje EKCIUIMIIUTHO HAIJIAIICHO, HUTH TEILKO 33 HETIOCPEAAH JI0Ka3, IPECINKABABE
U je u MOHOTOHO, Tj. f < g moenaun U(f) < U(g). To cnean, jep HHjeKTUBHH XOMOMOPGU3MH dyBajy
CHeKTap.

Jow jegna iipumegba. CriekTpalHOM TeopeMoM JierHUCaH je L°°-QyHKIMOHAIHN padyH 32 HOpMaJHe
omneparope Ha XuibeproBom mpocropy. Taxo hemo yOymyhe, ymecro W(f) mucaru f(7T'). Wmnak, Heku
ayTopu m30erapajy mojam L°°, jep ce He 3Ha yHaIpea y OAHOCY Ha KOjy Mepy Tpeba TpakuTH €CEHITH]aTHO
orpanudeHe QyHKIHje. YMECTO Tora, OHH Iojla3e o] orpaHn4YeHuX bopenoBux ¢yHKIHMja, Te KOPUCTE HA3UB
KBopenos ¢hynxyuonannu pauyn.

U wmpeha ipumegba. Moxe ce H0Ka3aTH M Ja CBaKa CIIEKTpaliHa Mepa MOTHYE O HEKOT HOPMAJHOT
orneparopa. O ToMe BHJIETH 3aaTak 0poj 2.

4.4. CraB [1a/ba cBOjcTBa cHeKTpajHOr mHTerpaial. a) 3a csaku orBoper ckyn U C o(T) je
EU) #0;

6) A € o(T) je concrBeHa BpenHOCT aKo U camo ako je E({\}) # 0; tama je E({\}) npojexrop Ha
COITICTBEHH TIOTIIPOCTOP KOjH OATOBapa CONCTBEHO] BPSIHOCTH \;

B) Hexa cy fp, f € L*™(o(T)). Axo f, — f ckopo cByna u sup,, ||fn|| < oo, onma f,(T') — f(T)
jako, omuocHoO || f,(T)x — f(T)x|| — 0 3a cBaku Bextop = € H;

r)3a F C B(H), nedunmmuemo F’' = {A € B(H) | AB = BA3acsako B € S} xomyraHT ckyma S.
3a S € B(H) cnenehu yciioBu Cy eKBUBAJICHTHH:
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(1) Se{T};
(2 SeC(T);
(3) Se{E(A)| ACo(T)mepmus}'.

Jlokas. a) Ako je U C o(T') orBopeH. Taja mocToju HeMpeKHIHA TO3UTHBHA QyHKIHja f ca HocaueM
canpxanum y U, u Hopme jenuake 1. Tana je f < x4, naje f(T) < E(A);

6) Hekaje E\ = E({\}) # 0, u Heka je x enieMeHT merose ciuke, Tj. xx = . Kakoje (2—A)x(xy = 0,
toje (T —A1)Ey = 0,maje (T'—Al)x = (T'— A1) Exa = 0. Tako je A\ concTBeHa BpeHOCT U CBH €JIEMEHTH
CIHKe mpojextopa F) cy CONCTBEHU BEKTOPH.

OG6parHo, Heka je Tz = Ax. ®opmupamo ckymnose F,, = o(T)N{t|1/(n+1) < |t — A < 1/n}u
Fo={teo(T)||t— A > 1}. Tanaje UF; = o(T) \ {\}. Youumo byukuuje g, (2) = 1/(z — A)xF, (2).
One npunanajy L, jep je F,, Ha CTPOro MO3MTHBHOM PacTojamy Of A U BaxH ¢, (2)(z — \) = xr, (2).
Orymaje E(Fy)x = xr,(T)x = go(T)(T — AN)x =0,najeu >, E(F,)z = 0, u tume Exx = z. Tako je
E) # 0 1 cBaku CONMCTBEHH BEKTOP CE HANA3H Y EbETOBO] CIHIIH;

B) 3a cBe z,y € H nmamo

lim <fn(T)x7y> = lim fn dﬂm,y = /(T) fdﬂm,y = <f(T)$, y> 5

n—oo n—00 O'(T)

peMa TeOPEMH O JOMHHAHTHO] KOHBepreHuuju, na f,, (1')x cnabo texwu ka f(T)x. C apyre crpaHe, IOHOBO
Ha ocHOBY T/IK

lim || (T)z|* = lim (fu(T)* fu(T)z,2) = lim | fol? bt =/ I dpta e = |1 f(T)z]%;
n—oo n—oo U(T) O'(T)

n— oo

r) (1)=(2) Ako S € {T} ouna S € {T,T*} no ®armux-IlaraemoBoj Teopemu. OHIa S KOMyTHpPa U
ca ceuM nonuHoMuMa o T’ u T, xoju ¢y ryctu 'y C*(T). (2)=-(1) je TpuBHjajHO.
(3)<(2) Ilpe cBera, umamo

4) (E(A)Sz,y) = psay(A),  (SE(A)z,y) = pia,5-y(A)
uzacse f € C(o(T))

Q) (F(T)Sz,y) = fdpsey, — (Sf(T)z,y) = [z, sy
a(T) a(T)

Capna, axo Baxu S € {E(A)}, onna cy mepe y dhopmyiu (4) upenrindne na Baxu (5). OGparHo, ako
S € C*(T)', ouna cy unrerpanu y (5) jefHaxu 3a cBaky HenpekuaHy GyHKUHMjy f, ma cy v Mepe jenHake,
OITHOCHO BaXkH (4). O

4.5. Hanomena. Anre6py {f(T) | f € L*>(o(T'))} o3nauaBahemo ca W*(T') - oGjalememne 03HaKe
yenenuhie y nornasipy o Gpon HojmanoBum anrebpama. ¥ ucrom mornasiby hemo mokasaru u na je W* (1) =

C* (T)//.
I'HC KOHCTPYKILIMJA

Y oBoM ozesbky yrnosHaliemo Tako3sany ' HC koncrpykijy. Ckpahenuiia motuue ox umMena I ewgang,
Hajmapx u Ceian, xoju cy je pasBmim. KoHCTpykimja mpeacraBiba OCHOBY Teopuje perpeseHranuja C*-
anreOpu, OMHOCHO HOME Ce KOHCTPYHILY "1urie", ol KOjUX ¢e MOTY M3IPaJUTH CBE Pelpe3eHTaluje. YCmyT
hemo nokasaru u apyry ['essdann-HajmaproBy Teopemy koja TBpau ja je cBaka C'™*-anrebpa (6e3 003upa Ha
KOMYTaTHBHOCT) H30METPHYKH n3oMopdHa Hekoj mofanreopu anredpe B(H ) 3a morofaHo oxadbpan Xunbep-
TOB IIpocTop .

4.6. Nepununuja. Ciiare Ha ynuransoj C*-anredpu A je ¢pykumonan p : A — C, TakaB ja Baxu
a>0= p(a) > 0wup(l) =1. TepmuH cramwe notude u3 Gpusnke (SHIIECKU state, PyCKH COCMOAHUE).
Crnene oCHOBHA CBOjCTBa CTamba!

(1) Ako je p crame, aa = a*, onna je p(a) € R, jep Mmoxkemo yzetn a = a™ —a™.
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2

A3)

“4)

©)

Axo je p crame, onza je npecnukaBambe A X A 3 (a,b) — p(a*b) monyckanapHu MpOU3BOJ -
jenuHO He MoOpa OMTH HeIereHepHcaH. Y CBAakoM cCiyd4ajy, monasehn on mejemuakoctd p((a —
Ab)*(a — Ab)) > 0 3a morogHo ogabpano A Hanmaszumo na Baku Koru [IIBaproBa HejenHakoct

|p(a*b)[* < p(a”a)p(b*D).

CBaxko cTame je orpaHnyeH (pyHKIHOHAI 1 HOpMa My je je[HaKa jexa. 3aucra, ako je ||a|| < 1,
oHJa je  ||a*al| < 1, na cy exementu a*a n 1 — a*a nosuruery, opakie ¢y p(a*a) u 1l — p(a*a)
nosutueHU GpojeBu, 1o ject 0 < p(a*a) < 1. Hame je [p(a)|® = |p(1*a)|> < p(1)p(a*a) < 1.
Tako je ||p|| < 1, a jenHaxa je, jep je p(1) = 1.

Ako je p orpanndeH GyHKIpOHaI, Takas 1a je ||p|| = p(1) = 1, onna je p crame. JI0BOJBHO je y
OBOM CIIy4ajy JoKa3aru 1a je p mosuruBan. Heka je a > 0 u p(a) = o + 5. Umamo

lla +itl]]? > |p(a +it])* = |a+i(B+ ) = o® + (B +1)°,
akaxo je ||a + itl]|? = ||(a + it1)*(a +itl)|| = ||a® + t*1]| < ||a|]® + 3, 10 je
o+ (B + 1) < |la||* + 12, TO ject o + B2 426t < ||a||?,

naje 5 = 0. [asbe, kaxo ||a||1 — a uMa Hopmy Mamy Wi jemHaky of ||al, To je |||a|| — | < ||al],
maje o > 0.

Ckyn cBux crama Ha anrebpu A, y o3Hamu S(A) je KOHBeKcaH MOICKYI jemuHHYHE cdepe y
ayaiHoM npoctopy A*. OH je 3aTBopeH y 01HOCY Ha ci1aby-* TOIOJIOTH]Y, M IIPEMa TOME KOMITAKTaH
(Banax-AnaoriyoBa Teopema). 3adcTa, ako Cy p1 M po crama, u 0 € [0,1], oHna je u p =
Op1 + (1 — 0)py crame, jep ce jemnocraBHo mposepasa p(1) = 1 u ||p|| < 1. [Hae, ako
S(A) 3 p, — p *-cnabo, Taga 3a cBako a € A, p,(a) — p(a), omakie ce nako BUAM 1a je
p(1) = L, u pla)] < 1, xaxron [p(a)] < 1.

Axo je A C*-anrebpa Oe3 jenuuuie, oHaa crambe Ha A neduHUIIEMO, Ka0 MO3UTHBAH (YHKIIMOHAI
p (a > 0 mosnaun p(a) > 0) nopme 1. Tana ce crawme p Ha A MOXeE HNPOILYKUTH JIO CTamkba p; HA A -
yHATanu3anuju anrebpe A, ysumajyhu p1(a + A1) = p(a) + A.

3a crame p KaKeMO JIa je uuciiio, ako 3a CBaKM APYTH MO3UTUBAH (YHKIMHAT T, BAXKU T < p IOBJIAa4Yd
T =tp,3aHeko ¢ € [0,1].

4.7. Hexu npumepu.

(M

2

A3)

“4)

Hexka je p crame na anre6pu C(K). Tana je p obmuxa p(f) = [, fdu 3a ey perymapuy
Bopenosy mepy . 13 ycnoBa mo3suTHBHOCTH CIIeH 11a je 4 mo3uTHBHA Mepa (PucoBa Teopema), a
u3 ycnosa p(1) = 1, na je u(K) = 1.

YucTuM cTamuMa OAroBapajy aroMapHe Mepe CKOHLCHTPHCAaHe Yy Tauykd fo. 3amucra, aKko
nocroje aBa aucjyHktHa ckyna A, B C K 4ucTo 103uTHBHE Mepe, oHa je pyHkumoHan o(f) =
/ 4 J du Mamu 011 p a HEje My IPONOPIMOHATIAH.

Ha cBakoj nopanrebpu anrebpe B(H), jennnudnu Bektop ¢ € H reHepuiue crame py(A) =
(Av, ¢). 3ancta [py(A)| < [[AY[|[[¢]] < [[All, maje [[py]| < 1, ok je py(I) = (4,1)
[|#][> = 1. OpaBme cieau ¥ TO3UTHBHOCT, MaJia C& OHA MOKE M HETIOCPEIHO BUJETH, jep je
pul A7) = || Ag|? > 0.

Anrebpa C?, ca MHOXemeM Tauka 110 Tauka, MHBOMyIHjoM (z,w)* = (Z,%) © max-HOPMOM
je y crapu crenmjanan ciay4aj anrebpe C(K), 3a K = {0,1}. Csako crame p je obiuka
p(z,w) = Az + pw, mpu aemy cy A, ;& > 0 A+ 1 = 1. Tako ce CKyII CTarmba MOXXE BUACTH U Kao
cermenT [0, 1]. UHCTHUM cTamKMMa OAroBapajy Kpajibe Tauke TOT HHTepBaa, OJHOCHO CIydajeBH
A =0wu p = 0. 3aucra, y cynpoTHoM je QyHKIMOHAN o (z, w) = Az NO3UTHBAH, MatbU O]l 0, &Il
MY HHje IPOTIOPILHMOHAJIAH.

Yucra crama Ha KoMyTatuBHO] C*-anrebpu cy kapakrepu. TO CICAM M3 MPBOT IPUMEpa U [pBe
l'essdang Hajmapkose Teopeme.

4.8. Cra [er3ucrennuja cramal. 3a1ato a € A ncBako a € o(a) MOCTOjU CTame p,, € S(A), TakBO
na je po(a) = a; mocebHo, 3a nato a € A nocroju crame p Takso 1a je p(a*a) = ||a||?.

Jokas. Hackymy {Aa+ul|\, p € C} nedunnmemo py, (Aa+pul) = Ao+ p. OuurnenHo je p, (1) = 1.
Hame, Ao + pu € o(Aa + pl) npema TeopeMH O TpeciuKaBamy cekrpa, ma je [Aa + pl| < [|Aa + pl|l,
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omakie je ||pq|| < 1. Ilpema Xan-BanaxoBoj Teopemu, Moryhe je mpomyutH p,, 10 ueie anredope A 6e3
yBeharsa HopMe. Kako To mpoxyskeme nMa HopMy 1 U civka jequHuIy y 1, To je OHO cTame.
Kako je a*a nosutusan u TMMe Hopmana, |[a*a|| = ||a||? € o(a*a), na npumenumo nperxopno. [

4.9. lepunnnuja [penpesentanmja C*-aaredpe]. Heka je A C*-anredpa. *x-xomomopduzam ¢ :
A — B(H), rne je H nexu XuinGepToB IpoCTop, HA3UBAMO peipesenitiayuja anredpe A. YKOIHKO KeIuMo
Iia HartacuMo XunbepToB IIPOCTop, OHJIa Mpenu3HIje KaxeMo Ja je ypehen map (¢, H) penpesenranuja.

Penpesenranmje ce mory cabuparu. Hanme, ako cy (¢, H) u (¢, K) nBe penpesentanuje anrebpe A,
oumajetou (o, H) ® (¢, K) = (¢ ® v, H ® K), tie je p @ ¢ nato 2 X 2 610K MaTpHIOM

won@= "5 0]

3a aBe penpesenranuje (¢, H) u (1, K) kaxeMo 1a cy exeusaneniite (WM YHUTLADHO eKGUSANEHITHE)
aKo I0CTOjU yHUTApHO npeciaukBambe V : H — K, TakBo na je ¢(a) = V*1)(a)V. Takse penpeseHranuje,
JIOTUYHO, CMATPaMO HCTHM.

AKo je p MHjeKTUBHO (M TUME H30METPHYHO), OHJIa Ta Ha3uBaMo eéeprum. Akoy H mocroju BekTop (2,
takaB 1a je p(A)H = {p(a)?|a € A} ryctry B(H) (y oneparopHoj HOPMH), OHJIa TAKBY PEIPE3CHTALH]Y
30BEMO YUKAUUHA, & BEKTOD §) YUKAUUHUM 8EKILIOPOM.

Penpesenraumja (¢, H) je negeienepucana axo u3 p(A)x = {0} cnexn = 0. HenereHepucaHoct
HHje HUKaKaBa CylITHHCKAa ocoOuna. Hawmme, axo je (p, H) penpesenranmja, ouna je ¢(A)H = {ax | a €
A, x € H} nureapan notnpoctop. AKO je p IPOjeKTOp Ha BeroBo 3aTBOpebe, OHa je (py, pH ) HexereHep-
ucana penpesenraunja. U sume (o, H) = (pp,pH) ® (0, (1 — p)H), T1j. cBaka penpe3eHranuja je 36up
HeZereHeprcaHe U HyJITe pernpe3eHTanyje.

4.10. Cras [THC woucrpykuujal. Heka je A neka C*-anreOpa, u p Heko cTame Ha A. Tama Baxu
a) Cxkyn N, = {a € A| p(a*a) = 0} je 3aTBOpCH 1eBY HAcal;
6) [Ipecimkasame A X A 3 (a,b) — (a,b), naro ca

Q) (a,b), = p(b*a)

je ToJycKaJlapHu MPOU3BOJI;

B) [IpecnukaBame (6) je ckamapHu mpousBoy Ha komuuHuKy A/N,. Kommnerupatse npen-XunbeproBor
npoctopa A/N, y onHOCy Ha Taj CKaJlapHU IPOM3BOA O3HaYaBaMo ca H ,;

r) Ipeciukasame ¢, : A — B(H,) rae je ¢,(a) 3anato Ha cByna ryctoM ckyny A/N, ca

wp(a)(x+ N,) =ax+ N,

je penpesenranuja C*-anredpe A;
1) Penpesenranuja (¢ 0, H, p) Jj€ HezlleTeHeprcaHa U HUKJIMYHA; HUKIMYHHE BeKTop je 1 + N;
b) 3a penpeserrauiy (p,. H,) Baxi p(a*a) < ||p,(a)||? < |[al|>.

Hoka3s. a) 3arBopeHOCT je oumnienna. Jla 6ucmo ce ysepunu na je N, JeBU Mzeal, youuMo Ja je
N, ={a € A|Vb e A, p(a*b) = 0}. 3aucra, jenHa UHKIy3Hja je TpUBHjaiHa, a aApyra ciaean u3 Komm
[lIsapuose nejennakoctu: |p(a*b)|? < p(a*a)p(b*b);

6) JennocraBHo ce poBepasa Aa je (-, ), MMHEapaH 110 NPBOj ¥ aHTWIMHEAPAH 110 APYTOj IPOMEHIbHBO].
[TO3UTHBHOCT ¥ CHMETPUYHOCT CY Takol)e 0Max BUJJbUBE;

B) IIpumernmo na je N, = {a € A| (a,a), =0} = {a € A| Vb € A, (a,b), = 0}, onaxye cnenun
cTpora nosuTnBHa AeuHuTHOCT. MehyTum, cnean u aa je (-, -) , KOPEKTHO Ae(UHMUCAH HA KONMYHUKY, jep
saa~a',b~1b, omnocnoa—a’,b—b" € Ny, umamo (a,b), — (a’,V') , = (a —a’,b) ,+(a’,b = V) , = 0;

r) ¢,(a) je KopekTHO neduHUCaHO, jep je N, IeBH uaeal, na « ~ &', oHOCHO « — &’ € N, moBIaun
ax — ax’ € N,. HenocpenHo ce BUIH Ja je ¢, CAIIacHO ca JHHEAPHHM KOMOHHALMjaMa i MHOXKCHHEM.
Ocraje 1a ce mposepH 1a je ¢, (a*) = ¢,(a)*. Mehytum, nmamo

(bo(@)z,y), = ply*ax) = p((a"y)"x) = (x,,(a")y) ,

IITO 3aBpIIABA J0Ka3;
1) Bexrop 1 + N, je uuknnuan, jep je ¢(a)(1 + N,) = a + N, mrro nokpusa cyaa ryct (y H,) ckyn
A/N,. lluknudHa penpeseHTalHja je yBek HeJlereHepHCaHa;
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b) ||p,(a)]] < ||a|| Baxu jep je ¢, xomoMopdu3am, a je HopMe Mame win jeaHake ox 1. IlIto ce Tude
IPYTe HEjeTHAKOCTH, UMAMO

lep(@)* = [lop(a) (L + Np)I*/IIL + N, |I* = p(a*a)/p(171) = p(a”a).
O

4.11. Teopema [apyra'esbpann-Hajmapkosa]. Ceaxa C*-anrebpa 130METPHUKH j€ H30MOP(HA HEKO]
nofanrebpu anredope B(H), rue je H Heku XuibepToB mpocTop.

JHoxka3. 3ampaBo, Tpeba mokas3aTu Aa MOCTOjU BepHa penpeseHTamuja cake C*-anredpe A. KonkperHo,
mokazahemo 11a je To penpe3eHTaImja

@) (o H)= D (0 H,).

pES(A)

TakBy penpeseHTalnjy 30BeMO yHusep3ana petipeseniiayuja. OHa je nupexrta 36up csux I'HC-penpesen-
tauuja (¢,, H,), tae p nponasu ckyn S(A) cBux crama Ha A.

Huje Ha oyivet nojiceTuTy ce mta je upexran 36up Py, Ha, Heke, Moryhe Henpebpojuse, pamunuje
Xun6eprosux npocropa. To je ckyn cBux damuinnja (x3)ren, €y € Hy taksux gaje >, o |[2a]]? < +o0.
(JacHo, y TakBoj (hamuiMje je CKyn CBUX HHIEKCA A 3a Koje je x) # 0 HajBume npedpojus.) CkamapHu
npou3BoJ GamMHIIMja T U Y je 3aaaT ca

(2,y) = Z (@x,yn)
AEA
TJe je CKaJlapHH IPOU3BOI ITO] 3HAKOM cyMe oHaj y H . PyTtuHcku ce mpoBepasa fa je ped o XuiadepToBoM
HPOCTOPY.
Axo cy B, omeparopu Ha H), oHma ce oneparop B = @ ca By Ha H = ®ycp H) 3amaje nomohy
B(xzx) = (Bxxy). Tana Baxu || B|| = supyc, ||Ball, jep je, ¢ jenne cTpane

|| Bx||* = | Bazal|* < sup||By|| ENIE
A
A A

a ¢ 1pyre crpaHe 3a cBe ¢ > 0 mocToju Ao, TakBo 1a je sup, ||Ba|| — & < ||Ba,||, # jeanHmaHN BekTOp
Yrn, € H), TakaB 1a je ||B>\0|| —e< ||B>\oy>\0|" Tana 3a pamumjy (.’13)\), e je T, = Yx, 1 2x = 0,
uHaue, Baxd ||z|| = ||yo|| = 1 u

1B = [|Bxooll > SlipHBAH - 2.

Hokaxkumo f1a je penipesenTaiyja (7) BepHa. Kako cy cBu ¢, xomomopdusmu, 1o je mpema Crasy 4.10b,
llop(a)]] < |lal| 3a cBe p, mTO HMOCHE y3uMama cympemyMa nocraje ||o(a)|| < |la||. C apyre crpaHe 3a
cBako a € A npema CraBy 4.8, IOCTOjH cTame p, TaKBO Ja je p,(a*a) = ||al|?, mTo 360r Crasa 4.10h naje

1p, ()I* = [lal[?, na je [lp(a)|| = sup,es(a) llvp(a)l] = [lall U

Ilpumegba. YruBep3aiHa penpe3eHTalnuja, Hako BepHa, Huje HajrogecHuja. OHa je, HauMe NpeBeInKa,
jep je omroBapajyhu XwumbepToB mpocTop, OCHM Y HajTPUBHjAIHU)O] CUTYaIlHjH, HecemapaOmiaH. YCKopo
hemo BumeTH aa mocrtoje u 00JbE, Tj. MaFhE PEIIPE3CHTAIIH]E.

HEPA3JIO’KUBE PEIIPESEHTALIUJE 1 YUCTA CTABA

VY oBOM onieJbKy yBelifieMoO Hepa3JoXkKHBE penpeseHTanuje, u gokazahemo na cy ox ceux I'HC pemnpe-
3eHTAaIlHja Hepa3IoKUBE CaMO OHE Koje MOTUIY Off YUCTHX CTama. Takohe, HaBemheMo jeIHy MTOTONHU]Y, Tj.
Mamy, BEpHY perpe3eHTalujy nmpousposbHe C*-anredpe A.

4.12. Mepunuumja. Penpesenraunja (p, H) je nepaznoscusa (Wi upegyyubuina) ako HAje YHUTAPHO
CKBHBAJICHTHA 30Mpy IBe HETpUBHjaHE (HE HYJATE) pempeseHTandje. HepasoKuBOCT pempe3eHTaIrje
(¢, H) eKBUBaICHTHA j€ TOME J1a Cy jeMHH [IOTIPOCTOPH Y H MHBapHjaHTHH y OAHOCY Ha CBE OIIEPaTope U3
©(A), rpuBujanan {0} u neo H.

3ancra, ako ce ¢ MoKe pasioxutH Ha (o, H) = (o1 @ 2, Hy @ Hs), onna je mornpocrop V*(Hy)
(tneje V : H — Hy ® Hs u3oMeTpuja) HHBApHjaHTaH Y OIHOCY Ha ¢(A).
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OG6parHo, Heka je L < H moTmpocTop MHBapHjaHTaH y OJHOCY Ha cBe w(a), a € A, U p IPOjeKTop
Ha L. Tama, ako y € L ouna u p(a)y € L, ma je p(a)y = py(a)y. 3a 6uno koje x € H, pr € L, na je
po(a)pr = p(a)px, OTHOCHO
pe(a)p = p(a)p.

MelyyTrm, To BaXXu 1 3a a*, IITO TOCIE y3UMamka WHBOIYIH]E aje

pe(a)p = pp(a).

Kombunyjyhu nocnente nse ncrakuyre dopmyse, Harasumo py(a) = p(a)p, a Tume u (1 — p)p(a) =
¢(a)(1 —p), omrocro u L u L+ cy nnsapujanthu 3a ( A). Tana ce (¢, H) Mosxe pasnoxuty Ha (pp, L) ©

(1 —p)e, LE).

4.13. Cras [IllypoBa nema]. Hexa je (y, H) Heka penpesenranuja C*-anrebpe A. Crnenehu ycnosu
cy Mel)ycoOHO eKBUBAJICHTHH:

(1) (g, H) je Hepasnoxusa;
(2) xomyrtant ckyna @(A) (y B(H)) jennak je CI = {\| A € C};
(3) caku Bekrop 0 # x € H je uuknudad 3a (p, H).

Jokas. Heka je (p, H) HepasnoxuBa, 1 Heka ¢(A)’ (03HaKa 3a KOMYTaHT) Cafpu Oap jenaH oneparop
KOjU HHje CKaJlapHu yMHOXaK jeauauyHor, peuumo B. Tana p(A)’ canpxu u B* (jep je ¢(A)’ 3arBopena 3a
UHBOIYLH]Y), a Tume u (B + B*)/2 u (B — B*)/2i. Bap jenan on nocieimba aBa orneparopa Hije CKalapHu
YMHOXXaK jeJJHUIIE, jep OM y MPOTHBHOM TakaB Ouo u B. Jlakie, mocToju caMoaajyHroBa omepatop 7'y
©(A)’, Koju HHje CKaNapHH yMHOKAK jefrHuIe. To 3HAUM 1A Ce BEeroB CIEKTap CacToju off 6apeM JIBe Tauke,
a MOCTOjM HETPHBHjaIaH MPOjeKTOp P y HEroBoM CIEKTPAIHOM pasfiaramy - OH Ce MOXKE H3Pa3HTH Kao
xr(T)3anexuckyn ) G F' G o(T). Kako ce x - MOXKe H3pa3uTH Kao (Tauka 110 Tauka) JTUMEC HEPEKHIHIX
¢yHKIMja, 10 MOIyTy He Behux of 1, ¥ Kako je CKyIl IOJIMHOMA T'YCT y aJiIreOpH HelpeKuIHUX (QyHKIMja, TO
HOCTOjH HU3 MOJUHOMA P, — X T.ILT. [Ipema cBojcTBHMa criekTpaine Mepe, Tana p, (1) — xr(T) = p,
jaxo. Tpeba jomr caMo MPUMETHTH 12 jeé KOMYTAaHT YBEK 3aTBOPEH y OMHOCY Ha anrebapcke omepanyje u jaKy
TOMmoJIOTHjy a 6u 3aksbyunin jaa je p € ¢(A)’. Tana ce, kao wro 3Hamo (@, H) Moxe pasnoxutd. Tako
TPBH YCIIOB MOBJAYH JPYTH.

OG6patHo, ako (p, H) Huje Hepa3i0kKuBa, OHIa Kako cMO Beh Buenu y JeUHHIM]H, HOCTOjH HETPUBHU-
janad mpojexrop Koju komyTupa ca ¢(A). Tako Ipyru yCcIIoB MOBJIAYH IIPBU.

Hexka je © € H Bekrop koju Huje mukindad. [lornpocrop L = ¢(A)x Huje 1eo, a (TpUBHjaIHO) HHje
uu camo {0}. JenHocrasHo ce Buau na je L unBapujantaH 3a ¢(A), ma (¢, H) Huje Hepasnokusa. Tako
MPBH YCIIOB MOBIauH Tpeh.

Hajzan, ako (o, H) HUje Hepa3loxuBa, OHAA NOCcToju HetpuBHjanan L < H waBapujanTad 3a ¢(A).
CBaku BeKTOp U3 L HUje IUKINYaH. O

4.14. Cras [Kapakrepu3zauuja uncrux cramal. Crame p Ha anredpu A je 4ucTo ako U caMo aKo je p
Kpajba Tauka ckymna S(A).

IMonceTumo ce j1a je x Kpajiba Tauka KoHekcHor ckyna C ako u camo ako us x = Oy +(1—60)z,y,z € C,
0<f<lcrmemny =z =x.

Jloka3. TIpeTmocTaBuMoO 1a je p YKCTO CTame, U Heka je p = Op; + (1 — 0)py. @yHKimonan fp; je
no3utuBad u Mawu o1 p (jep je (1 — 0)ps > 0), ma je Op; = tp, 3a Heko t > 0. MeljyTum, Kako cy p1 U p
crama, 10 je = Op1 (1) = tp(1l) = t, maje py = p. CitudHo U p2 = p.

OG6patHo, Heka je p kpajiba Tauka ckyna S(A), maexaje 7 < p mosuruBad QyHKuoHaL. Axoje7(1) =0,
tana 360r Komu 11IBapuose Hejeqnakoctn, umamo 3a cge a € A, |7(a)|? = |7(1%a)]? < 7(1)7(a*a) = 0,
naje 7 = 0. O3naunmo o = 7(1) > 0. Taga je (1/a)7 crame (jep je MO3UTUBHO U y3UMa BpEAHOCT 1y
jenuauim). CIMYHO pa3MaTpare OHOBUMO 3a 0 = p — T, Ia Hataszumo ja je (1/(1 — «))o takobe crame.
Tako je

p=a-(1/a)r+(1-a)-1/(1 —a)(p-7),
najep=(1/a)r=1/(1—a)(p— 7). O

Opnasne nmoceGHO ClieH Jia je CKyIl CBHX YMCTHX CTama yBeK HempasaH - KpejH-MuimMaHoBa Teopema.
V cnenehem craBy Buzehe ce na X MMa JOBOJPHO 2 O] BBUX CACTABUMO BEpHY PEIpPE3eHTalIN]y.
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4.15. CraB [er3ucrennmja yucTuX cramal. Heka je a € A HopmanaH ememeHnt. Tazma 3a cBako
a € o(a) MoCTOjH YnCTO cTame p, € PS(A) TakBo 1a je p,(a) = «; noce6Ho, 3a qato @ € A HOCTOjH
p € PS(A), rakso na je p(a*a) = ||al|.

Ioka3s. Kaxo je anre6pa C*(a) usomopdua ca C(K) 3a Hekn komnakT K, MoxeMo ofabparu Kapakrep
p., Ha C*(a), TakaB pa je p/ (a) = a (wa mpumep x +— Z(to), rue je to Tauka y kojoj 'esbdpanmosa
TpaHc(OpMalHja & y3UMa BPETHOCT v); 04uTO je pi, (1) = 1,1 |[pl,|c+(a)|| = 1. Ckyn cBux nponyxema K,
oBor yHkuuoHana jio uene A 6e3 ysehamwa HopMe je Henpasan npema XaH-banaxoBoj reopemu. HenocpenHo
ce MoJKe TPOBepHTH Ja je K, KOHBEKCaH 1 3aTBOpPEH (y cliaboj-# TOMONOTHjH) TOACKYT ckyna S(A), 1 otyna
kommakTaH. [Ipema Kpejn MuinmanoBoj Teopemu, y K, mocroju 6apem jenHa Kpajiba Tauka p,. [a orucmo
3aBPIIMIIH J0KA3 JOBOJBHO je MOKA3aTH JIa j€ p, YjeIHO U Kpajiba Tauka (Beher) ckyma S(A). Ako To Huje,
OHJIa TIOCTOje p1, p2 € S(A), TakBu 1a je po, = Op1 + (1 — 0)p2. MehyTum, Kaxo je pa|c-(q) Kapakrep,
OIHOCHO YHCTO CTame, TO j€ U P1|c+(a) = P2|c*(a) = Palc(a), TITO 3HAUM 1A p1, p2 € K. Onarie usnasu
Iia po, HUjE Kpajiba Tauka ckyna K, IITO je KOHTPaIUKIHja.

3a a*a Baku UCTO pacyhuBame, kKao u 'y nqoka3y Crasa 4.8. O

4.16. Ilocaexuna. PenpeseHranuja
@ (@vap)
PEPS(A)

je BepHa.
Hoxa3z. Jlokas je uctu kao y apyroj ['esbdann HajmapkoBoj Teopemu. U

ITlpumegba. Mory ce KOHCTPYHCATH U jOII Marbe U ONIEPaTHBHHU]E BEPHE PENpe3eHTAlIN]e, TAKo ITo heMo
O]l CBUX CTama Koje J0BojIE 10 Mel)ycOOHO eKBHBAICHTHUX PEIPE3eHTAIIM]a 3aIpIKATH Y CKYITy HHIEKCa CaMo
10 jeITHY.

4.17. Cras. Hexa je p crame Ha anre6pu A. Penpesenranuja (¢,, H,) je HepasokuBa ako U camMmo
aKo j€ p YUCTO CTambe.

Joxas. TlpernocraBumo na (¢,, H,) Huje Hepasnoxkusa. Taja MOCTOjH HETPHBHjallaH MOTIPOCTOP L
MHBAPHjaHTaH y OIHOCY Ha ¢, (A); npojextop Ha L o3Haunmo ca p, a ca { = 1 + N, IMKINYaH BEKTOp 3a
(pp, H,). pQ He MOxxe OGUTH Hyna, jep, y cynpoTHoM pp(a)Q2 = ¢(a)pfd = 0, na kako je ¢(A)Q rycro y
H, 1o je p = 0. 13 uctux pasnora ornana u npernocraska (1 — p)Q = 0. Osnaunmo ¢ = p§/||pQY|| u
s = (1= p)2/||(1 — p)9|. Tomohy Tix mexropa Gopmpano crama py 1 pa, ca p;(a) = (,(a)iy, ),
3a j = 1,2. (JemnocrasHo ce nposepasajy ycnosu p;(1) = 1 u [|p;|| < 1) Axo je 0 = ||pQ||?, Tana je
1—0=||(1-p)Q|? uumamo

Op1(a) + (1 = ) p2(a) = (pp(a)ps2, pQ) + (p,p(a)(1 — p) (1 = p)Q) = (p,(a)2,Q2) = p(a).

Taxko ce p MoXKe pUKa3aTH Kao0 KOHBEKCHA KOMOWHAIIM]ja PA3INYUTHX CTamka, Ila OHO HHUjE YHCTO.
O6patHo, Heka je (¢,, H,) Hepa3noxuBa penpeseHTanuja, 1 Heka je p = 0p; + (1 — 0)ps. Ounrnenso
je 0 < 0p; < p. Tpecnukarame u3 A x Ay C naro ca

[z,y] = O0p1(y" )

je molryckanapHu POM3BOJ, KOJHU j€ MOTYMI-EH CKaJlapHOM Npoussonly (z,y) , = p(y*x), na ce paxropuie
kpo3 N, i HEMPEKUIHO IPOIY:Kyje 10 Oununeapue Gopme Ha H,. Taaa 1ocToju OrpaHNYeH (4aK IO3UTHBAH)
oneparop S Takas 1a je [z, y] = (Sz,y) . Umamo

(Sepla)z,y), — (ppla)Sz,y) , = (Sax,y), — (Sz,a"y),, = Op1(y"ax — (a”y)*zx) = 0,
na S npumnazaa komytauty ¢, (A)’. IIpema Illyposoj emu, Mopa Outu S = AI. Otyza je
Op1(a) = (1, Sa) = (1, Aa) = Ap(a),

mnacy p v pj IpONOPLUOHAIIHU. U
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4.18. Tocaemuna. a) Axo je (v, H) Heka nuknnyna penpeserranuja C*-anrebpe A, ca NUKIAYHAM
BEKTOpOM (1, OHJIa je OHa yHHTapHO ekBruBasieHTHa ' HC-pernpeseHTanujy Koja moTu4e off cTarmba

®) pla) = (p(a)2,2);
6) CBaka HepasJOXXHBa pelpe3eHTalja YHUTAPHO j€ EKBHUBAJICHTHA PENPE3CHTAMjH KOja ITOTHYE O
HEKOT YHCTOT CTamba.

Hoka3. a)JennocraBHo ce mpoBepana Jia je p 3aucTa crame. Jedunummmo npecnuxasawe V' : H, — H
Ha rycToM ckyny ¢,(A)1l ca V(a + N,) = ¢(a)Q2. Jebununuja je xopextHa, jepa + N, = 0,1j.a € N,
nosnaun p(a*a) = 0, ognocHo ||p(a)||> = 0 (umajyhu y Buay (8)). Jla 6ucMo nposepuiu na je V.
H30METPUYAH YOUUMO JIa je

IV(a+N,)II” = [le(@)Q]? = (p(a"a)Q, Q) = p(a*a) = ||al|*.
MebyTum V' je u cypjextusHo, jep je {2 NuKIMYaH BEKTOp. JeAHOCTaBHO ce mpoBepasa Ja V' MpeBomu ¢, y
©, jep
(Vgp(a))(x + N,) = Viaz + Np) = p(az) = p(a)p()Q2 = ¢(a)V(z + N,);
0) JenHOCTaBHA MOCITEANIIA TPETXOJHOT. O

4.19. Cnekrap aaredpe. Ha ckymy CBUX YHCTHX CTama MOKEMO YBECTH PENAallUjy CKBHBAJICHIIU]EC
p ~ o axo cy oarosapajyhe 'HC penpesenraunje (¢,, H,) 4 (¢,, H,) yHUTapHO eKBUBaTICHTHE. JUPEKTaH

30up
@ (s Hp)
PEPS(A)/~
je jomr Mama BepHa perpe3eHTaIH]a.

CkyIl CBUX HEEKBHUBAJICHTHHUX YHCTHX CTamkha j€ YjeAHO M CKYI CBHX HEU30MOP(HHX HEPa3I0KHUBUX
penpe3eHTanuja. ¥ KOMyTaTHBHOM CIIy4ajy TO je mpocTop kKapaktepa. OTyma nMa MecTa Taj CKyIl Ha3BaTH
criekrap, u o3H4aBatu ra ca Spec(A). Kaksa ce TONOJOTHja MOKE YBECTH Ha CIEKTPY Ipou3BosbHe C*-
anredpe MoXe ce BUJIETH KacHH]e.

3aganu

1. a) Heka cy P, Q u P + () opTOroHaaHu MpojekTopu Ha HekoM XunbepToBom npoctopy H. Jlokazaru
nmaje tana PQ = QP = 0;
0) Jloka3aru 1a YCTBPTH yCJIOB y IePUHUIH]H CIICKTPAIHE MEPEe CIICAU U3 MPBOT U Tpelier.

2. Hexka je K C C xommnakran ckyn u E crnekrpaiHa Mepa Ha bopenoBuM nojckymnosuma ckyna K
ca BpeaHoctuMa y B(H) 3a kojy He 3HAMO [a JIM MOTHYE OJf HEKOT HOpMasHor oneparopa. O3HauMMO ca
W(F) € B(H) Bpemsoct criekTpanHor uuterpana [, f dE.

a) Hoxasaru 1a je || Psi(f)|| < ||f||max> kKao u ga f, = f nosmauu V(f,,) — ¥(f) y Hopmu npocTopa
B(H);

6) Jloxasarm 1a je () = W(f)*, WS + ug) = \U(f) + u0(g);

B) Jokazatu maje U(xaxn) = ¥(xa)¥(xp)3acsakaasa bopenosa ckyna A u B, ma ogarie, kopucrehu
a) IOKa3aTH Jia 3a CBaKe J[BE eCeHIMjanHo orpanuuene Gpyukuuje f u g Baxu U(fg) = U(f)U(g);

r) Heka je T' = f - 2dE(z). Jlokasatu na je oneparop 7' HOpMajiaH, Kao M Jia ce CIEKTpaIHa Mepa
oneparopa T TOKJIana ca IoJIa3HoM.

3. Heka je U yHutapan oneparop Ha XuibeproBoMm mpoctopy H, u Heka je g : C — C Bopenosa
dyrKumja ca cBojctBoM ¢9(*) = z3a z € {|z| = 1}. Jlokasaru na je g(U) camoanjyHroBan oneparop u
W3BECTH MOCIEIHIy 1 je CBAKA YHUTApaH ONEpaTop HEKH EKCIIOHEHT.

4. Heka je T € B(H) HOopMaiaH oreparop.

a) [lokazaru ja 3a cBe € > () OCTOjU HOpMaJaH orneparop A ca KOHAYHHM CIIEKTPOM (T3B. JHjaroHaiaH)
ca cBojcTBoM ||T' — Al| < ¢;

0) Axo je ker T = {0} mokasaru na 3a cBe € > 0 MOCTOjU HOPMAJaH HHBEPTUOMIAH oreparop B ca
ceojctBoM ||T'— B|| < e u {T'}/ C {BY}".

5. a) Jlokasatu 1a 3a camoa/ljyHroBaHe oneparope Baxu uejennakoct | (T, z) |* < (T2, z) ||| |%;
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0) Axo je T MO3UTHBAH OIEPATOP, & jEAMHHUYHHE BEKTOP U ¢ KOHBEKCHA Ha [0, +00) dyHKIHja, OHJa je
p((Tz,2)) < (p(T)z, z);
B) Jloxasatu nejennaxoct ||Tz||% < (|T [Pz, z)/? (|T|%2, )9, e je p,g > 1ul/p+1/q = 1.

6. a) Heka je T' HOpMalaH OTiepaTop U A M30JI0BaHa TaYKa HETOBOT CrieKTpa. [10Ka3aTy 1a je A ConcTBeHa
BPEJIHOCT;

0) Heka je B(H)/K (H) Kankunosa anrebpa. Jloka3aru 1a HUjeqaH eJIEMEHT ¥ H0j HeMa H30JI0BaHNUX
TAa4aka y CBOM CIIEKTY.

7. Heka je p dpynkumonan va C*-anredpu A. IlocmarpajMo ycnose

(1 p(1) =1;
(2) a> 0= p(a) > 0;
G3) llpll = 1.

Venosu (1) u (2) cy nedunnmmja crama. I[lo3Haro je ma (1) A (2) = (3), kao u (1) A (3) = (2).
Joxkazare 1a u (2) A (3) = (1). Jpyrum peurma GUIIo Koja JiBa O rOpe HaBeICHHX yClIOBa oBia4e Tpeh.

8. Joxasaru ga je THC penpesenrauuja (H,, p,) BepHa ako u caMo ako je (yHKIMOHAT p BEpaH,
OJIHOCHO aKo Toceayje cBojctBo a > 0 = p(a) > 0.

9. Heka je A = B(H) anrebpa cBUX OrpaHHYEHHX oreparopa Ha XmwibepToBoM mpoctopy H, Hexa je
1 € H jenuHNU4HE BEKTOp U py, : B(H) — C crame maro ca py(A) = (Ay, ).

a) Jlokasatu na je mpecnukapawe H > f — Sy + N, € H, , e je Sy(x) = (x,v) f ynurapuu
uzomopdusam Xunbeprosux npocropa H u H,, ;

6) Jloxasatu j1a je penpesenTaimja (py, H,, ) BepHa;

B) JloKa3aru J1a je CTame Py, YUCTO.

10. Heka je A marpuuHa anreOpa CBHX MaTpHlia n X 7 MOCMarpaHa Kao CKyINl CBHX Olleparopa Ha
Xubeprosom mpoctopy C” (TrMe ce 3a1aje nHBONYIHMja M HOpMa). [loka3aru na je mpeciukaBame 7 : A — C
naro ca 7(T) = (1/n) tr(T') crame. [a au je To crame uncro? Omucatn [HC penpesenranujy anredpe A
KOja IoThYe off cTama 7. [a 1u je Ta pernpe3eHTanuja Hepasnoxusa? [la i je BepHa?

11. TokasaTu Aa je CBako JIMHEAPHO U MO3UTHUBHO IpecinKaBame namelhy nse C*-anredpe orpaHnueHo
U J1a HOpMa He MpeBa3miia3y je/aH.

12. Jloka3aTu Ja je KOMyTaHT CKylla CBUX KOMIIAKTHHUX olleparopa Ha XuideproBoM IpocTopy H
TpHUBHjaJaH (CaApPKH CaMO CKaJllapHE YMHOINKE jEeAWHUIIE) - U3BECTH 3aK/bydaK Ja je perpe3cHTAIlH]ja
K(H) — B(H) nara nIeHTHYKHM [PECIHKABAbEM HEPA3I0KIBa.

—1 1
13. a) Jloxasatu uaentuter a”b — ba" = >, a¥(ab — ba)a" "1 7k;
0) Jlokxa3zaru aa HU 3a Koja JiBa elleMeHTa a U b mponsBoJbHEe banaxose anredpe, jenHakoct ab — ba = 1
Huje Moryha.
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O XWJIBEPTOBUM IMPOCTOPUMA

HEKOJIMKO TEXHUYKHUX PE3YIITATA

Tokom unrae miaBe H je Heku XunbeproB npoctop, a B(H) o3Haka 3a anreOpy CBHX OTpaHHYCHHX
omeparopa Ha H.

5.1. busmneapue ¢gopme. Ilpecnukasame €2 : H x H — C je OminHepana gopma axo je JIMHepaH
o upBoj (Q(A1x1 + Aeza,y) = MQ(z1,y) + MQ(x2,y)) u anTununeapua mo apyroj (Q(z, u1y1 +
toy2) = Bz, y1) + [@22(x, y2)). OHa je orpanudeHa ako noctoju koucranta M < 400 ca CBOjcTBOM
|Q(x,y)| < M||z|||ly||.- Hajmarmwa koHcTanTa M ca HaBeJIeHAM CBOjCTBOM HasuBa ce HopMa dopme  u
o3Havasa ce ca |||

OcHOBHH npuMep OrTHHEeapHe (HOPM je TPECIINKABAbE 3a1aTo ca

(1) QT(x7y) = <T$, y> ;

rne je T € B(H). buinHeapHOCT je OYHIIIeiHa, a orpaHndeHocT cieau 13 Ko [IBapiioBe HejeHAKOCTH,
jep mvavo | (T, y) | < [|Tal| Iyl < |71 [l |lyl], wnve je || Q]| < 1T

Melytum, Baxku u obparHo. Csaka OGnuHueapHa ¢opMa je oonuka (1). 3aucra, ako je () OunnHepHa,
oHza je 3a ¢ukcupano x € H, npecnukaBaime y — ()(z,y) OrpaHHYEHO U JMHEApHO, ma npema PrcoBoj
TEOpEeMH, IIOCTOjH jeIMHCTBHO ofpehen BekTop z ca cBojcTBoM (2, y) = (y, 2), onHocHo Q(z,y) = (z, ).
Huje Temko BHIETH 1a je MpeCIUKaBambe T — z JUHEapHO, ma o3Haummo z = Tx. [ame je ||Tz|| =
sup | (Tz,y) | = sup [z, y)| < sup [|Q] ||| [|y[| = [|€2][|z[|, rae ce cynpemym y3uma 1o cum y HOpme
Matbe Wi jeHake o jenat. Tako je ||T']| < ||€2]|. Tako cy ce Gunuuepase popme obmuka (1) u ||| = ||T].

Onasne nocebHoO cien 1a je orneparop 1’ jeAHO3HAYHO 3a/1aT CBOjoM GHiInHEapHOM GopMoM (x,y) —
(T'z,y), onHocHo ako 3a ce =, y € H Baxu (Thz,y) = (Tsx,y), ouna je T = Tb.

5.2. Ksaaparue ¢opme. Hexa je T € B(H). Ksagpaiuna ¢gopma oneparopa T je mpeciukaBambe
Qr : H — C paro ca

) Qx) = (T, ).

43
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Oneparop 1 je jeqHO3HAYHO 3a]aT CBOjOM KBajpaTHOM (opmoM. To cienu u3 Tako3BaHOT HOIAPUZAYUOHOT
ugeniuuiieiia

(Tx,y) = (T(x+y),r+y) — (T(@—y)z—y) +i(T(x+iy),r+iy) —i(T(zr —iy),z —iy) =

3
— Zik <T(J; +iky),x—|—iky>,
k=0

KOjH Ce jeTHOCTAaBHO IpOBepaBa pauyHoM. Takole, kBagpaTHa ¢opma (2) 3aJ0B0JbaBa HICHTUTETE
Qz+y)+Qx—y) =2(Qx) + Qy))
3) Q(iz) = Q(x)
Q)| < M|

Moryhe je, mehyTuMm, u ancTpakTHO yBecTH 1HojaM KBaxaparHe ¢opme. Haumme, xBagparHom ¢opmom
HazuBaMo npeciukasame () : H — C koje 3anoBosbaBa yciose (3). [Tokasyje ce na cBaka kBaapaTHa hopma
NOTHYE O] HEKOT omneparopa. Jloka3 oBe TBpAme je KomnMja nokasa [lopaan ¢on HojmMaHOBOX craBa Koju
TBPAMU JJa HOpMa MOTHYE O] HEKOT CKaapHor npon3Boza. Opxne he OuTn camo HaBelleHa CKHLA TOKa3a.

Hajmpe TpeGa u3BecTH Heke eJeMeHTapHe TBpImbe, kao mro ¢y Q(0) = 0 u Q(—z) = Q(z). 3arum
JIOKa3aTH UACHTHTET

Qiz+y+2)=Qx+y) +Qy+2)+Q(z + ) — Q(z) — Qy) — Q(2),

ITO je MOXJa U HajTexe mecto. [Totom, yBectn npeciukaBame €2 : H x H — Cca
3
Ax,y) =Y i"Qx +i*y)
k=0

W TIKa3aTH Ja je aJuTUBaH IO IPBOj U 10 JIpyroj NpoMeHJbHBOj. Jloka3 na ckamap W3ia3u Halosbe HHje
TpHBHjallaH aJu TIOHaBJba Uzeje Koje ce cpehy NMpuiIrKkoM pemaBama KommjeBe GpyHKIMOHAHE jeIHAYHHE.
Hajsan 3a orpanuueHoct, npso usBectu Hejennakoct [Q(z,y)| < 4M(||z|| + ||y||)?, na ce nocmyxutu
TpukoM. Hanme 3a O3UTHBHO ¢ ©UMaMO

1 1
022, )| = 91, )| < AM (] + 1l
u HarokoH crasuth t = +/||y||/||x||. Jemrom hy Moxna ucnmcaru nerase.

5.3. Canka u jesrpo. Hekaje T' € B(H). Baxu

a) (ImT)*+ = ker T* u (ImT*)* = ker T, onsocto H = ImT @ ker T* = ImT* @ ker T}

6) Omneparop T je HopMaiaH ako ¥ caMo ako 3a cee © € H Baxu ||Tz|| = ||T*x||. IToce6Ho, axo je T’
HopMmanaH, Tana je ker T = ker T* u tume H = Im T @ ker T';

Jlokas. a) Heka je y L ImT. Tana je 3a cee x € H, (T*y,z) = (y,Tz) = 0, na je T*y = 0.
Tuwme je (ImT)+ C kerT*. O6partno, Heka je y € ker T*, To ject T*y = 0. Tana je, 3a ce v € H,
(y,Tz) = (T*y,x) = 0,may € (ImT)*. Jlpyra jennakoct cieau 3amenom 1" ca T*.

6) 3aucra, ||Tz|| = ||T*x|| exuBaneurso je ca (I Tx,x) = (Tx,Tx) = (T*x, T*z) = (TT*z,x),
OTHOCHO TOME J1a ce KBazparHe ¢popme oneparopa 1*T n T'T* noknamnajy, mro 3Hauu gaje 77T = TT*; O

5.4. TlonapHo paszaarame. Hekaje T € B(H). Taga nocroju, 1 jeAMHCTBEH je, oneparop V Takas na
BaXKH
() T =VI|T};
(2) VV* jennaxo je npojekropy Ha Im 7T7;
(3) V*V jennaxo je mpojexkropy Ha Im T*.

TamaBaxuuV « T = |T|
Joka3. Heka z € Im|T'|. Tazxa je
Q) [T J2l|* = (| T |, |T|z) = (T"Tw,z) = ||Tx|,
naje npeciukasame Vo : Im |T'| — Im T garo ca V (|T'|x) = Tx KOpeKTHO iehHHUCAHO, IMHEAPHO U HOpME

He Behie ox jenan. Otyna ce OHO MOKe IIPOAYKHUTH (10 HEIIPEKHAHOCTH) 110 npeciukaBamba 3 Im |7’ y Im T
Hedunnmmmo V ca Ve = Voxsax € Im |T|, u Vo = 03a L Im |7T|. 3a nokas ersucrenimje tpeda jorn
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nokazaru na je Im |T'| = Im T*. Mehytum, us enementapne jennakoctu || Tx||? = (T* Tz, z) = || |T|x||?

onmax Hanasumo ker T = ker |T'| ogakiie mpenackoM Ha OPTOTOHAIHHU KOMIDIEMEHT H00HjaMO TPaXKeHo.
IIITo ce THYe jeAMHCTBEHOCTH, jacHO je na je V jenmHcTBeHO Ha Im T*. VYkomuko O 3a HEKO y U3

OPTOrOHAJHOT KoMIUTleMeHTa 6mino Vy # 0 61o OW HapyIleH jefaH Of Ipyra JBa ycloBa. O

5.5. Jluneapuu omoraun. Caku oneparop T € B(H ) je muHeapHa KOMOMHAIM]a HAjBHILE 4 yHUTAPHA
oneparopa. Takohe T je nuHapHa KOMOHHAIM]ja HajBHIIE 4 TO3UTHBHA OIEPaTOpa.

JHokas. Kakojeysek T = T+ Ty, tnecy Ty = (T+T*)/2uTy = (T —T*)/2i, 10BOJBHO je 10Ka3aTn
Jla jeCBaKH CaMOaJIjYHTOBaH JIMHeapHa KOMOWHAIMja HajBHIIE 2 YHUTApHA, OJHOCHO KOMOWHAIIM]a HajBHIIIC
2 mosutuBHa. Ako je T = T* oneparop HopMe Mame ox 1, onpa ¢y T+ iv/I — T2 yauTapHu. 3anpaso cy
jemaH IpyroM MHBEP3HH, a Mory30up uM je jenHak 1. 3amcra

(T — i T =T (T +i/I -T2 =T>+i(T/I-T?>—I-TT)+1-T? =1,

jep VI — T? npunama komyrtarueHoj opairedpu C*(T). Ako ||T'|| Huje Mamba of jenaH, OHIA IPUMEHHMO
nperxonHo Ha T'/||T|.
I1ITo ce THYE ApyTe TBpAME, caemd u3 1 = T — T, O

5.6. Oneparopu kona4ynor panra. Heka je T' onepaTop KOHauHOT paHra, ¥ Heka je 15, 1 < j < m Heka
6asa merose cauke. Tanasacse z € H nocroje jeauncTseny ckanapn o (z) Taksu paje Tx = 3, aj(z)y);.
IIpecmukasawe H — C, x — «;(z) je OrpaHuYeHO U JTHHEAPHO, jep IPEACTaBIba KOMIIO3HIH]jY onepaTopa
T n npojexumje ; aj3; — c;. Tlpema Prcosoj Teopemu je onna () = (T, ;) 3a HEKE BEKTOPE ;.
Taxo T" mma o6IuK

Te =" (2, 0;) ¥
J
Hpyrum peunma, T je (koHAuHA) JIMHEAapHa KOMOWHAIMja IPECIMKaBama o0iuKa © — (T, ) 1), 1 To Cy
IpeciIMKaBama paHra jeqaH. Taksa IIpecinkaBamba o3HauaBaheMo ca i) @ ¢. (JIoruka 3a 0BaKBO 03HAYABAHE
caJpiKaHa je y YnseHUIH J1a je H ®q;4 H n3oMopHO ca onepaTropuMa KOHa4HOT PaHra.)

Ilpumegba: Axo je X (camo) banaxoB mpocTop, OHIIA C€ ONEPaTOPH KOHAYHOT paHra MOTY OIMHCATH
nomohy X ®;4 X*.

[IpaBuia payyHa ca orneparoprMa paHra jefiaH jeJHOCTABHO Ce€ IPOBEPaBajy M CIIEIN BUXOB CITUCAK:

TWee)=(Ty)®e, Weoe)T =19 (T )

(5) WRe) =pd, W@ 9of)=(g9vef
b @@l = ||l ||| ® —om
ol [l

TPAT - HYKJIEAPHU OIIEPATOPHU

5.7. MoruBanmja. Tpar je mo3HaTH nojam M3 JHHEapHE aireOpe W O3HayaBa CyMy eJieMeHara Jiare
MaTpuIe KOju ce Haja3e Ha IaBHOj AujaroHanw. [lokasyje ce (y JMHEApHO]) Aa SKBUBAJICHTHE MATPHIIC
MMajy HCTH Tpar, TO jecT Ja je Tpar CBOjCTBO JIMHEApHOT IpecinKaBama (a He caMe MaTpuIle) Kao U 11a je
Tpar jelHaK CyMH COIICTBEHUX BPEIHOCTH, IJI€ CBAKY COIICTBEHY BPEJHOCT CaOMpPaMo OHOJIMKO ITyTa KOIHKA
j€ IMMeH3Hja KOPSHCKOT MOTIPOCTOpa.

[NoxcrakHyTH OBMME, MOXKEMO J1a MOKYILIAMO Jia YBEAEMO Tpar Kao CyMmy

(6) tro (1) = Y (Tj,5),

J

TZe je p; HeKa opToHOpMHpaHa 6aza. Oamax ce MOCTaB/ba NMUTAEkE [a M HA3HAUCHH pell KOHBEprupa
aKO KOHBEPTupa Jia JId je KOHBEPIeHIIMja arcoayTHa, Kao ¥ Ja JIM Pe3yiTar 3aBUCH oj] u3bopa 6aze. 300r
(eBeHTyasIHE) 3aBUCHOCTH CyMe pefia y (6) CToju OHO ¢ y MHIEKCY 03HaKe 3a Tpar. Kaza 3a onpelheny kiacy
oreparopa MoKakeMo Jia Tpar He 3aBHCH 0]] n30opa 6ase, mpecrahemo a Ha3HauaBaMo 0a3y y WHIEKCY.

Harnamasamo fa HUTZIE HE TMPETIOCTABHAMO [ j€ TOIa3HU XWIOEPTOBO MPOCTOp cemapadbuiiaH, IITo
3HAYM J1a MHJIEKC j MOJXKE Jia POoJIa3y U HEeKH HenpeOpojuB CKyII, Te Jia Ce BPIIM CyMHpambe HerpedpojuBe
thammnuje.
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5.8. Tpar mo3uTHBHOI omeparopa. y ciy4ajy Kaxa je 7' mo3utuBaH omeparop cabupiw pena (6) cy
TIO3UTHBHH U CyMa CHTYPHO MOCToju, Makap 1y R. Peom hemo u3BecT Heka elleMeHTapHa cBOjCTBA Tpara
[IO3UTHBHHX OIIEPaTopa.

(IIT1) tr, (T*T) = tr,(TT*). 3aucra, IMaMo

> (T T, 050 => (Te;, Te;) ZZ (Te;, 0:) (Tp;, ).
J J
Kaxo cy y nocieimbeM pely cabuply O3UTHBHU Moryha je n3MeHa mopeTka cyMuparma, Ma Hajla3uMo

D (T Te;,05) ZZ 05, T*0i) (05, T*pi) = Y _ (T 01, T" )
J K3
Ha ocHOBY [TapceBalioBe jeHAKOCTH.

(IIT2) Axo je T > 0 u U ynurapaH, onza je tr,(U*TU) = tr,(T). OBO jeHOCTaBHO CIIEJH, aKO
IPETXOHO mpuMeHHMo Ha omepatop 1Y/ 2U, jep je (TY/2U)*TY/?U = U*TU, nox je TV ?U(T/2U)*
TY2UUrTY? =T.

(IIT3) Hexa je B(H) > T > 0. 3a 6uno koje sBe 6ase ¢ u 1) Baxu try,(T) = try (7). Hdpyrum
peurMa Tpar MO3UTUBHOT OIEPATOPA HE 3aBHCH Off u300pa 6ase, Te MOKEMO Jia PECTAHEMO J1a Y UHIEKCY
o3HauaBaMo Gasy. 3amcra, npecinkaBame U Koje 6a3HH BEKTOp o, NMpPECiIHKaBa y ¢)—j YHHTapHO, 1a Ha
OCHOBY TIPTXOHOT HMaMO

try (T) =Y (Twj,005) = > (TU;,Ugj) = > (U TUgj,05) = Y (Teps, 05) = tr(T).
J J J J
(IIT4) Heka je B(H) > T > 0 u nexa je V € B(H) napuujanua usomerpuja. Tana je tr(V*TV) <
tr(T"). Hoce6Ho, ako T’ UMa KOHAYaH Tpar, ©Ma ra 1 V*TV Jla 6ucMo 0BO OKa3aiu, YOUMMO HEKy 0azy
cp} nornpocTopa Im V* u nonyHuMo je Bektopuma gp Jo 6a3ze nenor npocropa H. Ounto Baxu ch’ !=0,

a 3a CIIMKE BEKTOPA (¢; yBEAMMO O3HaKY ¢ = Vol BCKTOPH v’ umme 6asy 3a Im V', u Mory ce nomyHuTH
HEKHM BEKTOPHUMA 1/}5-’ 1o 6aze 3a H. Cana umamo

tr(VTV) =Y (V' TV, 0) =Y (TV V) + > (TVe! V).
J J J
Jpyru cabupak ce aHyIupa, 0K je APYTH jeIHaK
D (TG w5) <D (T y) = 0x(T).
J
(ITT5) Ako je 0 < S < T onga je tr(S) < tr(T). IMocebHo, ako T' UMa KOHa4aH Tpar, OHIa 1 S uMa
koHauaH Tpar. OBo je TpuBHjanHo. J{0BOJBHO je HejenHakocT (Sy;, p;) < (Ty;, ;) MPOCYMHPATHU 110 CBUM
0a3HUM BEKTOPHUMA.
(IIT6) Axo tr(A*A), tr(B*B) < +oo onpau tr(A + B)*(A+ B), tr(A — B) *x (A — B) < +00. OBa
TBp/Eba CJICAN HA OCHOBY HICHTUTETA
(7) (A+ B)*(A+B)+ (A-B)*(A— B)=2A*A+2B*B

1 YUILCHUIIC J1a CY CBU ca61/1pu1/1 Y TOM UACHTUTETY MO3UTUBHU.

5.9. Hyxueapuu oneparopn. Jepunnmemo ckyn S; = {T € B(H) | tr(|T|) < +oo}. Enemente
TOT CKyTa Ha3MBaMO HyKIeapHu WM iipaiosuitiu onepatopu. Kopuctu ce jour u o3naka L' (B(H)). To je
MPUPOIAH CKYII Ha KOME CE€ MOJKE BaJbaHo JAe(GUHUCATH TPAr.

(T1) Axo T' € Gy, oHpa pex (6) ancoIyTHO KOHBEPTUpa U

®) [ tro(T)] < tr(|T).

(Ha meBoj cTpanu joIII yBEK CTOjH O3HaKa 3a 0a3y, jep joII HICMO J0Ka3aly He3aBUCHOT pe3yaTara o u30opa
6aze.)
Ogo hemo fokazaryu Ha ocHOBY ciieniehe HejeHakoCTH

©) 2/ (T, z) | <(|T|w, ) + (IT|V*a, V'),
e je T = V|T'| nonapro pasnarame oneparopa 1. tby ©3BOIMMO 0OBaKo:

0 < |72 = ATY2V )l |? = || |IT|"?2]|* — 2Re A <\T|1/2ff7 IT\1/2V*9E> + APIT 2V 2.
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Opnatiie HajIa3uMo

2Re N (Tz,z) < {|T|z,z) + |\* (|T|V*z,V*z),
1a ocTaje jomr 1a y3MeMo \ = e %
Cana u3 (9) nmako u3BOIUMO

2| try(T)] < Z (ITlpjs5) + Z VITIV % @5, 05) = te(IT]) + tr(VIT V") < 2tx(]T]),

J J

, e je « = arg (Tx, x).

Ha ocHOBY cBojctBa (I1T4).

(T2) Axo T' € G oHza Tpar He 3aBHUcH of u30bopa Oasze.

Tocmysxuhemo ce cBojetBom (ITT6). Ako Ty crasumo A = |T|Y/? u B = |T|*/2V* (tne je T = V|T)),
ouna je A*A = |T|, B*B = V|T|V* u oba Ta oreparopa umajy KOHa4aH Tpar, I[pBH MO MPETIOCTaBIH, &
npyru Ha ocHoBy (I1T4). Ako crasumo S; = (A + B)*(A + B) > 0, onpa je u tr(S1) < +o0o. C npyre
cTpaHe

S1=(A+B) (A+ B) = (IT|"? + [TV ) ([T + |TV2V") = [T| + T+ T* + V|T|V*.

Tako ce T+ T Moxe U3pa3sHUTH Kao JIMHEeapHa KOMOHWHAIMja TPH MO3UTHBHA oneparopa Sy, |T'| u V|T|V*
ca KoHauyHHUM TparoM (rpBu Ha ocHoBY (I1T6), npyru no npernocrasiu U Tpehn Ha ocHOBy (I1T4))

Axo y (IIT6) craBumo A’ = |T|'/2, B’ = 4|T|'/?V*, saxmyunhemo na je tr(Sy) < 4oo, e je
Sy = (A'+ B')*(A'+ B’), nok je ¢ npyre crpade nocne kpaher pauyna So = —i(T —T*) + |T|+ V|T|V*,
ma ce u 1 — T Moske M3pa3nuTH Kao JHHEapHa KOMOWHAIIH]ja TPH IIO3UTHBHA OTIEPaTOpa ca KOHAYHUM TParoM.
Cana ce T'+T* u3paxaBajy Kao JHHEapHe KOMOMHAIIN]j€ TO3UTUBHUX HYJUIEApHUX, 14 Ce ofatie, y3 yBehame
Opoja cabupaka, u T u T™ u3paxkaBajy Ha TakaB HauuH. To ject

T = ZCiQ’ia Qi 2 O,tr(Qi) < 400
T = ZC:Q;a Q> 0,tr(Q}) < +oo.

Opartie je jacHo 1a tr,(7) He 3aBucH off H300pa Oase, na hemo ra o3HagaBatu camo ca tr(7).

(10)

5.10. Jenan 3aoctanu pedyarar o C* anrebpama. Heka je A Heka C*-anrebpaua, b € A.

a)Axo je 0 < a < boumajeu 0 < a'/? < b'/2, ogHocHo mpecnukaBame a — a'/? je omeparop
MOHOTOHO;

6) Baxu nejennakoct |ab| < ||al| |b] (mopemak y C* anreGpm).

Hoxkas. a) [IpernocraBumo npBo aa cy a u b uaBeprnOminu. Ilpe cBera m3 monaszHe HejeHAKOCTH
KOHjyroBameM ca b~ /2 nanazumo
b= 2ab™? < 1.

Jasbe je
b1 /41 /2p=1/4 < Hb_1/4a1/2b_1/4\|1 _ r(b_1/4a1/2b_1/4)1 _ r(b_1/2a1/2)1 <
< Hb71/2a1/2|‘1 — ||b71/2ab71/2||1/21 <1,

OIaKJIC KOHjyroBameM ca b1/4 I[O6I/I’aMO TPaXXCHO. Axo a u b Huc I/IHBE[)TI/I6I/IJ'IHI/I, OHJA a + elubd + el
jecy, Haje oaariie

/2 _ gl/? ((b+ DY2 (0t 51)1/2) >0,

= lim
e—0+
jep je ckym nosutHBHHX omeparopa 3arBopet. (Ilocnenme ce Hajnakiie Buau Tako mro gopma (p(a)z, x),
TJIE je (v HeKa BEpHA pPerpe3eHTalllja 0CcTaje MO3UTHBHA MOCIe y3uMamba JInMeca);
6) IIpe ceera umamo a*a < ||a*a||1 = ||a||?1, wTo nocne koHjyroama ca b nocraje |ab|? < ||a||?|b|>.
Cazia M3BalIMO KOPEH U HEJeIHAKOCT OCTaje Ha CHA3U IpeMa MPETXOTHOM. O

5.11. Cras [mpoctop Hykieapuux omeparopal. a) Ckyn &, je Bekropcku mpocrop u uspas ||T||1 =
tr(|T|) je jenna Hopma Ha wemy. (Ty HOPMY 30BEMO HyKIeapHa),

0) G je nBocTpaHu camoaijyHroBanu uuaean. Ilpeuusunje, ako T € &1 u S € B(H), ouma ST, T'S,
T* € G;. Ilpu Tome Baxe penaruje

(1n ST, TSI < (ISIIT s [T/ = [ITTh;



48

B) CBaku HyKJeapaH omneparop je kommaktaH. Hykieapna Hopma je Beha on momaszHe. Omneparopu
KOHAa4YHOT paHra cy ryctun y &;.

Jokas. Ogaj noka3 Hehemo usBectu pegom, Beh Hajkpahinm mytem. CBako HOBOIOKAa3aHO CBOjCTBO Ouhie
HYMEpHCaHO Kao HacTaBak orpeTrxonHa asa cojctsa (T1) u (T2).

(T3) Jlaka cBojcTBa HOpME (CBa OCHM HEjE€IXHAKOCTH TPOyria). JemHocTtaBHO ce B 1a 1 € &1 =
AT € &4, [|AT |1 = M ||T||1, xao u ||T||1 > 0. Axo je ||T||1 = 0, y3umajyhu y 063up 1a je cBaku BEKTOp
uJaH Heke 6ase, jeIHOCTaBHO 3aKibydyjemo ja 3a ce x € H Baxu (|T'|x, 2) = 0 omakue je |T| = 0 a Tume
nl =0.

(T4) &, je nesu uzean. 3aucra, ako T € &1, S € B(H), oHzia Ha OCHOBY 3a0CTAJIOT PE3yJiTaTa UMaMo
|ST| < ||S|||T|, a omarne na ocrosy (IIT5), tr(|ST|) < ||S|| tr(|T]). Tume cMo yjenHo HOKa3aaM U NPBY
HejemHakocT y (11).

Ilpumegba. HexkoMyTaTHBHOCT je OBIE M3pa3uTa, jep HE MOXKEMO Ha MCTH Ha4YMH JO0Ka3aTh aa je S
JECHH HJeal.

(T5) AnutuBHocT U HejenHakoct Tpoyria. Heka S, T € &1 uneka je S + T = W|S + T'| monapuo
pasnarame oneparopa S + T. Tamaje |S+T| =W (S+T) = WS + WT. Kako je &; neBu uneai, To
WS, WT € &1, nocroje BUXOBH TParoBU U He 3aBuce o u3bopa 6aze. Tako je

1S+ Tl = tr(W™S) + tr(W*T) < [[WZ|[([[S][x + IT1[) < [IS][x + T}

(T6) S, je camoanjynroBaH u aecHu upean. Jla us T' € G, cienu 1% € G BUIM ce HA OCHOBY
(10), jep cMo Beh mokasanu Aa je CKyIn HyKJIeapHHUX oleparopa 3aTBOpEH 3a JinHeapHe kombuHarmje. Cana
JIaKO M3BOJIMMO JIa je y TUTamy JIecHd uuaeal, jep ako S € B(H), T € &4, ciequ T* € &4, na onamie
(TS)* = S*T* € &4, naocraje 12 joI jeHOM IPUMEHUMO CaMOaJIjyHIOBaHOCT. J{0Ka3 Ipyre JBe penanuje
y (11), mehyTum, omgmoxxuhemo 3a HapeTHH CTaB.

(T7) Oneparopu koHauHOr paHra cy ryctu y G;. 3aucra, Heka je T € G M Heka je ; IPOU3BOJEHA
0asa 3a H. OpnabepuMo KOHAa4aH CKyN uHAeKca Jy, Takas ja je » idJo (|IT)pj, ;) < e. Hebunummmo
oneparop S Ha 6a3u @, ca S¢; = |T|p; 3a j € Jo, u Sp; = 0 uxade. OunmienHo je S KOHAYHOT paHTa
(paHr My je MamH O KapauHAIHOCTH ckyma Jy), a Baxu u 0 < S < |T, jep je S = P|T|P, ogHocHo
|T| —S = (I — P)|T|(I — P), rae je P npojekTop Ha JIMHEApHH OMOTad BeKTOpa ¢;, j € Jo. C mpyre
crpane |||T| — S||1 < &, a c 063upom na Baxkw (11) u 1a je Ky omeparopa KOHa4HOT PaHra Hjeal, TO je U
T = VS|l = [[V(T] = 5)[ <e.

(T8) Baxu ||T|| < ||T||1. Ma Gucmo 0BO [0Ka3aiy, yOYMMO jeAMHHYHH BEKTOP (o Ca CBOjCTBOM
T2l > |[|T'?]| — e. On je enement nexe Gase, na je ||T][1 > ([Tl @) = [[|T]'?¢]|* >
(|| |T|*/2|| — £)?, ma pesynrar nobujamo kana € — 0, jep 3a no3uTHBHe oneparope Baxu ||A?|| = ||A||, mTo
ce Bunu u3 lesbhannose Tpanchopmaiuje (max f2 = (max )2 3a f > 0).

(T9) Baxku unkinysuja S; C S,. 3ancra, ako je 7' € G oHIa MOCTOjH S KOHAYHOT PAHTa KOjU MY j€ €
Onusy (y HykieapHoj nopmu), a tume u ||[T — S|| < ||T — S||1 < €. Taxo ce T MOKe MPUKA3aTH KAO JIUMEC
oreparopa KOHa4HOT paHra (y 0OM4HOj onepaTopHOj HOpMH) 11a je 1’ KOMITaKTaH.

Ilpumegba. Kao mro je mo3Haro, y &, HeMa MpaBUX 3aTBOpeHUX uueaia. OHUX HE3aTBOPEHUX MMA,
U jenaH TakaB mpuMep je S1. Ynozopeme, S HHje 3aTBOPEH y T0Ma3HO] (ONEpaTopckoj) HOPMH, alH jEeCTe
3arBOpeH y Behoj, HyneapHoj. [Ipenmsnuje Sq je komruieran. To hemo, mehyTuMm, moKazaTtu Mano KacHuje.

d

5.12. CgojcrBa Tpara. a) @ynknuja tr : &; — C je nuHeapaH (QyHKIMOHAI HOpPME jeHaKe 1;
0)3aS € B(H)uT € &, Baxu tr(ST) = tr(T'S).

Joxkas. a) Jluneapuoct je ounmienna. OrpaHudeHocT ciend u3 (§), a HopMa ce JIOCTIKE Ha CBHM
MIO3UTHBHUM OIIEPaTOpHMa;

6) Hexa je, 3a moueraxk, S ynurapaH, to ject (Sz, Sy) = (x,y). AKo je ¢, Heka 0a3a, oH1a je u Sg;
Takole 6aza, ma KaKko Tpar He 3aBHUCH of] 6aze, UMaMo

tr(ST) = > _(ST(Sg;), Sp;) = > _ (T'Sp;, ;) = tr(TS).
J J
VY omTeM ciiy4ajy, pe3yaTar CieAud Ha OCHOBY YHMIbCHHIE [a j€ CBAKH OINEparop JHMHEpHA KOMOWHAIM]a
(HajBUIIIEe YETHPH) YHUTAPHA.
Cana hemo mokaszaru mpyre nse penamuje v (11). J[okakumo mocieamy, OHO KOja Ce OIHOCH Ha

unBonyuujy. Heka je T € &1, unekacy T = V|T| u T* = W|T*| nonapna pasnarama oneparopa T’
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onHocHo T™*. Tana je |T*| = W*T* na je
tr(|T7]) = te(W*T™) = te(WHT|V?) = te(VIWHT) < VW[t (T]) < tx(|T1),

IJie CMO HEeTJe y CPEAMHHM UCKOPHCTHIM CBOJCTBO JOKA3aHO y MPETXOAHOj Taukd. OOpaTHy HejeHAKOCT
nmobujamo 3ameHoMm 1 u 1.
Cana nmawmo |[T'S|| = |[S*T[| < [[S*[[[|T*]|x = [|SI[||T]]1. O

5.13. CraB. Baxu G} = &;. 3zomopdusam ce ocTBapyje Tako MTo je cBaku GyHKnuoHan A € S
o0nmka

(12) A(T) = tr(AT),

3a HeKH HyKyieapaH A.
IMoce6Ho, oxariie cieau 1a je ckyn &S, OCUM IITO je ABOCTPAHH * HAEA, YjeJHO U KOMIUICTaH.

Jokas. [la je uzpazom (12) 3amar nmuHeapan (GyHKIHOHAN je ouunieano. Jla je orpanudeH mobujamo
IA(T)| < ||AT |1 < [|A||l1|IT|], maje ||A]| < ||A]]1. JIuneapHOCT npecinkaBawa A <+ A je TpuBHjanHa.

OGparHo, Heka je A € &% . Ilocmarpajmo omeparop f & § paHra jenaH, Koju je HapaBHO KOMITAKTaH.
Ipeciukasame (f, g) — A(f ® g) je ounrnenHo OunmneapHo. [ToKaKHMO | JIa je orpaHudeHo. Mmamo

IA(f @)l < AT @ gll < [IAAHIgl,

jep je, 360r Koun Ilsapuose nejennaxoctn || (z,g) Il = | z,g) | IF]l < [l£]l1lg]l[]l. (OBxe ce wax u
JOCTHIKE jeJHAKOCT, alli TO TPEHYTHO HHUje BaxkHO.) OTy/Ia MOoCTOji OrpaHuYeH onepatop A Takas ja je

A(f@g)=(Af.9).

Hoxaxxumo na je A nykieapad. Heka je A = V| A| meroBo moiapHo pasiarame. YO4nMO HEKy 6asy
; y coauu nzomerpuje V. Taza je cucreM ; = V™1); Heka 6a3a y Hoja3sHOM IpocTopy usomerpuje V,
oxnocHO y Im V* u Mosxe ce momynuTu 10 6a3e uenor H kojy hemo raxole o3Hauasatu ca ¢;. Mimamo

(|Als, p5) = (|Ales, V) = (VIAlps,v5) = (Apj, ¢5) = Ay ® ¥5),

aKo je ¢; = V*¢;. ¥ cympoTHOM je pesynrTaT M3padyHaBama Hyia, jep je Taza ¢; L ImV* = Im|A|,
omHOCHO ; € ker |Al. Kajga mocnenmy jeIHAKOCT MPOCYMHPaMo Kaja j € Jy - HEKH KOHayaH CKYIl
MHJIEKCa, HAJla3auMO

D (Ales, 050 = AO ws @ 9;) <A1 w; @ P,

J€Jo

IIe ce, eBeHTYallHO, CKyIl MHJIEKCA II0 KOjUMa Ce CyMHUpa Ha JECHOj CTpaHH cMamuo. Omeparop ) ¢; ®
¥ je KOHAMHOT paHra (cnmca My jey JMHEATY BEKTOpA (), a Kako OHO INPEBOIH 1; Y P> ped je o
(meMMMUYHO]) U30METPH]jH, 3alPaBO PECTPUKIHU]HU onepaTopa V'™, ma uMa HOpMY Mamy WU jefAHaKy of 1.
Tako je > (|Al¢;,¢;) < ||A]| 3a cBaku xonauan ckyn unnekca Jy. Otyma je ||Al]1 < ||A]]. Kako cmo
Jj€Jo
oOparHy HejegHakocT Beh ToKa3aiu OBO 3aBpIIaBa JOKa3.
Harmacumo, jorir jenaniyT, fa omaBae cienu u Aa je &1 KOMIUICTaH Kao AyalHU MPOCTOP. U

5.14. Cras. Baxu & = B(H). M3omopdu3sam ce ocTBapyje Tako o je cBaku QyHKuoHan A € S
obnuka (12) 3a Heku orpanuyeH A.

Hoxa3. Kao 1 y mpeTxomHOM CTaBy JIaKO KOHCTATyjeMO OTPaHMYCHOCT W JIMHEAPHOCT MPECInKaBamba
(12) xao u nuHeapHOCT Kopecnonenuje A <> A.
Heka je A € G;. IToHoBo hiemo ce mocmyxutu oneparopoM f & g panra jenas. herosa Tpar pauyrHamo
OBaKo
tr(f@g) =Y _(f®ge;ei)=> (p;.9) (f,e;) = (f.9),
J J
JIOK je BeroBa jeiaH HopMma, npema (5) jeaHaxa

7

wlf @gl = Il gl tr 4 i

A =[£I lgl-
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Oryna je npecnukasawe (f, g) — A(f ® §) orpaHuyeHo u OUIMHEAPHO U HOPMA My j& Marba WIIH jeJHaKa
ox ||A||. Tako mocroju orpanuden omeparop A (HopMme Mame Wi jenuake ox ||Al|) Takas ma je A(f ® g) =
(Af,g). Tpeba jom yountu na je A(f ® g) = (Af) ® g, onakie je

Afog)=(Af,g9) =tr(f®9).

Jloka3 je cajia roTOB, jep je JIMHeapHH OMOTau orepaTopa obiuka f ® ¢ jelHaK CKyITy oIeparopa KOHaYHOT
paHra, a mocieimbu cy ryctu y S;. O

5.15. Teopema (JImackm). Y nmHeapHO] anreOpu Mokasyje ce (pelaTUBHO jeAHOCTABHO) JIa je Tpar
MaTpHle jeqHak 30Mpy CBHX COIICTBEHHMX BPEJHOCTH, IPH YeMy CBaKy COIICTBEHY BPEJHOCT padyHAMO
OHOJIMKO TTyTa KOJIMKA j& IMMEH3H]ja leHOT KOPEHCKOT TIOTIIPOCTOPA.

(To HHje HCTO IITO U HEHA BHUICCTPYKOCT. Hamme, KOPEHCKH MOTIPOCTOP je CKYI CBHX BEKTOpA X
3a xoje je (T — M )*x = 0 3a Heku mpupojan 6poj k, a CONCTBEHH MOTHPOCTOP CKYT OHUX T-0Ba 3a KOje
je Tx = Az. Ortyna je CONCTBEHH MOTIPOCTOP 00ABE3HO MOICKYI KOPESHCKOT, allk He U 00paTHO, 0CHM
Kazma je 7' HopManaH, I1a BUIIECTPYKOCT CONICTBEHE BPETHOCTH MOXKe OMTH Mama Of AUMEH3Hje KOPEHCKOT
MOTIIPOCTOPA. )

VYormireme 0Be TBPEE MO3HATO je kKao Teopema Jlugerol, koja TBpAY Aa je 3a Hykiieapan 1), tr T jenHak
CYMH CBHX COIICTBEHHX BPEIHOCTH aKO CBaKy pauyyHaMO OHOJIMKO MyTa KOJIHKa je JUMEH3Hja KOPEHCKOT
HOTIPOCTOPA.

Jlokaz oBe TBpAKE HHje HAMAJIO jeAHOCTaBaH, 0e3 003upa mTo ce Oa3mpa Ha TPAHUYHOM IIpenasy ca
KOHAYHO JIMMEH3MOHAIHMX MpocTopa. Mu ra opae mpeckademo jep Teopemy HeheMo nasbe KOPUCTHTH.
Teopema je, umak, HaBeACHa, jep j¢ TOBOJPHO MO3HATa M 3HAYajHA Ja OM Ce M30CTaBUJIA MPHIUKOM MPBOT
MOMHUbatha HyKJICapHHUX OIepaTopa.

XWIBEPT-IIMUTOBU OIIEPATOPHU

5.16. Nedpunuuuja. 3a oneparop 1 € B(H) xakemo na je Xurbepiu-IlImuitios axo je tr(|T|?) =
tr(T*T) < +4oo. Cxyn cBux Xunbept IlIMutoBux oneparopa o3Hauasamo ca &, umm ca L2(B(H)).
Hema nuuer nsHenalyjyher y unmennnu na je S, Xundepros npocrop. lllra Bumre, pag y S, 3HaTHO je
jemHocTaBHUjH Hero y G1. A, HAEMO peroM

5.17. Cras. a) Ckyn &, je Bekropcku npoctop, auspas ||T'||o = tr(T*T)/? je jenna nopma. Ta Hopma
3a/10BOJbaBa Peliallijy mapaneorpama, a CKalapHH POU3BO/ KOjH IpoucTHYe U3 e je (S, T) = tr(T*S);

0) Baxxu G,-S4 = G4, oqHocHo npou3son 1Ba Xunbdepr-1lImuroBa oneparopa je HykiieapaH 1 00paTHO,
CBaKHM HYKJIeapaH ce MOXe HamicaTd Kao npou3Bos asa Xunbdept-1Imurosa;

B) [Ipoctop G, je nBOCTpaHH caM0aljyHIOBaHHU HAEaN, U BaKe HEjeHAKOCTH

(13) ST 2, [ITSll2 < [ISIITMl2;  [1T[l2 = [|T1l2;

r) Cxym omnepaTopa KOHa4yHOT paHra je TycTy Go.
1) Baxe penanmje S1 C S C oo, [T < |T)|2 < ||T)|1, ka0 1

Joka3s. a) u 6) 3aTBOPEHOCT 3a MHOXKEHE CKaIapoM, Kao U CBa CBOjCTBA HOpPME, M3y3€B HEjeJHAKOCTH
TpPOYIJIA Ce jeMHOCTaBHO Jokazyje. 11ITo ce THye 3aTBOPEHOCTH 3a cabUpame BEKTOPa, JOBOJHHO j€ MOMIeIaTH
y jemnakoct (7). Hamume, cBaku cabupak ca JeBe CTpaHe je MamH of JecHe, a ako A, B € &, oHJa je Tpar
JIECHE CTpaHe KOHa4aH.

Cana kaja 3HaMo J1a je ckyn Go IMHeapaH MpoCcTop, MOKEMO JI0Ka3aTu TBpAmY 1o 0). Haume, jacHo
je |T| € &y & |T|? € &y, na unknysuja Sy - Gy C Gy cleau Ha OCHOBY BaphjaHTe MOJNAPH3AIMOHOT
UJICHTHTETA

3

T*S =Y i*(S+i*T)"(S +*T),
k=0
jep cy S + i*T Xun6epr-llImutosu, nma cBaku cabupak Ha JECHOj CTpaHH MMa KoHadaH Tpar. HemocTaje
jour ga mpuMeTnMo 11a je T € G4 ekBuBakIeHTHO ca 1™ € Gy, MTO jeMHOCTABHO U3Ja3H U3 JCPUHUIH]C U
ceojcrea (IIT1). IIra Buue, u3 uctor cBojcrBa onMax cien ||T'||2 = ||T7||2. O6patHo, ako je T' € &1 u
T = V|T| weroso nonapso pasirame, onMax ce Bumu aa cy V|T|'/? u |T|'/? Xun6epr-IlImurosy;
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Capa je uspas tr(7*S) xopekrro nedunucan 3a .S, T € Gq, a cTBap je pyTHHE Jia Ce IPOBEPe CBOjCTBA
ckanapHor npomsBogaa. Ongamire ogmax Baxku Komm-111BaprioBa HejeqHAKOCT

[ te(T*S)* = [(S,T) [* < IS||2 | 7|2 = tr(S*S) tx(TT),

a o/laTiie U HejeTHaKOCT TPoyIiia 32 HOpMY;

B) CaaMoajyHTOBaHOCT CMO Beh KOHCTAaTOBAJIH, T1a j€ JOBOJEHO jOIT I0KA3aTH Ja je ped O JICBOM Healy.
To, mMehyTum, jeHoCTaBHO Ciienu U3 Hejeanakoctd 1% S* ST < ||S||?T*T. Onatie cnene u oarosapajyhe
HEjeTHAKOCTH;

r) Jlokasyje ce Ha MCTH HAYMH Kao M KOJ| HyKJIeapHUX. 3a KOHauaH CKyl .Jy ca CBOjCTBOM

Y (T Tyj e =Y |ITell” <e,

J¢Jo i¢Jo
aepunmnmenmo Sp; = Tp; xan j € Jo u Sp; = 0 unave, u onna [|S — T2 = 32, [|(S — T)e;il> =
Yjea ITs11? <&

n) Axo je T HykJieapaH, oH je mpou3Boj JBa Xuiabept-11IMUTOBa, M KaKko OBHU MOCIIEHH YHHE HIIeall TO
je u cam T' Xunbepr-IlImuros. Hejennakocr ||T'|| < ||T'||2 N3BOAMMO TaKO IITO YOUHMO jeAUHUIHH BEKTOP
¢ ca ceojetBoM ||T'||* — e < [|T'p;||?, a kaxo je ¢ unan Heke 6ase, To je aecHa crpana Mama ox ||T'|[3.
Cana koMOuHYjyhu MOCIEAbE CBOjCTBO Ca YMEEHUIIOM JIa je CKYI Oleparopa KOHAYHOT paHra TYCT JaKo
HaJTa3uMo Ja je cBaku Xwmioept-IlIMuToB KOMIaKTaH.

Hajsan, npeocrany Hejennakoct nobujamo osako. Hekaje T € G u ||T|)1 < 1. Tagajewn ||T| < 1,
1a IMamo

|13 = te(T*T) < ||T||[IT|h < 1,

ITO 3aBpiaBa JOKas. O

5.18. Cras. IIpoctop G, je XnunbepToB npocTop.

Joxkas. Jloka3aym cMO CBOjCTBa CKaJlapHOT IPOMU3BO/IA, TIa OCTaje jOI 1a JOKakKeMo KoMIuTeTHOCT. Heka
je T, Kommjes uuz y So. Tanma je, 360r ||T, — Tn|| < ||Tm — Tnll2, To Kounjes HU3 1 y omeparopHoj
HOpMH, 1a Toctoju aumec 1’ = lim 75,. 3a cBaku KOHauYaH OPTOHOPMHPAH CUCTEM (0; UMaMO

n n
Te,|> = 1 Toipj|* <l T3
;II @il n;glm;I\ nipsl|* < limsup I3,

naT € Gy ul||T||2 < limsup||T,]|2-

Cana omabepeMo ng Tako ja 3a cee n > ng Baxu ||T,, — Tp,|| < € u npojekrop KoHa4yHOT panra P
takaB 1a je ||T'(I — P)||2, ||Th, (I — P)||2 < €, mTo MoxkeMo, jep jecKyIl oreparopa KOHaurHOT paHra rycr.
U3Bonumo

1T = Tolle < (T = Tong ) Pll + (T = Tonp ) = P)|| + [[Tng = Tl | < ||(T = Tonp ) PI| + 36,

na pesyarar cieau jep ce uspas ||(T — T, ) P|| Moxe y4uHHTH IPOM3BOJBHO MANUM, jep Cy CBE HOPME Ha
KOHAYHO JMMEH3UOHAIHHM IPOCTOPUMA €KBHBAJICHTHE. O

ITAP 3AITA’KAIbA O KOMITAKTHUM OINEPATOPUMA

5.19. Cnekrap KoMIaKkTHOT omeparopa. [lo3Hara je @pegxormosa anitiepHaiiuéa peMa Kojoj, 3a
kommaktaH orneparop 1" u ¢pukcupano 0 # A € C Baxu TayHO je[HA 0J] OBe JBe MoryhHocTH:

(1) Jennaunna T'x = Az Ma caMO TPUBH]AJHO PELICHHE;

(2) Jeqnaumnaa T'x = Ax + y UMa periermna 3a CBako Y.

OBa TBpama Baku Ha banaxoBuMm mpoctopuma. [IpBu ycioB, mpedopMmylvcaH Iiacu nia je je3rpo
oneparopa T’ — A\l TpuBHjaHO, TOK APYTH YCIOB TOBOPH Ja je HeroBa CiIMKa 11eo npoctop. Jpyrum peunma
T — Al je vHjeKTHBaH ako M caMo ako je cypjekruBaH. [loceOGHO, ako A # () HHje CONCTBEHA BPETHOCT,
OHjIa je (IpeMa TEOpeMH O OTBOPEHOM MPECIHKaBaby) TO peryiapHa Tauyka. Kako je Hysla yBeK y CIEKTpY
KOMITAaKTHOT oreparopa (OCHUM y TPHBHJAITHOM CIIy4ajy Kajia ce€ CBE OJBHja Ha KOHAYHO JUMEH3HOHAITHOM
MIPOCTOpY) TO je

o(T)={0}U{re C|3x # 0Tz = Az},
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OIHOCHO CIIEKTap KOMITaKTHOT OIlepaTropa ce CacTojH OJ] HyJle U COIICTBEHUX BpeaHOCTH. CBaka CONCTBEHA
BPEIHOCT j KOHAYHE BYUIIECTPYKOCTH, jep OU ce y MPOTHBHOM JIAKO HAIIA0 HU3 T, TakaB na 1x, Hema
KOHBEpreHTaH MoAHu3. M3 CTHX pasiiora colncTBeHe BPeJHOCTH 00pasyjy Hysa Hu3. HapaBHo, ako uX nma
OeCKOHAYHO MHOTO. AKO X MMa KOHAYHO MHOTO, a ITOJIA3HH TIPOCTOP je OECKOHAYHO TUMEH3HOHANIaH, OHIa
je u 0 00aBe3HO CONCTBEHA BPEJHOCT, M TO OeckoHauHe BHIIecTpykocTH. Huje nckibyuena MoryhHoct aa
KOMITAKTaH OIIEpaTop HeMa COIICTBEHUX BpeqHocTd. Tana je mweros cnekrpanuu pamujyc r(7) = 0, u Takas
KOMaKTaH KBa3MHWIIIOTEHTAH olleparop Hasua ce Bonitiepun. TakBu oneparopu, jacCHO, HUCY HOPMaJIHH,
jep 3a Hopmanue Baxu ||T|| = r(T).

VY cBakoM ciy4ajy, COIICTBEHE BPEAHOCTH KOMITAKTHOT OIepaTopa, ako MX MOHABJhAMO OHOJHKO ITyTa
KOJIMKA je FHXOBa BHILECTPYKOCT 06aBe3HO 00pasyjy Hyna Hu3. Taj Hu3 oznayaBahemo ca A, (T'), ninm camo
ca )\, aKo je jacHO 0 KOM OIepaTropy ce paju.

5.20. CoekTpajHo pa3jarame HOPMAJTHOT KOMIAKTHOI oneparopa. Ako je 7' HopMaiaH omeparop,
OHJIa je TIpeMa CHEeKTPATHO] TEOPEMHU
T= / AAE(N).
o(T)

Axo je T mpu tome u xommakras, ouzxa je o(T) = {0} U {\,(T) | n > 1}. Ilpu ToMe je crekrpanHa
Mepa Tauke A, MPOjeKTOp Ha COMCTBEHH MOTIPOCTOP KOjU IpeMa MPETXOMHOM O/IeJbKy Mopa OUTH KOHAYHE
numensuje. Taj mpojekTop ce MoKe TpHKasati kao Px = > (x, ey) ey, omHocHO P = > e ® &g, rae je
ey 6aza corcTeeHor nornpoctopa. Kazia cee To 006yxBatumo, 1001jaMo CIIEKTPATHO Pa3iaramhe KOMIAKTHOT
oreparopa

(14) T = Z/ AE(N) =Y APy, = Antpn @ @n,
n JAn n n

MIPH YeMy HaIvIamiaBaMo, joIl jeAaHIyT, 1a C€ Y HU3y A\, CBaKa COIICTBEHA BPEIHOCT ITOHABJHA OHOJUKO ITyTa
KOJIMKA j& FheHA BUIIIECTPYKOCT.

5.21. IllmuTOB pa3Boj M CHHryJapHu OpojeBH. AKo je omeparop 7' camMO KOMNAakTaH, ajd HE U
HOpMaJIaH OHJ[a HeMamMo MOTyhHOCT Aa ra mpentaBHMO MoMohy crekTpanHe Teopeme. MehyTum, ako je
T = V|T| nonapHo pasiarame omneparopa, OHJIa je HheroBa arcollyTHa BpeAHoCT | 1| KOMIaKkTaH 03U THBaH
oneparop. (Haume |T'|? = T*T je koMIakTaH, jep OHM YMHE Uzeal, a GyHKumja A — |\| je HenpexkuaHa, na
IT| € C*(|T|?) wro je Mmunumanua xoja canpxu T*T u THME Mama of1 anrebpe komnakTHuX.) COINCTBEHE
BpenHOoCTH oneparopa |T'| nopehane y omanajyhu Hu3 (ca MOHABIHAHEM aKO UMA BUIIECTPYKHX) HA3UBAMO
HU3 cuniyiapHux opojesa oneparopa T' u o3Ha4uBaMo ux ca s, (T'). Hdakie

sn(T) = An(|T1)-

Kana uckopuctumo paseoj (14) 3a |T'| 1 momuOXUMO ¢ 1ieBa ca V' Hamazumo
T=VI|T|= V(Z A (|T])pn ® @n) = ZSn(T)V‘Pn @ Pn.

Kaxo je V m3omerpuja Ha Im 7', u kaxo ¢, € Im T, T0 cy BekTOpH ¥, = V (0, OPTOHOPMHPAHH, U BaXKH T3B.
LImuinos pa3eoj:

(15) T = Z $n(T)n @ Pn, omHocHo Tz = Z $n(T) (@, on) Un.

Huje temxo unety na je s1(T) = A\ (|T|) = M (T*T)Y? = ||T*T||*/? = ||T|, jep je A1 najseha
corcTBeHa BpeHocT. Mehytum, n HykieapHa u Xwidepr-llImuroBa HOpMa ce MOTY M3pa3UTH IPEKO CHUH-
rynapuux 6pojesa. Haume, kaxo je |T| = 3 s,¢; @ @;, nako manasumo na je tr(|T|?) = 327 s2(T).
Otyna je
1/2

—+oo —+oo
1T =Y s ITl2= D sn
n=1 n=1

IIpumegba: Tlocnenme HaBOAM Ha OMHCao aa ce aeduuury npoctopu Sy, 3a 1l < pkao &, = {T €

BH) | |Tl, = (tr(\T|p))1/p < +o0}. Hapasho, Moryhe je ¥ TO yYHHUTH ¥ Taja he BaKHUTH pe3yarar
&, =6, meje1/p+1/q =1, uusomopdusam ce noHoBo octeapyje penarujom (12).
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JIOKAJTHO KOHBEKCHE TOIIOJIOTUJE HA B(H)

5.22. ,,Crabammne® Tomosnoruje. Ilopen cranmapaue, yuugopune iwoiionoiuje na B(H) koja npomc-
THYE U3 OMepaTtopcke HopMe, Ha ckymy B(H ) cBUX orpaHHdYeHuX oreparopa Ha XunbepToBoM mpoctopy H
MOXEMO JIe(HHUCATH jOII PA3IMYUTUX JIOKAITHO KOHBEKCHHUX TOTIOJIOTH]a.

Jaka wwoilonoiuja je HajMama TONOJIOTH]ja 32 KOjy cy cBa npecinukaBawa B(H) 3 T +— Tx € H,x € H
HerpeknaHa. OHA ce MOXKe 3aJaTH U CUCTEMOM 0a3HUX OKOJIMHA HYJIE:

Bay, e ={T € B(H) |Vj, [[Tz;|| <e},  x;€ Hye>0.

3anpaso ckynosu {A € B(H) | ||Az|| < €}, x € H, e > 0 cy cy00a3He OKONUHE HyJIe, a 6a3He Cy BHXOBH
npeceny. Jloxynie ona Tpeba CBAKo x; Ja HMa CBOjE €, alli C¢ MOXCE Y3€TH HajMame Ofl TUX € ;-0Ba, a Ja
ce He HapyIIe akcrnoMme 6ase 3a Tononorujy. OBaj aprymenT Hehemo iasbe MoHaBIbATH.

EKBHBaJICHTHO, jaKa TOMOJIOTHOja CE 3a7[aje CHCTEMOM ITOJIyHOPMH

pe(T) = ||Tl|,  xeH.

Craba woiionoiuja je HajMara TOMONOTHjA Y K0joj cy cBa mpecnukaBawa B(H) > T — (Tx,y),
x,y € H nenpexugna. OHa ce MOXe 3a/1aTH U CUCTEMOM Oa3HHX OKOJIMHA HYJIE:

Brl,»---,fbn-,ylﬁ-nyynﬁ = {T € B(H) |V]7 | <ij?yj> | < 5}7 Zj, Y5 € H,e>0

UJIM CUCTEMOM IIOJYHOPMU
Pay(T) = [{Tz,y)|.

Onepanyje cabrpama 1 MHOXKEHha CKaJIapOM, HENPEKHU/IHE CY Y OZIHOCY Ha CBE TPH HaBEJICHE TOIIOJIOTH]E,
IITO C€ jeHOCTAaBHO IPOBEPABA.

Onepanuja MHOKEEA OTiepaTopa HENPEKUAHA je Y YHU(POPMHO] U jaKoj TOMONOTHjH. 32 YHU(OPMHY TO
e w3 || Ax By — AB|| < || Ax||Bx — BI| + [|4x — Al 1Bl = ||l - 0+ 0 - [[B]| = 0. 3a jaxy 10
ciemu u3 banax-IllTajuxaycose Teopeme, jep u3 Ayz — Ax 3a cBako x € H, cnenu na je bamunuja || A, ||
orpaxndeHa, ma je | |[AxByx — ABz|| < ||Aa||||Baz — Bz|| + ||Ax(BX) — A(Bx)||. Mehyrum ona Huje
HempeKu/Ha y cnaboj Toronoruju. Ha mpumep, 3a HI30Be

Anz = (z,e,) e, B,x = {(z,e) en,

IJIe je e, HEKH OPTOHOPMHPaH cucreM, umamo A,,, B, — 0 cnabo, 1ok je A, B,x = (x,¢e) e - 0.

UuBonyunja A — A* je HempekugHa y yHHGOPMHO] U Yy ¢1a00j TOMOJOTHjH, Y YHH(MOPMHO] jep je
T*|| = T[], a y c1a60j, jop je pay(T*) = [{T*2,9) | = | {2, Ty) | = py.o(T). Mehymum, musoryunia
HUje HENPeKUIHa y jakoj Tomonoruju. Hawmme, 3a Beh momeHyte Huzose A, u B, Baxu A, — 0, jako
B, = A}, -+ 0, jaxo.

Tocnenme je pasior Ja yBeAeMO jOII je[HYy TOIOJOTH]Y, jauy O jake y Kojoj he u MHBOIyIMja OUTH
HETPeKH/IHA.

Jaka-* toiionoluja je HajMarmba TOMOJIOTHja 3a KOjy Cy CBa npeciukaBamba A — Az, A — A*x Henpe-
kupHa. OHa ce MOXKe 3aJJaTH M CUCTEMOM 0a3HHMX OKOJIMHA HyJIe

Bay,.wne ={A € B(H) | V], [[Azj]], ||[A"2)]| < e}, ;€ H,e>0
WM CHCTEMOM ITOJTyHOPMH
pe(T) = ITll,  po(T) = [|T"x]].
Y omHOCY Ha jaKy-* TOIIOJIOTH]Y, U MHBOIYIIHMja je HETIpeKUIHA. Y CTBapH, TO je HajMama TOIOJIOTHja
KOja CaJlp>KH jaKy, M y OHOCY Ha KOjy j€ MHBOIYIIMja HENPEeKHUIHA.

5.23. VYarpa,caabamne® Tonosoruje. IIpeqmerak ,,ynrpa‘y HaCJIOBLEHUM TOIIOJIOTHjaMa He OTHOCH
ce Ha mpuzeB ciaba, jaka utn, Beh Ha Tomonoruja. CBaka of ,,ynTpa‘ TOIMOJOTHja HEIITO je jada Of CBOje
onrosapajyhe He-ynTpa TOmoJIoTHje.

Vaiipajaxa wiotionoiuja je Tomonoryja 3aaara CUICTEMOM 0a3HUX OKOJIMHA HYJIe

Buyyoniee ={T € BUH) | Y [Tl <}, @€ H Yl < 00,e >0
J J
WJIN CHCTEMOM TOJyHOPMHA

Porpenione(T) = D ITxglP Y llgl? < 4oc.
i

J
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Vnrpajaka TOIOJIOTH]ja j€ jada Of jake jep ce y 0a3HMM OKOJIMHama Hyle y3uMa HpeOpojuBO MHOTO
BEKTOpa, a Y jakoj koHauHO MHoro. CBaka jaka 6a3Ha OKOJIMHA HyJIE je YjeIHO U yaTpajaka, oupajyhn z, = 0
3ak > n.

Vamipacnaba wiotionoiuja je TOMoIOTHja 3a1aTa CUCTEMOM Oa3HHMX OKOJIMHA HYJIE

{TeBH)| Y |(Tzjy)l<eh,  wjys€ Hoy [l ) [yl < +oo,e > 0.
J J J
WJIM CUCTEMOM IIOJYHOPMHU

Parresmseeiregore (T) = D[ Tagoys) |, D Mgl Y [yl < +oe.
J J J

VYrrpaciaba Tononoryja je jaga ox ciabe jep ce y 6a3HHM OKOJIMHAMa HyJe y3uMa MpeOpojHBO MHOTO
BEKTOpa, a y c1aboj koHauHo MHoro. CBaka ciraba 0a3zHa OKOJIMHA HYJIE je YjenHo H yaTpaciabda, oupajyhu
=y, =032k >n.

Hutn y ynrpajakoj TOIosI0THju HHBOJIYIMja HUje HEMPEKHUIHA, OTY/a YBOIMMO jOIII jeIHY.

Vawipajaxa-* wiotionoiuja je... xm, Hehemo Basbia oret nmoHarsbaTy. UnTanam HeKa caM 3aKkJbydd IITa
je To.

CBHX 1IeCT HOBOYBEJCHHX TOIIOJIOTHja TI0 AS(QUHUIIN]H 3aBHCE Ol aMOWjEeHTaIHOT IpocTopa u (bapem
3a cajia) He MOoTy ce Ae(MHUCcATH Ha MPOou3BoJbHOj C*-anreOpu

5.24. CraB [0 MoHOTOHO] orpaHu4enoj mpe:xu]. Heka je T,,, & € A Heka MOHOTOHA U OTpaHUYCHA
Mpexa camoajyHroBanux oreparopa y B(H ). Taga ta Mpexa jako KoHBeprupa ka nekom I' € B(H).

Joxka3. [la ce moaceTuMo, CKyIl HHJEKca je MapuujaaHo ypeheH CKyI Tako a CBaKH H-eTOB JBOWIAHH
(TMMe M cBakM KOHauyaH) MOJCKYI MMa ropme orpaHudeme. Mrexa T, je pactyha ako u3 a < [ cieau
T, < Tg, a onagajyha ako moj uctum ycnosuma Baxu 1, > Tjg. Mpeska je orpaHuyeHa ako mocroje [V,
M € B(H) rakBo naje N < T, < M 3acBe o € A.

Ilpumegba: Pa3zmarpame Mpeka yMecTo HH30Ba 00aBe3HO je kaja OapaTamMo ca HEMEeTpH3aOWIHUM
TOTIONIOTHjaMa, jep ce KO/ TaKBUX TOMOJIOTHja TI0JMOBH Kao IITO Cy 3aTBOPEHOCT, KOMITAKTHOCT T, HE J1ajy
OIIICTau HU30BH Al CE J1ajy OMUCATH MpekaMma.

Heka je nama mpexa pacryha. ®ukcupamo x € H u mocMarpaMo Mpexy peaiHux opojesa (T,x, x).
Oma je pactyha u orpanndena omo3ro 6pojem (Mx, x), ma je mpema Tome KoHBepreHTHa. O3Ha4UMO EbEH
mmmec ca Q(x) 1 IPUMETHMO J1a je TO Takolje U CyIpeMyM HCTE MPEKe.

Ha ocuoBy nonapusanmonor unenrurera (T,x,y) = Zi:o i* (To(x +i*y), z + i*y) onna 3a cee
x,y € B(H) nocroju u mumec limye 4 (Ty,x, y) 1 jenHax je Zi:o i*Q(x +i*y). BunnHeapHOCT MOCTEImHEr
u3pasa CJIeIH jep Ce jeAHAKOCTH 4YyBajy IPelacKoM Ha uMec, ra nakie nmocroju I € B(H) ca cBojcTBOM
Q(z) = (Tz,z) 3acBe v € H, onHOCHO

Lim (Tox,y) = (Tz,y),

3acBe z,y € H. To 3naun na mpexa T, caabo koHBeprupa ka 1.

IMTokaxxuMo caja u Ja je KOHBepreHiyja jaka. Vssenihemo jenHy penaTuBHO jeHOCTaBHY HEjeIHAKOCT.
Hexa je S mpou3sBosban mo3uTHBaH oreparop. M3pas (S, y) je moiyckaaapHu Opou3BOI, na Baxu Koru
[IIBapiioBa HEjeHAKOCT, a U3 He U3BOAUMO

[ (Sz,y) [* < (Sz,2) (Sy,y) < [IS]| llyll* (Sz, ).
Crasspajyhu rope y = Sz Hana3sumo

1Szl < [[S][|Sx|[* (Sz,2),  ommocwo [|Sz|[* <[|S]|(Sz, )

Kana mocneamy HejeqHakoCT mpuMeHuMo Ha omeparope 1 — T, > 0 Buammo ga u3 ciiabe (y 0OBOM
Clly4ajy, He ¥ YBEK) CJe/Iyje jaka KOHBEPIeHIIH]a. O

3amanu

1. Hekaje A* = A € B(H). Jlokasaru na je ker A™ = ker A 3a cBaku npupozan 6poj n. IIpumepom
mokasati jia ce Mosxe goroguti Im A"t G Im A™.
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2. Heka je L?(D) npocTop kBaaparHo uHTerpadwinux pynkuuja na D = {z € C | |z| < 1} y onnocy
na mepy (1/7)dxdy. Jlokasatu na cy dynxuuje 2%, k > 0 oproronanse y ToM npoctopy. Hopmuparu
nx. Jloka3aTu 1a mpocTop pas3arer THM (QyHKIHjaMa CauibaBajy UCKIby4IrnBo aHanmuTHake gyHkmmje. (To je
beprmanoB npoctop.) Jloka3aTu 1a IpojeKTop Ha Taj HOTIIPOCTOP MOXKeE Jla Ce U3pa3n Kao

— [ 100202 dan
D

3. a) lokazaru na je KomujeB uHTErpaiHu oneparop, aT ca

(K 2772/ (—zdgd

OrpaHHdeH omneparop Ha beprmanoBoM mpoctopy.

Axoje S : L?(D) — L*(D) marca (Sf)(z) = 2 f(z), nokasaru na je oneparop K S — SK panra jenan,
te ga je tr(KS — SK) # 0.

4. a) Hexa je Ha ckyny H ®q14 H 1ato npecinkaBame || - ||max ca

HaHmax: mf Z‘)‘ B

IIpH YeMy ce MHGUMyM y3UMa 1O CBHM IIPEACTABBbAbUMA ¢ = »  \;&; @ y; TAC CY T, Y; JeAMHHYHH
BekTopH. Jlokasath 1a je || - ||max jeaHa HopMa Ha H ®414 H xao 1 1a je ||z ® yl|lmax = [|2|||¥]];

0) Hexa je || - || 6uno xoja Hopma Ha H ®q;4 H 3a kojy Baxd ||z @ y|| = ||z||||y||. Hoxasaru xa je
lla|] < |lal|max 32 cBe @ € H ®qq H;

B)Hekaje @ : H®qgH — Ko(H)usomopdusam (Ko (H) ckyn oneparopa KoHa4HOT paHra). Jlokasatu
najellallmax = ||®(a)||1. (Tako je HykieapHa HOpMa HajBeha Mey ,,lI0%kKeJbHIM  HOpMaMa Ha OIlepaTopiMa
KOHAYHOT paHra.)

r) [Toky1ajTe na OTKpHjeTe 1ITa je HajMama ,,[10XKeJbHa  HopMa.

5 HeKa je H = LQ(X w). Joxaszaru na je T XwuGepr-llIMuroB ako u camo ako je oONMKa

= [\ K ) y)du(y), 3a neko K € L?(X x X,u ® p). Jokaszatu ga je tana ||T||3
fX fX |K (v y)|du( ) p(y). (Tako mmamo mHu3 msomopdmsama L*(X) ® L3(Y) = L3(X x Y)
G:(L?(X)).

6. Hexa je T € B(L*(0,1)) unterpanuu oneparop obmuka (T'f)(z) = fol K(z,y)f(y) dy, e je K
HenpekuaHa GpyHkumja Ha [0, 1] x [0, 1].

a) Jlokasaru n1a je 7' MO3MTHBAH ako U camo ako je marpuia [K (t;,t;)]7;_, nmosutnsHo nednHuTHA 32
CBaKu M300p Tayaka t1, . .., t, u3 [0, 1] (0Baj yciuoB 30BeMo mo3uTHBHA JedHHATHOCT jesrpa K);

6) Heka T uma mosutuBHO neduuutHO jesrpo. Jlokaszaru pa je T uykieapan u na je ||T||1 =

1

fol K(t,t)d¢t. (YmyTcTBO: MOKa3aTH 1a Cy CONCTBEHH BeKTOpu omeparopa 1 HenpekuaHe QyHKIHje, a
3aTUM HMCKOPHUCTUTHU CIIEKTPAJHO pa3liarambe, a M PacIUTaTU ce IO JUTepaTypd o MepcepoBoj TeopeMu
(Mercer))

7. OZ[pe,Z[I/ITI/I KojeM ox npocropa &, (p = 1,2) npunaga Bonrepun oneparop V : L2(0,1) — L%(0,1)
narca (V f)(z fo t)dt. Ozxpe/:mm onrosapajyhy Hopmy.

8. a) HeKa jeT HOSI/ITI/IBaH ¥ KOMITaKTaM U \,, HU3 IETOBHUX COTICTBEHHUX BPEAHOCTH. JoKa3aru 1a je

Ap = inf  max M,
LeH, zeL\{0} (x,x)

rae je H,, 03HaKa 3a CKyl CBUX N-ITUMEH3HOHAJIHUX TTOTIIPOCTOPA;

0) Heka je T komnakran. [{okasary 1aje s,41(T) = d(T,K,,) = infxex, ||T — K|, rae je KC,, 03naka
3a CKYII CBHX OTIEPATOpPA PAHTA 1 WJIU MAbE;

B) JIOKa3aTu HEjeAHAKOCT Sy yn—1(A + B) < s, (A) + s,(B).

9. Heka je T' koMITaKkTaH O1epaTop.

a) Jlokazaru HejeTHAKOCT

det [(Azj, Azy)]} ) < s1(A)?s2(A)?. .. s, (A)? det [(x;, )] pet s

T7ie je =; OO0 KOju CHCTeM BEKTOpa. [YIyTCTBO: MpPETPakUTH 10 TUTepaTypu yommTema bune-Kommjese
Teopeme. |
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6) Jlokazaru XOpHOBY HEjeJHAKOCT

k k
[Is:(4B) < [T 5i(A)s(B).

10. /loxazaTu /1a jeé MHOXEHE HEOIPEKINHO Y jaKOj U jaKOj-* Ha OPAHUYCHNUM CKYIIOBUMA.

11. Heka je E C B(H) orpaHuueH ckyil. J[okasaTu ia ce peCTpHKIHja ciabe U yirpaciabe Tomoaormje
nokianajy Ha F. Jlokasatu u 1a ce OKJIanajy pecTpUKIIFja jake U yITpajake, OJHOCHO jaKe-* U yATpajaKe-*.

12. Tloxasartu nia ce cBe ,,ciabairHe™ U cBe ynTpa ,,ciabamrtHe’ TOnoJoruje MoKalnajy Ha CKyIy yHH-
TapHux oneparopay B(H).



6. W*-AJI'EBPE (npBu 1e0)

OCHOBHHA TIOJMOBH

6.1. Komyrant. Hexa je B(H) arebpa cBUX orpaHHYeHHX oreparopa Ha XuinbepToBoM mpocropy H
u Heka je M C B(H ) Heku Helpa3aH CKYIL.
Hebunuiemo komyianit ckyna M ca

M’ = {T € B(H)|¥S € M,ST =TS},

JIaKJIe Ka0 CKYII OHHX OIepaTopa KOju KOMyTHPajy ca CBUM oreparopuma u3 M. Bukomyitianii ckyma M,y
o3Haim M je KOMyTaHT BEeroBor KOMyTaHTa. EBO HEKHUX jeIHOCTABHUX OCOOMHA OBHX I10jMOBA:

o M C M" - HemocpenHo cienu u3 neGUuHUImje.

e M’ je yBek anrebpa. 3auncra, ako 11, T € M’, onna 3a cee S € M Hanasumo

()\1T1 + )\QTQ)S = MT1S + AoT55 = M STy + Ao STy = S()\lTl + )\QTQ),
TW15S =T8T, = ST Ts.

e Auire6pa M’ He Mmopa GuTH camoajyHroBana. Melytim, ako je ckyrt M 3aTBOPEH 3a HHBOIIYLIU]Y, OHJIa
je TakaB u M'. Haume, ako T € M'u S € Mounau S* € M, maje T*S = (S*T)* = (T'S*)* = ST*,
nauT € M.

e Anrebpa M’ je yBek cnabo 3arBopena. 3aucra, ako M’ 3 T, — T, cnabou S € M, onga 3a ce
x,y € H umamo (T, Sz, y) = (Tox,S*y), wro nocie ysumama aumeca nocraje (I'Sz,y) = (Tx, S*y)
omakie je 'S = ST.

Haxie, ako je M = M" ouna je M cnabo 3arBopena anre6pa. Heke I0BOJbHE yCIIOBE IO KOjUMa
Ba)kd o0pat naje cieneha Teopema.

6.2. Teopema [HojmanoBa o 6uxkomyranty]. Heka je B(H) anreOpa cBEX OrpaHHYCHHX OIepaTopa
Ha HekoM XuiiGeproBom npocropy H, u Heka je M C B(H) Heka meHa *-mojaire0pa, LITO 3HAYM JIa
je 3aTBOpeHa y OIHOCY Ha JHHeapHe KOMOWHalWje, MHOXemhe 1 uHBonyuujy 7' — 1%, u na cagpxu I -
JENUHUYIHU OTIEePaTop.

Crnenehn ycnoBu cy Mel)ycoOHO eKBUBAJICHTHH:

a) M =M";

0) M je 3aTBOpEeHa y OHOCY Ha CJ1ady TOIMOJIOTH]Y;

B) M je 3aTBOpeHa y OJJHOCY Ha jaKy TOIOJIOTH]Y.

Joxka3. Nmmmkanuja 6) moBnayn B) je TpuBHjanHa. Mmmukaruja a) mosmayn 0) je jenHocTaBHA U Beh
CMO j€ U3BEITH.

JenuHa HeTpHUBHjaIHA HILIHKAIK]a je B) moBIayH a). Jloka3alieMo HE3HATHO U3MEHEHO TBPhEE: aKo je
Ty € M” u B npoussosbHa jaka 6a3Ha okonuHa, ouja ckyn Ty + B canpxu 6ap jenan enement uz M. To
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je noBoJBHO, jep mokasyje aa je M’ moackyn jakor 3atBopema anredpe M. Axo je M, Beh jako 3aTBOpeHa,
onma je M” C M. O6parHa HHKITy3Hja je TPUBHjATHA.

Hexa je, 3anouerak B, . = {T' € B(H)|||Tx|| < €}. 3aTakso z, younmo ckyn Mz = {Tz|T € M},
U HEroBo 3atopeme Mz (y HopMmu Xunbeprosor npoctopa H). Jlako ce Bumu 1a je Max Xunbepros
noTnpocTop oA H, Kao u Ja je uHBapujaHTaH 3a anrebpy M. 3aucra, akoy € Maxu S € M,ouma T,x — y
3a neku nu3 T, € M. Mehyrum, tana je u ST,, € M, na ST,,x — Sy € Mx. To 3Hauu ja OPTOrOHATHU
npojektop P Ha nornpocrop Mz komyTupa ca anrebpom M, 1j. P € M’. (Ha 0BOM MecCTy je IpecyaHo To
urTo je M 3atBopeHa 3a MHBOIYLHjY, jep u3 S(Mx) C Mz cnenu camo PSP = SP. Anu kako u S* € M
To Baku u PS* P = S* P, onnocuo nocne agjyarosama PSP = PS.) Oryga PTy = Ty P, jep Ty € M".

C npyre ctpane x € Mz, jep I € M, naopame Tox = Ty Pr = PTyx € Muz. Jlakne, 32 IpOU3BOJEHO
¢ > 0 nocroju T' € M, takso zaje ||Toz — Tz|| < ¢, ogaocuo T’ € Ty + B, ..

OBo HapaBHO HU]j€ I0BOJBHO, jeP Cy CKYNOBH 00NHKa B, . caMo npeabazHe OKOMHE HyJe, a He U OasHe.
MelyTum, npenasak ca jeaHOT BEKTOpa &, Ha n-TOPKY MOxKeMo u3BpiuuTH nomohy cienehe nocerke. Hanwme,
nocmarpajmo Xunbepros npoctop K = H @ - -+ @ H (n-xommja), un yraname M — B(K), naro ca

T 0 ... 0
o 7T ... 0

T— . . | =TI,
0 0 ... T

Cimky anre6pe M npu 0BoM mpeciukaBamy o3Haunmo ca M (™). Huje temko Buetn na ce (M ™) cactoju
O]l OHHX 72 X 1 MATPHI[A YHjH 4IaHOBH mpumnanajy M, Te ma je (M (™))" ckyn cBEX MaTpHua Koje Ha [NIABHOj
JIMjaroHany uMajy jenad Te UCTu ereMenT u3 M| a BaH mwe Hyse, 1o ject ckyn {7 ® I, | T € M"}.

3a mare z1,...,x, € H nmocmarpajmo x = (x1,...,%,) € K 1 IPIMEHHMO NIPETXOTHO pacyjuBame
Ha BEKTOp Z, u omeparop Ty & I,,. 3akipydyjemo jaa nocroju enement 7' € M rakas na je ||(To ® I,)x —
(T ® I,)z|| < &, omocno 3-7_, || Tox; — Tj||* < €%, onakue je 3a caxo j, |[Toz; — T < e.

Jlokas je 3aBpIueH. O

Ipumegba. Tlocmarpajyhu nupekran 30up H & --- @ H & ... mpeOpojuBo MHOTO KOIHja IpOCTOpa
H, MOXeMO 3aK/bYUHTH | JIa CE y CBAKO] YATPAjakoj OKoaMHHM oreparopa Ty € M’ Hana3u Heku oneparop
T € M. A xaxo je ynrpaciaba Toruiordja ciabuja o yiTpa jake, a jada of ciabe, To 3aK/bydyjeMo a Cy
TpUMa YCIOBHMA U3 UCKa3a TEOPEME CKBUBAJICHTHHU H:

r) M je 3aTBOpeHa y ynTpaciaboj TOIoJI0THjH;

1) M je 3aTBOpeHa y yNTpajakoj TOIOJIOTHjH.

Hpyia ipumegba. TIpeTxoqHu 10Ka3 ,,paJu‘ U Kajia MpeTnocTaBky I € M 3aMeHHMO HEITo ciabujoM
naje M(H)={Sz|S € M,z € H} rycroy H. Tana kaxemo 1a M nejctByje negeienepucano Ha H.

6.3. depunnumja. Ionanredpy A anredpe B(H) nasuamo pon Hojmanosa ako UCIymaBa HEKH OJf
yCJIOBa M3 MIPETXOJHE TEOPEME.

Craka ¢on HojamanoBa anre6pa je yjenHo u C*-anredpa. O6parHO He Mopa OutH TauHo. Ha mpumep,
nocmarpajmo anrebpy A mobujeHy Kao CKynl CBHX oneparopa MHOXema M, HempeKHAHOM (yHKIMjoM
¢ € C[0,1], na XunGeprosom npocropy H = L?(0,1) sagarux kao M, (f) = ¢f. Huje Tewxo Bugetn na
je [IMy || By = ll¢llcro,1), ma je A jenna C*-anre6pa. MehyTnm, ona HHje 3aTBOpeHa y OAHOCY Ha criaby
Tonosorujy. theHo 3arBoperbe canpiku, 6apeM CKyI CBUX MHOXema PpyHkuujama u3 L>°(0, 1). 3aucra, Heka
je ¢ € L*. Tana nocToju HU3 ,, HEIPEKUAHUX (YHKIHja KOJU TEXKH Ka ¢ Tadka 110 TauyKa, U IPH TOME Cy
uM HopMe orpanudene. Tana je 3a cse f,g € L%(0, 1),

1 1
(M, f.g) = /O onf— /0 ofg = (Mof,g).

npemMa TEOPEMH O JOMMHAHTHO] KoHeBepreHuuju. Tako M, — M, y c1aboj TONIOIOTHjH.

JHoxazahemo na je anre6pa M cBux MHOKewa M, dynkimjama ¢ € L°°(0,1) xomyrarBra don Ho-
jManoBa anre6pa. OunrienHo je ped o *-nopanredpu anredpe B(L?(0,1)). YMecTo ja nokasyjeMo na je
M = M" nokasahiemo ma je M = M’. Kaxko je M xomyrarusna, uakiysuja M C M’ je Tpusujanna.
IMokaxxumo obparny. Heka je T € M’. OzHauupiuu ca 1 QyHKIU]Y HISHTHYKY jeaHAaKy 1, IMaMo 3a CBe
felL>cClL?

(M T(f) =TM;(1) = MyT(1) = fT(1).
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Osnaunmo g = T(1), U HOKAKKUMO Jia je g €CEHIHMjaHO OrpaHuyeHa, jep he Taja joka3 OUTH TOTOB.
Hexa je F,, = {t € [0,1] | [¢(¢)| > n}, u f = xF, xapakTepucTuyna dyHkimja nator ckyna. Fmamo
A1l = m(Fy)/2, nox je || fgll > nm(Fy)"/?. Tana s6or (1) manasumo nm(F,)'/* < ||fT(1)|| =
TN < T < (ITlim(F,)Y2, mmo je nemoryhe axo je > ||T]| 1 m(F,) # 0. Taxo je
9|l < ||T||,uT(f) = fg3acse f € L>°,aTume n3acse f € L? jep je T orpanmuen, a L> rycry L%

IIpumegba: VicTu n0Ka3 MOKe IMOCIYXKHUTU Ja ce JOoKaxe Ja je komyTtant ckyma {M, | ¢ € C[0,1]}
jemnak {M, | ¢ € L>°(0,1)}. Taxobe, Jleberoa Mepa ce MOXe 3aMEHHTH Ma KOjOM KOHA4HOM MEPOM.
Pesynrar ce Moxe joI YOIIITaBaTH Ha CIy4yaj o-KOHAYHUX Mepa WX JlaJbe Ha CTPOro JIOKAIU30BaHE Mepe,
Y3 HEIUTO MaKJbUBUjU padyH jep Tana 1 ¢ L2

Lenitiap hon Hojmanose anrebpe M je Z(M) = M N M’, nakre ckyn cBux oneparopa u3z M xoju
KOMYTHPajy ca CBUM ApyruM u3 M. LleHTap yBek caapikKu cKajJapHe yMHOIIKe jeAMHUYHOT oneparopa, Cl.
AXo JIpyrux HeMa OHJIa KaKeMO JIa je LIeHTap TpUBHjaJiaH.

®on HojmanoBa anrebpa ce HasuBa ¢pakiliop, ako joj je IMeHTap TpuBHjasaH. DaKTOpPH YWHE jeIHY
KpajHocT. JIpyry KpajHOCT urHe KomyTaruBHe (poH HojmaHoBe anreGpe, 3a koje je Z (M) = M.

Ipumep komyrarusue Gpon Hojmanose anrebpe je L (X, 1) 3a Heku MepsbuB pocTop X ca KOHAYHOM
MEpPOM /i, TTOCMATpaH Kao CKyII ollepatopa MHoera Ha npoctopy L2 (X ). Buaehemo j1a ce octanu npumepu
komyTaruBHEX GoH HojMaHOBHUX anreOpu He pa3iuKyjy CyWITHHCKE o1 oBor. IIpumep daxropa je B(H ), jep
jenosHaro naje B(H)' = CI. Wma u npyrux akropa, ajiu TakBe IPUMepe HHje TAKO IPOCTO KOHCTPYHCATH,
mTo heMo BUIETH KacHH]E.

[IpBa pasnuka Kojy youaBamo usmely komyraruBaux C™*-anredopu u pon HojMaHOBHX je mITO pBe HE
MOpajy UMaTi HETPUBHjJIAHUX HpojekTopa - Haume, C*-aner6pa C'(K) uma camo TpuBHjaiHe mpojexrope 1
u 0, kan rox je K mosesan. C mpyre crpane ¢pon Hojmanosa anredpa L°°(X) uma o0ube HETPUBHjATHUX
IPOjEeKTOPA - TO Cy CBE KapaKTePUCTHYHE (QYHKIHje MEPJBUBHX CKYNOBA. Y HapeIHOM CTaBy BuieheMmo na
cBaka (1 HekoMmyTaTtuBHa) ¢poH HojmaHoBa anredpa mMa MHOTO TIPOjeKTOpa.

(TlomceTHMO ce /1a je IPOjeKTop, Takas eaeMeHT p C*-anredpe A 3a Koju Baxku p = p* = p?.)

6.4. Cras. Hexka je M C B(H) ¢oun Hojmanosa anre6pa. Tama

a) M ce mokyana ca JIMHEapHAM OMOTaueM CBHX CBOjUX CaMOaJljyHTOBAHHX CJICMCHATA;
6) M ce nmokiana ca JHHEapHUM OMOTa4eM CBHX CBOjHX YHHTapHUX eJIeMeHaTa;

B) Oneparop T' € M axo u camo ako je U*TU = T 3a ceaku yuutapan U € M’;

r) JIuneapHu oMOTa4 CBUX MpojekTopa u3 M je rycT y A y HOpMH.

Jlokas. a) Kako je M 3arBopeHa 3a mHBOMyuHjy, 10 ako ' € M, ouma u T3 = (T + T%)/2 n
Ty = (T —T*)/2i € M, aro cy camoanjyHrosanu eiemenTu taksu na je T = Ty + iTo;

6) JloBOJBHO je JI0Ka3aTh Ja Ce CBAKHM CaMOaJ|jyHTOBaH eJeMeHT 1 Mo)Ke NpUKa3aTH Kao (KOHayHa)
JrHeapHa KOMOMHANH]ja yHUTapHUX. Moskemo 4ak y3eru v 1aje || 1| < 1 (jep ra mocie MoxKeMO HOMHOKHTH
opojem ||T|]). Mehytum, tana je oneparop U = T + iv/I — T? yuurapan, jepje U* =T —iv/I —T?, u
UU*=U*U =LujomjeT = (U+U*)/2;

[pumetnmo 1a a) u 6) Baxke U 3a cBaky C*-anreopy A.

B) "camo ako" je TpuBHjanan cmep; Axo je U*TU = T 3a cBaku yaurapan U € M’ onpaje TU = UT
3a cBaku ynurapad U € M’, a kako oHu pasanuwy M’, ouna je TS = ST u3acse S € M’, na
TeM' =M,

r) /IoBOJbHO je J0Ka3aTH Jia ce CBaKM CaMOaJjyHroBaH oreparop 1 Mo)ke MpEeICTaBUTH Kao JIMMEC
KOHaYHMX JIMHEApHUX KOMOWHamuja mpojextopa mu3 anredbpe M. OBo, MehyTuMm cienu u3 creKTpalHe
teopeme. Hamme, kako je ckym mpoctux ¢yHKuuja cByna ryct y npocropy L™ (o (7)), o je T' (paBHOMEpHH,
Tj. Y HOPMH) JIUMEC KOHAYHHX JIMHEApHUX KOMOWHAIIMja CBOjUX CHEKTPAIHUX Mpojekropa. Tpeba jomr
[PUMETHTH Jia CIICKTPAIHU TIPOjeKTOPH MPHIIaajy jakoM 3arBopery anreope C*(T'). Hanme, axo je A C
o(T) Bopenos, Taja MOCTOjU HU3 HEMPEKUIHUX GYHKIUja f, KOJU TEKH Ka X 4 TayKa [0 Tauka, W Taja
fn(T) = xa(T) = E(A) cnabo. O

6.5. Cras [ByJsioBa aiareopa npojekropal. a) Heka cy P u () npojeKTopu Ha HEKOM XUIOepTOBOM
npocropy H, unekacy K = PH, L = (QH wunxosu fnonasau npocropr. Taga uus (PQ)™ jako KOHBEprupa
Ka npojexkropy Ha K N L;

6) Cxyn P (M) cBux mpojekropa y M je Bynosa anre6pa y oHOCY Ha oneparuje

P AQ =inf{P,Q}, Pv Q@ =sup{P,Q}.
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B) Heka je M dou Hojmanosa anre6pa. bynosa anre6pa (M) je KoMIuieTHa, OJHOCHO CBAKU OIPaHU-
YeH CKYII Ma CYIpPeMyM;

Ilpumegba. Axo je P npojexrop Ha notrpoctop K, a () Ha L onzaje PAQ nupojekropua KNL,a PV (Q
Ha K + L. Otyna ce ymecto ckyra npojekropa P (M) Moske mocMaTpary i CKyII oarosapajyhux mormpocropa
Gr(M) - T'pacmanujan anre6pe M, ca qenMMUIHAM NOPETKOM "GUTH roTmpocTop”, U oneparujama N u +.

Ioka3. a) Pasmorpumo mpso lim(PQP)". Oneparop PQP je no3utusad u HopMe Marbe o 1, cien-
cteeHo tome o (PQP) C [0, 1]. Huz ¢pynkumja f,, (\) = A" xoHBeprupa (Ha cermenry [0, 1]) Tauka mo tauka
KapakTepUCTUYHO] GyHKuujU jequowranor ckyma {1}. Oryma (PQP)™ cnabo KoHBeprupa CIEKTPaIHOM
upojexropy Epgp({1}). Amnxaxo f,, onazga, KOHBepreHiuja je u jaka. Kako je cimKa CIeKTPaIHOT IPOjeK-
TOpa Ha jeHOYWIAHH CKYII 3a[lPaBO COIICTBEHH MOTIIPOCTOP, TO aKo (3a Jaro x) o3HauuMmo y = lim(PQP)"z,
umamo PQPy = y. Opawmie onmax m3nasu y € PH = K. Axoy ¢ QH = L, ouma u3 ||y||? =
1QuI1? + [1(Z — Q)ylI? saxsmyayjemo [|Qyl| < [lyll, na |lyl| = [|PQPyll = [[PQyll < IIPIl 1Qyl] < Iyl
JoBonu 1o KoHTpagukmje. Takoy € K N L.

JHoxkazahemo cama na je ¢ — y_Ly. Mmamo

(z —y,y) = (x —y, PQPy) = (PQP(z — y),y) = (PQPx — y,y)
u fasbe HHIyKaujoM (@ — v, y) = ((PQP)"z — y, y), WTO Mocie y3uMarma JuMeca IocTaje

(z —y,y) =lm ((PQP)"z —y,y) = {y —y,y) = 0.
Tako je y = P, jep TeopeMa 0 OPTOINpPOjeKIUjH rapaHTyje jeJUHCTBEHOCT OPTOrOHANIHE MTPOjeKIHje U
OPTOTOHAJIHE JIOITYHE.

Canaje lim(PQ)"r = lim(PQP)" 'Qz = PxnrQr = Pxnr;

6) Henmocpenna mposepa,

B) 3aucra, meljy mpojekropumMa ce Moxe yBecTH nopenak P < () ako u camo ako je PQ = QP = P,
OJIHOCHO, ako je P H nornpocrop on Q@ H. Csaku neounanu ckyi { P, Q} npojekropa uma uabumym y B(H)
TO je mpojexrop Ha PH N QH, a npema tauku a), ako P, Q) € M, ouna u inf{P, Q} € M. Illto ce Tuue
cynpemyMa ripumeTumo aa je sup{P,Q} = I — inf{I — P, — Q}.

U BuIte, MHAYKIN]OM 3aKJby9yjeMo Jia CYIpeMyM U HHQHUMYM KOHAYHO MHOTO MpojeKTopa u3 M omer
npumnaaa M. C apyre cTpaHe cynpeMyM OeckoHauHe paMuirje je jaku pactyhu mumec haMiigje cynpemMmyma
KOHAYHHX MOJCKYIOBA, T1a PE3yJITAT CIC/IH. O

6.6. Cras [monapHo pasjaarame]. Axo je M ¢on Hojmanosa anrebpa u T € M, Tana nocroje, u
jenuHCTBeHU Cy, mosuTHBaH oreparop |T'| € M u nenumudna uzomerpuja V € M taksu naje T = V|T.
(IToncetumo ce aa je V menuMudna u3omerpuja ako ¢y V'V™* u V*V mpojekropu.)

Ioka3. Tlo3Haro je na TakBo pasiarame nocroju y B(H) u 1a je jeNMHCTBEHO, IO YCIOBOM Jia Baxe

jemnakoctu VV* = P—7uV*V = Pm. Tpe6a nokaszaru na |T'|, V' € M. IlpBu oneparop Huje Criopa,

jep je |T| = VT*T w npunana wak C*(T*T) C M. Ilro ce Tnye oneparopa V, moctynuheMo OBaKo:
MoCMaTpamo mpoussosbad yuurapan U € M'. Tana je

T=U"'TUu =Uu"'vuuYTU.

JenHocTaBHo 3aKibydyjemo ja cy oneparopu U 1T |U y U~V U, peioM N03UTHBAH U I€TMMHYHO H30MET-
pHYaH.

IpumernheMo jeIMHCTBEHOCT MOMapHOT pasiarama. [Ipumerimo npeo 1a je P, (1 = Ej7({0}) € M,
jep CBU CIIEKTpaIHU MpojeKkTopH npunanajy M. Otyna u PW = 1— Pier 7| € M. Younmo jom 1a Baxu
ker T* = ker |T™| ma ako pEMEHHMO HPETXOAHO pacyhuBame Ha T Hamasumo na VV*, V*V € M.

Axo osnaunmo V) = U*VU,ounaje Vi'Vy = U*V*UU*VU = U*V*VU = U* P7U = P, jep

HOCIEA’nH MpojekTop npunana M, u cimano V4 Vi* = PW' Kako je nox HaBeeHUM yCI0BUMA MONAPHO
pasnarame jelMHCTBEHO, TO ciequ na je U*VU = V 3a cako yuurapuo U € M. Tlpema nperxomHoMm
cTaBy To 3Haum 1a V € M. O

PENNPESEHTAIIMJE HEKUX KIIACA ®YHKHHIUOHAJIA

6.7. Cras. Heka je ¢ € B(H)* orpannuen gyukinonan. Cienehu ycioBH Cy eKBUBAICHTHH:
(1) p je cnabo Henpekuaay;
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(i7) ¢ je jako HenpekuaaH;
(7i1) (T) = Z?zl (Txj,y;), 32 HEKe N-TOPKe BEKTOpa (Z1, ..., Zxn), (Y1,-..,Yn) € H™.

Jokas. Nmrumukarmje (i) noeiaun (i7), kao u (i4¢) noenaun (i) cy TpuBHjanHe. JOKQKXHAMO Ja BAKH
(#4) moBmaum (4i7). Heka je D = {z | |z| < 1} orBopenwu jenunmusnu auck y C. beroa WHBep3HA ClnKa
¢~ (D) canpsxu Hexy 6asny okomuiy Hyse, Ha ipumep By, ., s = {T € B(H) | Y0_, ||Ta]|* < 6%}
JIpyrvM pednmMa Baku UMIUTMKALHja

n

@ D Tyl < 6% = |p(T)] < 1.

j=1

O,I[aTJIC HU3BOAMMO 3aKJby4daK

3

Tana 6u 3a oneparop (1/+)T Baxunna npemuca y (2), ad HE U 3aKJby4aK.

Ha ocuosy (3) 3akspydyjemo aa je nuaeapHo npeciaukasame (1'z1, . .., Tz, ) — (1) kopexrHo neduH-
ucaHo u orpanudeHo Ha ckyny {(T'z1,...,Tx,) | T € B(H)} C H™ u MoXe ce IPOLYKUTH Ha HErOBO
3arBopemse. OTya, npema PHcoBoj TeopeMu, MOCTOji BEKTOP (Y1, - - - , Ypn) TakaB Aaje (1) = ((T'z;), (y;)),
OJIHOCHO Bake ycIioB (4i7).

6.8. Cras. Heka je ¢ € B(H)* orpannueH ¢ynkiponan. Cienehn ycioBu Cy eKBUBAICHTHH:

() @ je ynrpaciaabo HelpeKuaaH;

(#7) ¢ je yarpajako HempeKuaay;

(iii) o(T) = 3,27 (Tx;, y;), 3a nexe mmsose Bextopa ()27, (y;) 125 € H™, 10 ject 3a Koje Baxn

305 a1, 325 yslf? < 4o
() p(T) = tr(TA) 3anexo A € G;.

Joka3. ExeuaBasnenuuja ycnosa (4), (4¢) u (44¢) m0Ka3yje ce Ha HCTH HAYHH Ka0 U y PETXOIHOM CTaBY.
JHokaxumo (iii) < (iv).

Hexka Baxu (i47). Ilocmarpajmo omeparop A = ) ;T ®Yj OBaj pex je arcoayTHO KOHBEPTEHTaH y
HopMmHu nipoctopa G, jep je

1/2 1/2

Y llzg @il = laglllysll < | D llagll? Yoyl < oo,
j i j

J
a KaKo je Tpar HempekuaaH y &; HOpMH, IMaMo

tr(TA) = Ztr(ij ®y;) = Z (Tx;,y;) -

J J

OG6parHo, Heka Baxku (iv) nHekaje A = ; $¥; ® @; llImuToB pa3ssoj oneparopa A. Tapa je
r(TA) = s te(T; ® @) = > 55 (T, 05)
J J

na ce MOXe y3eTu Jia je T = /S;1j, yj = \/Sj¢;, jep je Zj 5j < +00, a @; U 1); OPTOHOPMHUPAHH. (]

IIpumegba: Y oba nperxoxna crasa 6.7 u 6.8, ckyn B(H) ce Moxe 6e3 HKaKBX OrpaHHYCHa 3aMEHUTH
nponsBosbHOM (hoH HojmanoBom anrebpom M.
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6.9. Mocaenuue. a) Ynrpacnaba Tomonordja Ha B(H) mokiamna ce ca ciaboM-+ TOIOJIOTHjOM Koja
npoucruye u3 uaeHruukaiuje &7 = B(H);

0) 3aTBOpeHM KOHBEKCHH CKYIOBH y CJIab0j M jaKoj TOMOJOTHjU ce Tokjamajy. CIU9HO, 3aTBOpEHH
KOHBEKCHH CKYTIOBH C€ TIOKJIaNajy y yaTpaciadoj u yaTpajakoj TOMOIOTH]H,

B) Ako je M C B(H) ¢on Hojmanosa anrebpa, oHza moctoju banaxos mpocrop X ca cBojcTBOM
X* =2 M. U Bume, 3a X ce MOXEe y3€TH CKyN CBUX ¢ € M™ KOju Cy HENPEKUIHU Y YITPAciadoj
TOTIOJIOTHjH.

Haiiomena: Taj npegmyan ¢on HojmaHOBe anreOpe ozHadaBahiemo ca M.,

Joka3. a)OaTBpama je HermocpeaHa Ioceanla npeTxoqHor ctaBa. C jenHe crpaHe cirada-* TOIOJIOTU-
ja je renepucana QpyHKIMOHANHMA 00JHKa (i), TO jeCT HajMarba je Y OHOCY Ha KOjy Cy TaKBH ()YHKIHOHAIH
nenpexuauu. C apyre cTpaHe, yarpaciaba TOMoJIOrMja je reHeprcana GpyHKIHoHaIMMa obirka (444);

6) Cieau Ha OCHOBY OIIIITE TBPIHLE JIa CE 3aTBOPEHH KOHBEKCHH CKYIIOBH IOKJIAINajy y TOMOJOIHjama
KOje Majy UCTHU JIyaJIHH IIPOCTOD;

B) JlokazaheMo npBo jeHy ONIITY TBPIEY Y Teopuju banaxoBux npocropa:

HekajeY = X* u M CY crabo- 3aiusopen uowipociuop. Taga je (X /M,)* = M, ige je

My ={x € X |VA e MA(z) =0}

waxkosgaHy TIpeJaHuxuIarop ckyia M.

IIpBo hemo nokasaru na ako ¢ € Y nonummraBa M, onna ¢ npumaga M. (OOparHo je Tako no
nebunniumju.) IpermocraBumo cynpotHo ¢ ¢ M u p(M,) = 0. Yoummo Heky ciaaly-+ Ga3Hy OKOIHHY
tauke ¢, pemumo B = {A € X* | |A(z;) — o(z;)| < e, 3a1 < j < k} u mocMarpajMo IpeciInKaBarme
F: X* — C* garo ca

F(A) = (Azq,. .., Axy).

Ckyn F(M) je Bexkropcku mpoctop (jep je Taka M) ma je KOHBEKCaH M 3aTBOpeH. IIpeTrnocTaBuMo aa
F(p) ¢ F(M). Tana ce ckyn F'(M) n tauka F'(p) MOTy pa3/iBOJUTH HEKOM XHIIEPPABHH, OJHOCHO MOCTOje
Aj € Cuy € Rraksu na3acse A € M Baxu

> ONA@) <7 <> Nela;),  ommoco  A(y) < v < @(y),
7 j

e je y = Zj Ajz;. Axo 6u Oap 3a jemno A € M 6uno A(y) # 0 mperxonHa HejenHakocT 6u Guiia
HeoapkuBa jep je M nuHeapan mpocTtop ma 3ajemano ca A caapxu u tA 3aceet € R. Jlakne y € M,. Anu
taga ¢(y) > v > 0 [WTo YUHU KOHTPAJAUKIIH]Y.

Hakne F(p) € F(M) na nocroju A € M rakBo na je p(z;) = A(z;)3al < j < k, 10 ject
A € B. Tume je exBuBanenuuja o(M,) = 0 < ¢ € M pokasana. Caia ce J1ako JIOBpILIaBa JI0Ka3, jep ako
Y € (X/Mo)* maxo je m : X — X /M, xanoHcka mpojekuuja, oHaa je ¢ o m € X* u mounmrasa M,
onHocHo A = i o € M. ObparHo, ako A € M, oupa je ca x + M, — Az kopekTHO 3a1aT HYHKIIMOHAI
Ha X /M, na je mpuapyxkusame ¢ <> 1) o w oujexuuja. CrBap je pyTuHE NPOBEPUTH jEHAKOCT HOPMHU.

Tume je 3aBpieH foka3 ommTe TBpAme. [locebHo, don Hojmanora amredbpa M je ynrpacinabo
3aTBOpPEHa, a Kako ce yaTpaciaba TOIoJoruja mokiana ca ciabom-*, To cieau aa je M ayanHu mpoc-
top npocropa &1/ M,. U Buure, kommunuk S/ M ce MOXKe MOMCTOBETHTH Ca CKYIIOM YITpaciabo
HenpekuaHux ynkiponaina na M. Haume, axo je ¢ : M — C yntpacnabo HenpekuaH, Tajia ce OH mpema
Xan-BaHaxoBoj TeOpeMy MOKe TIPOLYKHUTH JI0 YATpaciado HenpekuaHor pyHkunoHata ua B(H ). O6parHo
je nako, jep pecTpuKIimja ynTpaciabo HenpekuaHor ¢yukimoHana ca B(H) Ha M ocraje HempekuaHa.
JacHo, ipou3BoJbaH ynTpaciaabo HEMPEeKUAaH ¢ aHyIMpa ce Ha M ako U caMo ako MPHUIMaia IPEeAaHUXIATOPY

M. O

6.10. HopMmanHocT ¥ moTnyHa aguTuBHOCT. Heka je ¢ nosutuBan ynknunonan xHa M. Kaxkemo na
j€ ¥ Hopmanan aKo 3a CBaKy orpaHuucHy pactyhy mpexy T, € M Baxu

<p(sup Ta) = sup @(Ta)'

Kaxemo na je ¢ #oimiiyno aguiiuearn ako 3a cBaky pammnmujy P, € M wmehycoOHO opToroHamHmX
MIPOjeKTOpa BaXKU

@(@apa) = Z c10(]:)04)'
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HopmaHOCT MOBIa4d MOTIYHY aAUTHUBHOCT, jep je PBq P, cympemMyM daMuitije KOHaYHHX CyMa Mpo-
jexropa Py, 10 jecT ©a P = Sup g, c 4 Paca, Lo OO nedunuLMje HMajy CMUCTA TEK y KOHTEKCTY (OH
HojmanoBux anrebpu. Hawme, Tek Taga ce MOXe rapaHTOBATH Jia CYIPEMYM OCTaje y anreOpu U TO TUME
mto pactyha orpaHudeHa Mpeska jako KOHBEprHpa Ka CBOM CylpemMyMmy, a M je 3aTBOpeHa 3a jake IuMece.

Ha cnnuan HaunH Jle(i)I/IHI/IIHeMO 1 HOPMAJIHOCT, OTHOCHO IMOTIIYHY aIUTUBHOCT MMO3UTHUBHOT ITPECINKA-
Bama p : M — N nBe dpon Hojmanose anredpe. OHO je HOpPMAIHO, aKo je

p(sup Ty) = sup p(Ta),

a MOTIYHO aJJUTUBHO, aKo je&
P(Pala) = Bap(Pa).

6.11. Texnuuka jema. Heka je ¢ nmosutuBan Qynkiponan Ha ¢pon HojmanoBoj anredpu M, u Heka
je we : M — C mpeciukaBame nato ca we(T) = (Tz,z). Axo je ¢ < we, Taga je Y = wge 3a HEKH
no3uTuBaH S HopMme He Behe of 1.

Hokas. Ha npocropy M¢ nepunnmmmo Gumuneapny dpopmy ca (1€, S€),, = (S*T). Ha ocnosy
Kommm I1IBaprioBe HejenHAKOCTH, IMaMO

[(T€,8€), I = [0 (S"T)|* < p(S*S)Y(T*T) < we(S™S)we(TT) = [|S¢|*|IT¢]%,

na je gopma (-, -),, KOPEKTHO fepunnCcana, u orpanuiena ca 1. Ona ce MOKe PO KUTH 10 HENPEKHHOCTH
JI0 3aTBOpemba npocTtopa ME, a Ha opToKkoMIuIeMeHTy HynoM. Otyna nocroju oneparop C' Hopme He Behe ox
1, ca cBojerBom (5™ T') = (T€, S¢),, = (CTE, S). Oneparop C' xomyrupa ca M (Gap na npocropy ME
koju caapxu & jep I € M), jep nmamo

(CRT, S€) = ¥(S"RT) = ((R'S)'T) = (CT€, R'5€) = (RCTE, S€)
Tako je
W(T) = (CTE,€) = (TVCe, VC),

IITO je U Tpebao J0Ka3aTH. U

6.12. Mocaequma. Heka je ¢ mo3uTHBaH QyHKIIMOHAI.

a) Ako je p(T') = (Tx,y) 3a Heke x, y € H, Tama mocroju £ ca cojerBoM ¢(T') = (T€,€);

6) AKO  HCITyH-aBa HEKH OJ1 YCIIoBa CTaBa 6.7, OHZIa Ce Y YCIIOBY (i1%) HCTOT CTaBa MOXE Y3€TH &j = ¥/;;

B) AKO ( HCIyIaBa HEKH Off YCIIOBa CTaBa 6.8, OH/ia ce Y YCIOBY (447) HCTOT CTaBa MOXKE Y3€TH T = Uj,
a'y ycuosy (iv) Baxu A > 0.

Hoka3s. a) Axo je (T'z,y) > 03aT > 0, onnajeu (x,Ty) > 0, ma je (cBe Bpeme 3a 1" > 0)

p(T) = (Tz,y) =

1a MO’KEMO TIPUMEHUTH JeMy 6.11;

0) Hexa je o 1M0O3UTUBAH M HEKa MCIyHhaBa HEKH O ycioBa crasa 6.7. Tana ucnymasa u ycioB (7i7)
Koju ce, mak, Moxe samucary kao (1) = (T™a,y), mejex = (z1,...,2,), y = (Y1,...,yn) € H", 1
TM) =T @@ T. [IpuMeHHMO caJa IPETXOMIHO;

B) Ha ucTy HauMH Kao M y MPETXOHOj TayKH JOKa3yjeMo Ja ce MOXke y3eTH T; = ¥;. Omeparop
Zj 2; ® Tj je NO3UTHBAH, jep je

<Z z; ® :sz,z> = Z (z,x;) (xj,2) > 0.

J

(T +y),w +9) — (T(x — y)2 ) < 3 (T +4) 2+ 3)

N

Kako je omeparop A y ycnoBy (iv) jemuHcTBeH, TO je A > 0. O

6.13. Cras. Heka je ¢ nosuruBan QyHkimonan Ha ¢pon Hojmanosoj anrebpu M C B(H). Exsusa-
JICHTHH CY yCIIOBH:

(i) pjeobmxap(T') = 3, (Tx;j, y;) 3a Heke bamumuje 25, y; Takse naje - |l4][%, 3 [|y;] [ < +oc.
(TEMe je o 1 yaTpacnabo U yITpajako HenpekuaH, u obnuka tr(7 A) 300r crasa 6.8);

(i%) ¢ je HOpManaH;

(441)  je MOTIYHO aJUTHBAH.
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Hoka3. NUmnukanwmja (i4) nosnauu (7ii) je naxa, u Beh cMmo je uzBenu. Vmrummkanuja (4) nosnauu (i4)
takohe. Hamme, pactyha Mpeka jako KOHBEpPrupa CBOM CyNpeMyMy, a Ha OTpaHHYCHHM CKYIOBUMA CE jaka
U yIITpajaka TOTIOJIOTHja MOKIIAIa;}y.

Jokaxumo na (i4i) monaun (). To heMo yIHHHTH y HEKOJINKO KOpaKa.

1° xopak. IlpeTmocTaBUMO 11a Cy @1 M (2 MOTIYHO aAWTHBHU MO3UTHBHH (YHKIMOHATH. AKO je
©1(P) < po(P) 3a Heku mpojekrop P, onna nocroju npojexkrop Py < P takas na je ¢1(T) < po(T) 3a
cBaku no3utuBan 1" 3a xoju je Py TPy = T (1j. 3a T xoju ,,xusu“y Py (H)).

Hexka je {P, | « € A} makcumanna damminja (0 MHKIy3Hji) MeyCOOHO OPTOTOHAIHUX ,,TOLIUX"
npojexropa P, < P, 1o ject onux 3a koje je v1(P,) > ¢2(P,). (ErsucreHuujy TakBe MaKCHMaiHe
(amusnje rapantyje LlopHoBa Jiema.) 360T MOTITYHE aAUTHBHOCTH, KIMaMO OHIA H 1 (Do Py ) > ¢02(Ba Pa),
naje P = P — ®,P, # 0. Axo je Q < P; 6uio koju rpojekrop, onaa Mopa outu »1(Q) < v2(Q) jep
y cynpoTtHoM ¢pamminja P, (o € A) ne 6u 6una makcumanna. Kako je cBaku mo3utuBaH 1’ ca CBOjCTBOM
T = P,T P, yanhopMHH THMEC HH3a JTMHSAPHUX KOMOHMHAIIM]a CBOJUX CIIEKTPATHHUX MPOjeKTopa (KOju CBU
xuse y P H), v 1 1 o Henpekuaau, 10 je 1 ¢1(T") < pao(T).

2° xopak. YBek Moxkemo nponahu nenvnh Ha KOMe ce  H3pa)kaBa IMPeKo CKajdapHor mpousBoda. Ilpe-
uu3HuUje, 3a ceaku npojexrop P € M nocroju P; < P takso na je o(T) = (T€,€) 3anexo £ € Py H u cBe
T e PPMPy,1j.3akoje Baxxu 1l = P,TP;.

3ancra, youumo Bektop 7 € PH 3a cBojctBoM ||n]|? > ¢(P), Tana je, jacuo ¢(P) < w,(P), tue je
wn(T) = (T'n,n). Kako je w, (OUUIIENHO) NOTIIYHO afUTUBAH, TO LIpeMa IIPBOM KOPAKY, OHJA IIOCTOjU
npojextop P; < P rtakso ga3a T € PLMP; Baxu p(T) < wy(T). Ilpema nxemu 6.11, Ha mormpocropy
P H,1j.3aT = P, TP, Baxxu o(T) = (T, n) = (PLTPin,n) = (T,£),3a € = Pin € P H.

3° xopak. Manu nenuhu 3anpemajy untas H. [Ipenusnuje, nocroju ¢pamunuja mel)ycobHo oproronan-
HUX 1pojekropa P,, Taksa na je G, P, = I n

4 Pp(PaTP,) = (T¢u, &), 3aHeke &, € P, (H).

Ipu Tome je p(P,) # 0 3a HajBuLIe IPEOPOjMBO MHOTO HHAEKCA o, Kao Uy |[€q|]? < +o0.

3aucra, youuMO MakCUMaiHy (GaMuinjy Mel)ycoOHO oproroHanHux npojekropa P, 3a kojy Baxu (4).
TakBa MakcuMmanHa (hamminja mocroju npema LlopHoBOj emu. Ako 6, eBeHTyanHo, Omio B P, < I,
OHJIa OM MOIIIM JJa IPUMEHHUMO JIPYTH Kopak Ha rmpojektop I — &, P, onaxire 6u ce ¢pammmnju P, morao
MIPUIONIATH jOIII jeJIaH MPOjEeKTOp, IITO C€ MPOTHBU HEHOj MAKCUMAITHOCTH.

Kaxo je, 36or normyne agutuBHoct p(I) = > ¢(Pa), T0 je ¢(P,) # 0 3a Hajuie npeGpojuBo
mHoro nuzekca a. Jame, |[€ ]2 = (Paa,&a) = ¢(Pa), mapen Y., ||€q||? xonseprupa.

4° xopax (u mocnenmsu), kojuMm hemo npukynuTi cBe aenuhe Ha rommty. Ha ocHoBy Komm-111Bapmose
HEjeHAKOCTH (32 MO3UTUBAH (yHKIHOHAN (0) UMaMO

|50(TPa)|2 < Q(PoT*TPa)p(Pa) = p(Pa) (PaT T Paba,&a) < ‘P(Poc)HTPa‘EaHQ = ‘P(Pa)”Tfa”Q-

To 3nauu na je npecnukasawe 1¢, — ¢(T P, ) npoctopa ME, y C KOpeKTHO neDHHUCAHO U OTPAaHHYICHO
xoHcTanToM (P, )'/2. TIpema PHCOBO] T€OPEMH, IOCTOJH BEKTOP 7o, ||[a|| < ¢ (Pa)'/? (1 THMe HapaBHO
S a2 = Y 9(Pa) = (1) < +50) ca crojetsom (T Pa) = (Tu ).

Hexa je cana Ay koHa4YaH Kyl HHAEKca 3a Koju Baxkh ¢ (1) — p(Baca,) < €. Tana nz Komu-IlIBaprose
HEjeTHAKOCTH UMaMO

[o(T) = Y o(TP)]? = (T — DacayPa))l’ < oI = Baca,Po)o(T*T) < ep(T*T),

a€Ap
mnaje
P(T) = o(TP.) =Y (Ta,na) -
acA «
Hajzan, 36or mocnenuiie 6.12, Moxe ce y3eTH & = 7). O

6.14. Cras. a) Heka je p € B(H)*. Tana nocroje jeIMHCTBEHH CaMOaJIjyHIrOBaH! (PYHKI[MOHAIHU {1
U 2 (aTo 3Haun ¢;(T) € R, kagrox je T = T™) TakBu 1a je ¢ = 1 + ipy. Ilpu Tome, axo je ¢ cnabo
(onHOCHO ynTpacnabo) HENpeKUAaH, OHIA Cy TAKBU U 1 H 2}

0) AKO je  camoaJjyHTOBaH, OH/a C€ MOXe MPHUKa3aTH Kao pa3iuKa ¢ = 1 — o JIBa MO3UTUBHA
dyukumonana, taksa gaje ||¢|| = ||¢1||+]|]p2||- Y oBre, ako je ¢ cnabo (opHOCHO ynTpacnabo) HempeKuaaH,
OHJIa Cy TaKBHU U (1 U (2.
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Hokas. a) OBaj zeo je jemHocrasaH, jep ce Moxe dopmupard dyskimonan ¢* ca ¢*(T) = ¢(T%)
3a KOjU C€ jeJHOCTaBHO IMOKa3yje HEMPEKUIHOCT Y HCTOj TOMOJOTHJH Y KOjOj je ¥ (o HETPEeKHUIaH, ¥ 3aTHM
craBuTd 1 = (¢ + ©*)/2, omHOCHO Y2 = (¢ — ©*)/(2i);

0) Axo je o cnabo (nmm ynTpaciabo) HeTpeKuIaH, OHA pasjiarame HeloCcpenHo 1o0ujaMo U3 pemnpe-
3CHTAIlMje TAaKBOT (YHIIKHOHAJIA U MOJIAPU3AIMOHOT HaeHTUTeTa. Hamme, mpema craBy 6.7 (wim 6.8), ¢
je obmuka p(T) = Zle (Tzj,y;), tie w € N U {oo}. Tamaje ¢ = fo — w2 + i(p1 — ¢3), roe je
or = 25y (Tay +ikyy),x; +iFy;).

V ciyuajy HOpMa TOIMOJIOTH]e, TO je JocTa Texke. [IpermocraBumo 3a mouerak 1a je ||| = 1. Ckyn S
CBHIX CTaba je 3aTBOPEH MOACKYII jeIMHHYHE JIONTE Y yaIHOM MPOCTOPY, A je KOMITAKTaH MpeMa AJaoriy-
oBoj Teopemu. [Tocmarpajmo ckym

5) S" = {tp — (1 —t)ipo | t € [0,1],91, 2 € S}.
U Taj cKym je KOMIIaKTaH, Kao HelPeKu/IHa ClikKa npeciukasama [0, 1] x S X S 3 (¢, 11, 1¥2) — tpy — (1 —
t)ihy € S’. Ocum Tora S’ je u kousekcan. Haume, ako t1); — (1 — t)o u sy1 — (1 — $)x2 € S’ onpa je
BUXOBa KOHBEKCHA KOMOHMHAIIH]a jeTHaKa

Oty — (1 = t)b2) + (1 = 0)(sx1 — (1 — s)x2) = (0thr + (1 — O)sxa) — (O(1 — £)vh2 + (1 — O)x2)
HEKO] pa3iIMIy MO3UTHBHUX (yHKIMoHana. OcTaje jou 1a ce MpoBEpH Aa je 30up BpeAHOCTH y Tadku [ Ta
nBa (yHIKMOHaNa jeqHaka 1, ma ce qobuja na je S’ KOHBEKCaH.

Iokaszahemo na je ¢ € S’ (napaBHO, ako je camoanjyHrosan u HopMme 1). TIpeTnocTaBuMO CyNmpOTHO.
Kako je S’ 3arBopeH Taza mocToju 6aszHa oKojauHa Tauke ¢ (y cnaboj-*, 7 Tononoruju) koja ue ceue S’. Heka je
10 By, 1 e = {0 |0(T;) —p(T})| < €}. MoxeMo 4ak IPETIOCTABUTHU A2 ¢y T caMoa/[jyHrOBaHH, jep ce
JaKo TIPOBEPaBa 11a je Bre 1y ,Im Ty ,...,Re Ty, Im Th,e & BTI _____ Ty.ey/3- YOUHMO IPECIMKABAE F: M, — R*
naro ca F(¢) = (Y(T1),...,¢¥(Tk)). Cxkyn F(S’) je koHBekcaH, a F'() je Ha pacTojarby 6apeM € of mera,
ra ce OHM MOT'Y OCBOjUTH HEKOM xureppaBHu. llocie oaroBapajyhe poraiiuje, Halna3uMo CaMOa/]jyHIOBaH
eneMenT 7', Takas Ja 3a cBe ¢ € S’ umMamo

(©) O(T) < v < (1)
Cap, ako je ¢ € S, To jecr crame, onna i, — € S’ jep moxkemo y3etu t = 0, ogsocHo ¢t = 1y (5), ma je
(T, —p(T) <+, onHocHo 3a cBe 3 € S je |p(T')| < . Usmeljy ocraior To BaKH U 3a BEKTOPCKO CTaHbe
T — (T&€) (JI€]| = 1) koje je HENPEKUIHO Y CBAKOj O TPH MOCMATpaHe Tomojioruje. JpyruMm pednma
| (T€¢,€) | < v 3a cBaku jequunynu Bektop . Otyna je ||T|| < ~, onakine je |o(T)| < ||¢|| |IT|] < v, na
HejeHaKoCT (6) HEe MOXKeE J1a CC OIPIKH.

ensaxocr opws cae jep e ||| = 1, 10kje 1]+ ]| = 91 (1)+2(1) =t (1)+ (1) (1) =
1. O

Ipumegba: Moxe ce HA OBOM MECTy J0Ka3aTH M jeJUHCTBEHOCT OBOI pasjarama, aji HaM TO HHje
HeonxoaHo. To pasnarame ce Ha3uBa (04eKknBaHo) JKopganogo pasiarame - ipeMa aHaJIOTijH ca pasjiarambeM
Mepa.

6.15. Mocaeanue. a) Ako je ¢ € M, ynrpacnabo HenpekuIaH GyHKIHOHAII, OH je JHHeapHa KoMOH-
HaIl¥ja HajBHIIE YSTHPHU HOPMaTHA (PYHKIHOHATIA;

6) Axo je ® : M7 — My xomomopdu3zam ¢pon HojmaHoBux anredpu, nocmarpanux kao C*-anredpe,
TaJa je p HOPMAJHO aKo M CaMO aKo je HEMPEKUIHO Yy OJHOCY Ha ynrpaciade Tononoruje y My, OJHOCHO

M.

Hoxkas. a)IlpemacraBy 6.14, ¢ = 1 —pa+ips—ipy4, TIE CY ; YITPACTa00 HEMPEKHIHH U TO3UTHBHU.
OHu cy, nak, npema crasy 6.13 HopMaiHu;

6) Jokaxxumo 1ipBo 1a je ¢ ynrpacnabo HENPEKHIHO, aKO M CaMo aKo 3a CBe ¢ € Mo, GyKHIHOHAT
pop € M, JlupexTan cMep je TpuBHjanaH (CBOIX CE HA TO Ja je KOMITO3HUIIMja HEMPEKUAHNX (DyHKIH]a
HempekuaHa). Jokaxumo obparan. IlpermoctaBumo ga @ o p € My, 3a cBe ¢ € Moy, U YOUUMO
HPOM3BOJBbHY Mpebas3Hy okonmuHy Hyte V' 'y Moy, Crkyn V je obmuka V = {T € My | |p(T)| < €} =
o~ Y(eD), tae je D jenMHUYHM JUCK y KOMIUIEKCHO] paBHH. 360r Tora je p~ (V) = p~1(p~1(eD)) =
(pop)~t(eD), mrro je otBOpeH ckyn y M. OBO je 10BOJBHO, jep Cy OCTale MpeadaszHe OKOJIMHE TPAHCIaTH
npenda3HuX OKOJIMHA HYJIe.

JIpyTo, TOKaKMMO J1a je p HOPMAJTHO, AKO M CaMo aKko ¢ o p € M, 3a cee ¢ € M7,. Oner je nupexTan
cMep TpuBHrjanad. 11Ito ce Trde 06paTHOT, MPUMETHMO 32 MOYETAK [1a j& ) TIO3UTHBHO YHM je XOMOMOpdu3am,
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jep ThMe 4yBa criekrap. Heka je 3a cBako HOpMaJIHO IO3UTHBHO ¢ M CBaKy pacTyhy orpanndeny mpexy T,
UCITyEEHO

(7 p(p(supTy)) = sup p(p(Ta))

3a necuy crpany y (7) Baxu sup ¢(p(Ts)) = ¢(sup p(Tw)), jep je p nopmanso. Taxohe, kako je yBek
T, < supT,, a p mozurusHo, umamo sup p(T,,) < p(sup7,). IIpema ToMe JOBOJBHO je AOKA3aTh Aa U3
S <Twup(S) = ¢(T) 3a cBe HopManHe no3uTnHBHE @ Baxku S = T, ogHocHo nau3 T’ > 0u (1) = 0 3a
cBe HopmasiHe o u3naszu 1T = 0. IMocnenme je, mehytum, nako, jep ako 1’ # 0, OHAA MOCTOjH BEKTOP  ca
ceojctBoM (T'x, x) > 0, a mpecnukabamwe T — (T, ) je HOpMAIHO.

Cana je eKBUBAJICHIIM]A jaCHA jep je @ o p YITpajcabo HEMPEKUIHO 3a CBe ¢ € Mo, aKko U caMo aKo je
¢ © p HOPMAITHO 3a CBe ¢ € M. . JlupekTHa UMILTHKAIH]a ciienn jep Mo, O M., a obpatha jep je Mo,
jeHaK TMHEapHOM OMOTauy cKyma M3, . O

MOP®U3MHU ®OH HOJMAHOBHUX AJITEBPU

6.16. depunnuuja. Y xareropuju ¢poH HojmanoBux anreOpu aeduruimemMo mopgusme ka0 HOpMaHe
xomomopdmme. Pazmor cmo Beh momeHyiy, a To je m1a ako ¢y ase ¢pon HojmaHoBe anredpe nzomopdHe, oHAa
je momopduzam mel)y ’UMa HOPMATHO TIpecinKaBame. HOpMaITHOCT y OHOCY Ha yaTpacialy HempeKu/I-
HOCT, UMa Ty IPEJHOCT IITO Ce MOXe Ae(UHHUCATH UCKJbYYHBO MOMONY YHYTpaIlbHX CBOjCTaBa anredpH,
JIOK yATpaciaba HEMPEeKUIHOCT 3aBUCH OJ] aMOHjEHTATHOT MPOCTOpa [Ie qaTa anrebpa KUBH.

3a mopduzam P pon Hojmanosux anredbpu My C B(Hp) u My C B(Hs) xaxeMo Ja je #pociiiopHu
WIH YHUIApHU aKO TIOCTOJU YHUTAPHO mpeciukasamwe V : Hy — Hp takeo ga je VO (T)x = TVx. Axo je
V' camo orpanudeHo (He Mopa OUTH HHBEPTHUOMITHO) JIAKO YCTAHOBIbABAMO JIa j€ TIpeciuKaBame © HopMaHo.

Mopdusam pon Hojmanose anrebpe M, C B(H;) y Mo C B(Hz), cnienujajia je ciydaj perpe3eH-
tarje anreope M (mocmarpane kao C*-anredpa) Ha npocropy Ho.

Mely cBuM penpeseHTanyjama, jea ol jeIHOCTaBHUj X IpUMepa je T3B. amiliugurayuja. Hanme, ako
je M C B(H) u K npo3uBossan Xunbepros mpocrop, popmupamo npeciukasame P : M — B(H® K) ca
®(T) =T ® Ik, tae je I jenuununu oneparop Ha K, a T ® Ik nepunncan ca (T @ Ik )(z®@y) = TrQy.
JemHoCTaBHO ce MpoBepasa Ja je OBaKBO MpecirKaBamke HopManHo. Cruky nmpecivkaBama $ oznagaBahemo

ca MK,

6.17. Cras. Hexka je & : M; — My mopdusam don Hojamanosux anredpu M; C B(H;). Taga je
don Hojmanosa anre6pa ® (M) npocTopHo ekBuBajeHTHa ca HekoM mojairebpom anredpe ML 3a neku
JIOBOJBHO BEJIUKH XHIOEPTOB IPOCTOP.

Jlokas. IlpermocraBumo, mpeo, aa anredpa ® (M) nMa [UKIMYHA BEKTOP, OMHOCHO Jia TocToju § € Ho
takBo ja je (M;)E rycro y Hp. ITocmarpajmo npeciukasame ¢ : My — C naro ca ¢ (T) = (®(T)E, €).
[peciukaBame je MOUTUBHO U HOPMAHO, Ka0 KOMIO3ulMja TakBux. Crora, mpema cTaBy 6.13, mocroje
BEKTOpH x; € | TakBoO 1a je

+oo
(@(T)&,6) = w(T) =) (Taj,z;) .
j=1

[pecnukasawe V : ®(M;) — H; @ [2(N), naro ca V(®(T)¢) = (Tx1,Twa,...) je KOPEKTHO
JneUHUCAHO M H30METPUYHO, jep BaKH

+oo

+o0
V(@D = [|(Tz;)II* = Z 1T2;||? = _(T*Twjx;) = ((TT)E,€) = | (T,

j=1
a ce MOXKe IPOIYXUTH 10 1enor Hy. Jlame, 3a Bekrope u3 rycror ckyma ¢ (M;)E nmamo
V(@(T)®(5)¢) = V(R(T'S)E) = (T'Sx;); = (T @ I )V (P(S)S),

na u Ha 3atBopetby nmMamo V@(T') = (T ® Ix)V. Onasze cienu HOPMaIHOCT

Axo (M) HeMa IMKIHYHU BEKTOD, OHZIA Kao U cBaka penpesentanuja (M) ce MOKe pasnoxuTi
Ha TUpeKTHY cymy mukmuuaanx. Tana hemo ME name crenenosaru jom Behum XunbepToum mpocTopom
Jia 00yXBaTHMO CBE LIUIIMYHE CyMaH/e. O
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6.18. Cras. Hexka je M C B(H) xomyrarusna (o HojmanoBa anrebpa, U HEKa II0CTOjU IUKIMIHH
BEKTOp, TO jecT TakaB Bektop & € H 3a koju je ME = {T¢ | T € M} rycry H. Tana mocroju KOMIIakTa

TOIOJOIIKK TpocTop X 1 BepoBarHOCHa Bopenosa Mepa p Ha X Taksu a je M H30METpHIKH H30MophHa
anre6pu L2 (X, p).

Joxkas. Anrebpa M je, yjenHo, n komyratuBHa C*-anrebpa ca jenununoM. Ilpema I'esbdann Haj-
MapKOBOj TEOpeMH ocToju u3omopduzam C*-anredbpu @ : M — C(X), rue je X KOMIaKTaH TOMOIOLIKH
npocTop. 3a maTh IMKINYHH Bektop &, mpeciankaBame C(X) > O(T) — (T, ) je jeman mo3utHBaH
¢dbyHKIMOHAN, ma mpemMa PrucoBoj Teopemu mocToju BepoBaTHOCHa bopenoBa mepa p Ha X TakBa jaa je
(T¢,€) = [ ®(T)dp. HMame, npeciukasame V : ME — L?(X, p) naro ca V(TE) = ®(T) je usomer-
puuHo. 3aucra,

IICI’(T)IIQ=/X|‘1>(T)\2du=/X‘I>(T*T)dM=<T*T£,€>=|IT§||2,

Ta ce Moye TIPOLYKHTH 10 M30MeTpuuHor onepatopa V : H — L?(X, ;1). Cnuka onepatopa V' caipsku cBe
HenpekuHe GyHKumje, koje ¢y rycre y L2(X, 1), na je Tame V yHuTapan.

Mpecmukasamwe M — B(L*(X, ) naro ca T — Mgy muoxewe dynkumjom ®(T') je takohe
uszomerpuja. M Buie, ona ce ocreapyje myrem ynurapror oneparopa V', Hanme, Mgy = VI'V*. 3aucra,
3a XEYEeEMEjeV(XE) =(X)uV(YE) =D(Y), maje

(My)V(XE),V(YE)) = /X B(T)®(X)B(Y) dp = /X B(TX)B(Y) dp = (TXE,YE),

onakie cieau Tpaxeno. To 3Haun 1a M MOKeMO BUIETH Kao nojanrebpy anredpe B(L? (X, 11)) ymecTo kKao
nonanre6py ox B(H). Taxo je u { Mg 7y | (1) € C(X)} 3arBopena y oqHOCy Ha ci1aby TOTONOTH)Y, T1a je
npema HojmMaHoBOj Teopemu 0 GukomyTanty, u [lpumepy 6.3 M = C(X) = C(X)” = L*™°(X, u). O

6.19. Mocaequua. Hekaje M C B(H) komyrarusua ¢pox Hojmanosa anre6pa. Taja nocToju mpocrop
X ca mepoM p, TakaB y1a ce X MOXKE M3pa3sHTH Kao JAWCjyYHKTHA YHHja (Makap M HelpeOpojuBa) CKyIoBa
KoHauHe Mepe, 1 M uzomopdHa Hekoj noganredpu anredpe L>°(X).

Hoka3. Yranawe M — B(H) je jenua penpesenranuja anrebpe M mnocmarpane kao C*-anreOpa.
Ona je nupekTHa cyma mukanmyeuxX. Ilto 3Haum na mocroju pasmarawe H = @, H,, n nonanreGpe
M, € B(H,), rakse na je M = @ M, ny H, nocroju IMKINIHA BEKTOp &, 3a M. Ha cBakm
cymana M, npumenumo nperxonau Cras. O

OJHOC C* 1 ®OH HOJMAHOBE AJITEBPE

6.20. Teopema [Kamuancku]. Heka cy A u B nse anrebpe y B(H) takse na je A C Bu Ajerycray
By jakoj oneparopHoj Tononoruju. Tana je:

(1) Asq je jako ryer y Bgo (Asq je 03HaKa 3a CKyIT CaMOaJIjYHTOBAaHUX ejleMeHaTa anreope A);

(i) Jemuununa nonta y Ay, je jako rycra y jeauHu4Hoj nonTH y Byg;

(4#91) Jemuamuna nonra y A je jako rycra y jequHu4HOj ontu y .

Teopemom Kamanckor ce HazuBa Tpeha TBp/Iba Koja IPEACTaBIba MOO0JbIIAKE TEOPEME O OUKOMYTAHTY.
Haume nipema TeopeMu 0 GUKOMYTAaHTY CBakH eeMeHT U3 A’ ce MoXke jaKo anpOKCHMHPATH eJIEMEHTHMA U3
A. Anu npuIMKOM y3uMama JIMMeca y HEKOj Off ,,ClaballHuX * TOMOoJI0ruja HopMa Moxe e(eKTHBHO Ja ce
cmatbu. [Ipema Teopemu Karumanckor o ce Moxke n3behu. [lpBa u qpyra TBp/ama HaBeJeHe Cy HE CaMo 3aTo
Jia Ou ce j0Ka3 parraianuo, Beh u 3aro mro hemo ce Ha BUX O3HUBaTH.

Hoka3s. (i) Heka je T'= T* € B. Taga nocroju Mpexa S, € A koja jako KoHBeprupa ka 1', ¢ THM IITo
He 3HaMo JIa JIU Cy S, CaMoaJjjyHIOBaHH. AJIM 3HaMo Jia S} ci1abo koHBeprupa ka 1. Tako B,, npunazna
crmabom 3aTBopey ckyna Ag,. MehyTim, To c1abo 3aTBOpEHsE je 3aTBOPEH M KOHBEKCAH CKYTI (jep je peanaH
JIMHEapaH IpoCTop), a jako M ciabo HenpeKuIHU QYHKIMOHAIN ce TIOKIanajy, I1a je OH 3aTBOPEH U Y jakoj
Tomosoruju. TuMe je npBa TBPba I0KA3aHa;

(ii) Hexaje T = T* € B, ||T|| < 1. Hocmarpajmo dpyrkumjy f : R — R, f(A) = 20/(1 + A?). Ona
je o Mozyity yBeK Mamsa O jeliaH, a Ha cermeHty [—1, 1] je Oujekumja. Otyma mocroju g : [—1,1] — [—1,1]
ca ceojetBoM g(f(N)) = f(g(A)) = Aza X € [-1,1]. Oneparop g(T) je kopekTHO nebuHNCaH U Takohe
je caMmoa/[jyHroBaH, Iia IoCTOj| Mpeska camoaijyHropanux enemenara Sy — ¢(7'), jako. Octaje joruu ja ce
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nokaxe na f(Sy) — f(g(T)) = T (Gep je ||f(Sx)|] < 136or |f(N)| < 1). To ce y cyurrunu cBoau Ha
paBHOMepHY HernpekuauocT ¢pyukumje f. Jakie, 3a X, Y € B(H) umamo

FX)—fY)=(1+X)H 12X 2V (1+YH = 1+ X)X 1 +Y?H) - (1+X2)2Y)(1+Y?) L
Kaxo je ||(1 + X2)71|, [|(1 + Y2)7!|| < 1 noBosbHO je ouennTH cperbu unnmian. Mvamo
XAI+YH-(1+X)Y =X+ XY?-XY -V =(X-Y) - X(X-Y)Y,

LITO je JIOBOJBHO 3a JI0Ka3 JAPYyre TBPILE;
(73i) Hexaje T € B, ||T|| < 1 npoussosban. [TocmykuheMo ce TPUKOM Mpesiacka y 2 X 2 GJIOK MaTpuiie.
Jlaxo ce mpoBepasa 1a je Mo (.A) jako rycra anrebpa y Mo (B). Oneparop

[

T 0
je camoanjyHrosas u Hopma My je max{||T||,||7*||} < 1, na nocroju dpamuinja Sy, ||Sy|| < 1,
A A
5= (90 B
Sy Saz

Koja jako KouBeprupa ka T'. Kaja ce To mpuMeHH Ha BEKTOP OOIHKA (0, x) nobujamo 1a
A A
(T = 82l < [[(T2 — S1z(V)z, S5))] | — 0.

3a kpaj JoKa3a mpUMETUMO jor 1a je ||.S12|| < 1. O

6.21. Teopema [Kagucon-Ilenepcen]. Hexa je A C B(H) nexa C*-anrebpa. Axo I € A u ako A
3ajeIHO ca CBAKOM OTPaHUYCHOM pacTyhoM MpEKoM CaJpik M BbeH cynpeMyM, onaa je A ¢on HojmanoBa
anrebpa.

Pesynrar je oueknBaH. Ao cMO MOTITH j1a moMohy cynpeMyma pacTyhux orpaHHYCHUX MpPeKa OTHIIIEMO
HOPMAJTHOCT, & THME Y YJITpaciady HeMPeKUAHOCT U Mopdu3me o HojMaHOBUX anreOpu, OHJIA j€ IOTHYHO
Jia 3aTBOPEHOCT 3a CylpeMyMe MOBIaYH U 3aTBOPEHOCT y YITpacinadoj TOMONOTHjH.

Hoxkas. Iokasyjemo aa A caapu TOBOJbHY KOJHYUHY MPOjEKTOPA.

1° xopak. Axo je T' € A mo3utuBaH, oHaa A caapu NpojeKkTop Ha CIHMKy oneparopa 1. 3aucra, HU3
dyukumja f,, : [0,+00) — R, mar ca f,(A\) =nAsza X € [0,1/n]u f,(\) = 1 nnave, pacryhe Texu Ka
FON) = X(0,100)(A). Otyma P = £(T) € A

2° xopak. Akocy P, () € A,onnan PV Q € A. Nokazahemo na je Im(PV Q) = Im(P + Q). 3aucra,
ako y € Im(P + @), ouna je y = Px + Qx € Im P 4+ Im Q. C apyre crpane, kopucrehn P < P + (), ako
x € ker(P + Q), onna je || Px||> = (Px,z) < ((P+ Q)x,z) = O nax € ker P. Cinuno no6ujamo u 1a
u3 (P + Q)z = 0 usnasu Qz = 0, na umamo ker(P + Q) C ker PNker Q = (Im P +Im Q). [penackom
Ha oprokoMmiuiemenT gobujamo Im(P + Q) O Im P + Im Q). Cana npuMeHHMO TPETXOAHO.

3° xopak (ommre Mecto). AKo je B Heka *-anrebpa, OHAA NpojekTop Ha moTnpoctop BE (€ € H)
npurana komyrauty ’. OBo cMo y crBapu Beh jokasuBaiu Koj teopeme 0 OukomyTanty. O3HaYUMO Taj
npojektop ca (). Jlako ce m3Boau na je QH wHBapujaHTHO 3a NPOU3BOJEHO S € B, TMe u 3a S*, ma je
QRS =5Q.

4° xopak. Cama umemo obpartHo. IIpojextop P ma mormpoctop A’E mpumnana anre6pu A. Ilpema
NPETXOIHOM Taj pojeKkTop npumnaaa oukomyrauty A”. Crora ce Moxe, Ha OCHOBY TeopeMe Karianckor, jako
aIpOKCHMHUPATH CaMOaJIjyHIOBaHUM eneMeHTHMa 13 A HopMe He Behe ox 1. Moxe ce yak anpOKCUMHPATH U
HO3UTHBHUM y3uMajyhu kBajpare camoajyHrosanux. Jakie, ako younmo Bekrop 7L A'E, oulie P§ = € u
Pn = 0, na nocroju oneparop Sy € A takas naje ||¢ — Si&|| < 1/nu ||Skn|| < 1/k2*. Taksu oneparopu,
Oap Ha BekTOpHMa & U 7) apOKCUMUpPajy P, anu je morpeOHa MHOTO 00Jba alpoOKCHUMAIIHja.

3a maru jemuamanu Bexrop 7)LA’E, koHcTpycrahemo mosuTuBaH omeparop Y, Takas 1a je Y,£ = £ u
Y;n = 0 Ha cnenehu HauuH. Younmo oneparope

n -1 5

T = <I+ > kSk> > kS
k=m k=m

Ounrenso Baxu 0 < T,,, < I, a Kako je npeciankaBawe A — A/(1 + X) = 1 —1/(1 + \) oneparop

pactyhe, To je damunuja T, ,, pactyha mo n (1 orpanmdena < ). CTora MOCTOjH HBEH jaKH TUMEC, H MO

npernocarsuu npunaga A. O3Hauumo ra ca X,,. Pamunuja 15, 5, je omanajyhia mo m 3a caxo n, na je
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NpeJIacKoM Ha jaku Jmmec X, Takohe onanajyha dgamunmja (1 orpanndena > (), ma MoCTOjU U HEH jaku
muMec u npunaga A. Taj nuMec o3Ha4HMoO ca Y.
Jlokasyjemo cana xa je Yyn = 0. Umamo Ty, ,, < > kSi < Z m kS 1 oTyna
+oo
) Z k(Sgn,m) < Y 1/28 =1/2m7,
k=m
oflakJie TIocIie y3UMarmba JJUMeca Kaj n — +0o Hanasumo (X,,1, 1) < 1/2™~1 anocne jom jexuor numeca,
0BOT ITyTa Kaj m — 400 Hanasumo u (Y,n,n) < 0, onHocHo Y,n = 0, jep je Y, mo3uTHBaH.

Jlokazyjemo cana na je Y,& = £ Kaxo je Y ,_ kS, > mS,, u kaxo je mpecinkapame A — 1/\
oneparop onagajyhe, t0je I — Ty = (I+ > _, kSg)™' < (I+mSy,) . Tpeba Hexako ga npedammmo
0BO S, y Opojunan. @yukiuja A — 1/(1 + mA) je KOHBeKCHa, Ma je Mama Off JHHEeapHe Koja CIiaja Tauke
(0,1) u (1,1/m), To ject Baxu

1
<
1+4mA = m+1
na Boxehu pauyHa o Ttome 1a je 0 < .5, < I, umamo u

(I4+m(1—-N),

(I +mS,,) ' <

1
1 (I+m(I-S,)),
IITO Ka/1a ce MPUMEHHU Ha BEKTOp & MocTaje

(14 M) 16,6) € — (€ 4 (€ = 5. ) = —— (€l +m ¢ — S, ) < EIEEL
T m+1 e m+1 e - m+1

omaxnejeu (I — Tpn )&, €) < ([1€]12+1)/(m+1). Hocne y3umarma asa mmeca godujamo (I — Y,)E, €) <
0, omucono Y, § =&, jepje Y, < ITutume I — Y, > 0.

JospiuaBamo (Haj3am) moKa3 4eTBpTOr kopaka. Cimka omeparopa Y, caxpxu mpoctop A'E, jep axo
y € A onnay = R¢3aneko R € A’ maje Y, RE = RY,{ = R{ = y. Ilpema npBoM xopaky A
cajpxu mpojekrop @, Ha ImY,. Mehyrum P = inf, | 4¢ Q,. Haume, xako ImY, cagpxu A’¢ 1o je
P < @Qy3acsenurtume P < infQ,. C mpyre cTpane, ako je Pn = 0 onna je u (Q,n = 0, onaxie je
u inf Q,n = 0, mTo 3aBpmara noka3, umajyhu y BUIy ApyTH KOpak, onHOCHO jaa A cajapxu napuMyMme u
cynpeMyMe NpOU3BOJBHUX (haMUITHja IPOjKTOpa.

5° Kopak, KojuM 3aBpiaBamo jgoka3. Heka je P € A”. Tamaje P = supg_ pg C¢, e je C¢ npojekrop
Ha 3aTBOperbe npocropa A’ PE. Baucra A'P¢ = PA'( C Im P, na je yBek C¢ < P. C apyre cTpaHe, ako
je P =&, onnaje n Ce€ = &, ma je sup Ce > P. OBuMe je noka3 3aBplleH, jep je cBaka ¢pon HojmaHnoBa
anreOpa reHepucaHa CBOjUM IPOjEeKTOPHMA. (]

)

6.22. Anreopa W*(T). Hexa je T € B(H) npousBosban oneparop. Aureopy W*(T') nedunuiiemo
Kao Hajamby (10 uHKIY3uju) hor Hojmanosy anre6py (y B(H)) xoja cagpxku T'. Jacuo je na je W*(T') =
{T,T*}" OUKOMYTaHT ABOWIAHOT CKyIIa.

Ako je T HopMaiaH efeMeHT, oHAa je 30or @amma-Ilaraemose teopeme, W*(T') = {T, T*}"' = {T'}".
[Tokazahemo na ce y ciydajy kama je H cenapabuman XunGepros npocrop, W*(T) mobuja Kao ciuka
Bopenosor dgyukuuonantor pauyna anrebpe L (o (T)). Hanme, CieKTpaJHOM TEOPEMOM YCTAHOBJBEH j€
xomomopduzam ¥ : L>°(¢(T')) — B(H) nar momohy CIieKTpaIHOT HHTErpala

v(f) = f)dET ().
a(T)
JlokazaHno je u 1a je ¥ uzomeTpu4Ho, kao u fa u3 ST = T'S cnenyje na S KOMyTHpa ca CHEKTPaIHOM MEpOM,
na otyna S komytupau3a f (1) = ¥(f)3acse f € L>(o(T)). Tako je W(L>®(o(T))) C {T}’. da 6ucmo
JoKa3aay 00paTHy MHKIY3Hjy HOBOJBHO je mokasaru na je W(L>°(o(T))) dou Hojmanosa anrebpa, a 360r
Kamgucon-IlenepceHoBe TeopeMe JOBOJGHO j€ J1a je OHA 3aTBOPEHA 33 CyNpeMyMe W HHQUMyMe MOHOTOHHUX
dhamunyja.

V ciyuajy cenapabuiHor npocropa H, mocToju ckanapHa Mo3uTHBHA (4aK BEPOBATHOCHA) Mepa [t EKBH-
BaJICHTHA ca crieKTpainHoM MepoM E. (Ty eKBHBaJICHIHjy CXBaTaMo Kao 000CTpaHy arcoNTyTHY HEMpeKuI-
HocT, 1o jecT kao u(F) = 0 < E(F) = 0.) Taga je L*(o(T), dE) = L>®(o(T'), 1) jep L™ ne 3aBucu
on mepe Beh camo of ckynmoBa mMepe Hynma. Kaxko je Beh mokazano ma je L*° ¢on Hojmanosa anrebpa oHa
MMa CBOJCTBO Jla CBaka pactyha orpaHndeHa Mpeka uma cynpemym. Jlakie, ako je f, pacryha orpannucna
MpekKa CCCHIIMjaIHO OTPaHUYCHUX (QYHKIM]ja, OHJa TOCToju f € L°° meH cympeMyM. BaxHo ymo3opeme:
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OBrie ce He MOXKe TBPAMTH J1a je sup,, fo(x) = f(x) Tayka mo Tayka, HAPOUUTO aKO CKYINl MHAEKCA HUje
npeOpojuB jep TaJa Tadka IO Tadka CyNpeMyM He Mopa yommre Outu MepipuBa (yHkuuja. DyHkuwmja f
je cynpemyM, y cmucan 1a je 3a cBe «, fo(z) < f(x) cropo cByaa u ga je f Hajmama QyHKIHja ca TUM
CBOjCTBOM.

Heka je cama € H. Buau ce (a BuIeTH u 3agarak 6poj 8) na je u, = p, omHocHo aa us E(F) = 0,
wsnasu p,(F) = (E(F)x,z) = 0. Tlpema Pamon-HukoaumoBsoj Teopemu moctoju L' dynkuuja h =
dp,/ dp. Tlpu tome je h > 0, na Vh € L?. Kako je L> ¢on HojmaHoBa anre6pa ymnpaBo mocMmarpana

Kao anrebpa omeparopa MHOXewa (YHKIHjaMma, TO je fU(T) fdu, = fU(T) fhdu = <Mf\/ﬁ7 \/E>, a
KaKo je TOCIIeqby H3pa3 HopMaiaH (yHKIHOHAI, TO j€ Sup, <M fu Vh, \/ﬁ> = <M f\/ﬁ7 \/E>, OIIHOCHO

Sup, fo'(T) Jadpz = fa(T) Jdpg.

Axo je S, € U(L) pacryha pamuinja, ouna je S, = fo(T) 3a Heky Gamunjy dyukumja f, € L.
Hexka je f = sup, fo € L® u S = o(T). Tanmaje3acee x € H, sup (Saz,z) = sup (fo(T)x,x) =
fU(T) Yo dpty = (Sz,x). Oryma je S € U(L*>®) ropme orpannuctke hammwinje S,. Ako je R HeKo Ipyro
TOpE-e OrpaHuyeHke Te paMIIIbje, OHIa je, jacHo R > .S, ma je oBuUMe J10Ka3 3aBpIICH.

6.23. Teopema [Caxkan]. a) Heka je A neka C*-anre6pa, Heka je A = X* 3a nexu banaxos mpoc-
top X u neka je 7 : A — B(H) penpesenraunuja anredpe A nobujena kao qupekran 36up csux [HC
penpesenranuja (m,, H,), ¢ € X*. Taga je m BepHa penpesenraunja u m(A) je pon Hojmanosa anreGpa;

0) Axo je, mpu Tome 1 X} = A, onna je X = X.

Ipumegba: Kaxo ce X yranay X** = A* To ce MOKe TOBOPUTH O MO3UTUBHUM (PyHKIHOHATIMMA W3
X. Cxyn nosutusHuxX QyHKuuoHana us X ozHadasamo ca X T

Joxkas. a)Ilnan nokasajey cinenchem. U3 npenruduxammje A = X*, Ha A mocToju ciaaba-* TOIOJIOTHja
Y K0jOj je jennHu4Ha Jionta KomrnakTHa. To hemo ma uckopucTuMo 1a 6ucMo MOKa3ajy J1a CBaka MOHOTOHA
orpaHMYeHa Mpeka MMa JIMMeC Y ¢1a00j-* TOMOIOrujH, a oHAa hemo ce nmo3saru Ha Kaaucon-Ilenepcenoy
TeopeMy. AJU UAEMO PElOM, TIOHOBO Y HEKOIMKO KOpaka.

1° xopak. Jokazahemo enemenTapue HejenHakocTH || Reall, || Imal| < ||a|| 32 cBako a € A. 3aucra,
Hekaje a = b+ ic,tnecy b = b* = Rea u ¢ = ¢* = Ima, peaoM peanHu 1 IMarnHapHU JI€0 €JIEMEHTA a.
Tana u3 nnenturera

202 + 2¢% = (b +ic) (b — ic) + (b —ic) (b + ic),

nanasumo 2b2 < aa* + a*a, omnocuo 2||b||? = [|262|] < |laa*|| + [la*a|| = ||a*||? + ||a||* = 2||a||?, u
CIIMYHO 32 C.

2° kopak. Ckyn {a € AT | ||a|| < 1} je 3aTBOpeH y cnaboj-* TOMOJIOTUjU ¥ THME KOMITAKTaH 360T
AnaormyoBe Teopeme. 3amcra Heka je a = b + ic (cabu-*) JMMeC Mpexe MO3UTHBHHX CIIEMCHATA Gy,
[laa|| < 1. 360r KOMMakTHOCTH jequHnYHE JomTe, nMaMo ||a|| < 1, ma Tpe6a jour gokazaru ¢ = 0u b > 0.
3a mpOM3BOJBHO peasHo ¢, Mpexa a, + it — b+ i(c 4+ t). Kako je ||an + it]| < v14 2 (peummo jep
je aq + it HopManan u o(a, + it) C {A + it | A € [0,1]}), u xaKo je u Jjomra moNynpedHuKa v/ 1 + t2
KoMmakTHa, To je U ||b+ i(c + t)|| < V1 +t2, atume u ||c + t|| < /1 + t2. 3a npoussossHo A € o(c) je
oHZIa

AN+t < |le+t]> <1+,

IITO je HEOAPKHBO, ockM ako je A = 0. Tako je o(c) = {0} u Tume ¢ = 0, jep je ¢ camoajyHTrOBaH.

Kakojeu |1 —aql|| < 1,10jen ||1 —b|| <||1 —a]| < 1,majed > 0.

3° IIpoctop X ce Mosxe mocMaTpaTi ¥ kao A* anu He y omHocy Ha HopMy Ha A, Beh y omHOCy Ha c1aly-x*
tononorujy Ha A. [ToxceTumo ce aa je ciabda-* TOMOIOrHja JIOKAITHO KOHBEKCHA, Kao U a X pas/Baja Tauke
y A. Tlokasahemo HemrTo BHme, HauMme aa X T pasasaja Tauke u3 A™, omHocHo na je a € AT jennak mHymm
aKo M caMmo aKo 3a ce p € X T Baxu p(a) = 0.

3a HeTpuBHjanan cmep, younmo 0 # a € AT. Tana je —a nerarusno, a AT N {||a|| < 1} je komnakTan
Y KOHBEKCaH U He CaJipXu —a, 1a ce mpema XaH-baHaxoBoj TeopeMu MOKe OBOJUTH O — @ GYHKIIMOHATIOM,
T0 ject, moctoju ¢ € X, Takas na je ¢(b) > 03acee b € AT u ¢(—a) < 0. Taxo je ¢ MO3UTHBAH, U
¢(a) # 0.

Onaszie, nocebHO, cilean Ja je penpeseHTanyja m BepHa. Hanme, axo a € A, onza mocroju ¢ € X+
TakBo ja je p(a*a) > 0, u tnme ||7(a)||* = ||7(a*a)|| > ||7,(a*a)|| > 0. Tako je 7 nHjeKTHBHA, U THME
H30METPHYHA.
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4° xopak. Jlokasahemo na cBaka MOHOTOHA OrpaHMYEHa Mpexa a, € A KoHBeprupa y cnaboj-*
TOTOJIOTHjH CBOM CYIIPEMYMY ¢ = SUP,, Gq, K0 H J1a OHAA T* 4, T KOHBEprupa ka x*az.

Mpexa a,, je orpaHHYeHa, 1 MOKEMO IPETIIOCTABUTH Jja C€ CaCTOjU Ce OJ] IIO3UTHBHUX eJeMeHara (y
CYIIPOTHOM ITIOCMATPaMO G, — g, ). 11peMa IIpBOM KOpaKy, Ta Mpeska MMa TauKy HarOMHJIaBamba - 03HAYUMO
je ca a. Taj enmeMeHT a je cynpeMyM Mpexe a,. To ce Buan oako: 3a GHKCHPAHO o, MpeXa ag — U, IMa
(mo B) a — a, 3a TayKy HarOMUJIaBama, a Kako je 3a B > o, ag — aq > 0 Tojeu a — a, > 0. OTyna je a
TOPH-E OTPAHUUYCHE MPEKE Gn. AKO je b HEKO APYro ropme OrpaHuYCHhe Hallle Mpeske, oHaa je b — a,, > 0,
a Ta 3a TauKy HarommiaBama uMa b — a > 0. Taxko je a = sup aq,.

[IpTx0mHO BaXky 3a OMIIO KOjy TaUKy HATOMIJIaBamkba MPEXKeE G, I1a KaKO je CYyIIPEMYyM YBEK jeIMHCTBEH,
TO j€ OH yjeIHO U je[JiHa Tayka HarOMHJIaBamka MPEXe a.. ([a mu je u mumec?)

Jlako HaJa3uMo J1a je x*a,x pacTyha M orpaHHyYeHa, a KOHBEPrHpa CBOM CYMPEMyMY, O3HAYHMO ra,
peuumo, ca b. Tpeba nokasaru na je x*ax = b. JacHo je na je z*ax ropme OrpaHHYEHE MPEXE ¥ a0, T,
aJH HUje jacHO Ja je HajMarme, OCHM KaJia je © HHBEPTUOWIHO, jep Talga MOXKEMO IPETXOIHO MPUMEHHUTH Ha
mpexy (x71)*aq,r ™1 u Tako 3amenuTH yiore a u b.

Heka cana = Huje museprubunan. Jlokasyjemo mpBo na 3a ce ¢ € X1 Baxn p(aqnx) — p(azr) n
o(x*aq) = o(x*a). pey penanujy nmamo Ha ocHoBy Komm-I1IBapiioBe HejeqHAKOCTH

®) le(az) = plaaz)]® = lp((a = aa)'?(a — aa)22)]* < p(a — aq)p(r*ar — 2% a,z)
— (p(a) = p(a))(p(z"az) — ¢(b)) = 0.
Jpyry mobujamo 3ato mITo je CBaKH Mo3uTHBaH (QyHKIMOHAN u3 A* peanaH, na THME U CBaKU MMO3UTHUBAH W3
X CX*™ =2 A* maje p(r*ay) = p(anz).
Caza younmo OMJI0 Koje A\ U3 PEe30JIBEHTHOT CKymia enementa z. C jenHe cTpaHe
© ez =N aalz = X)) = @((z = N alz = V) = p(a"az) — Ap(a*a) — Ap(az) + [A*p(a),

jep je x — A maBeptHOMnan. C apyre crpaHe

(10)  o((z — N aa(z — ) = p(z*aaz) — Ap(z*aa) — Ap(aa) + [AP@(aq)
— ¢(b) — Ap(z*a) — Ap(azx) + |A*p(a).

Vropehyjyhn nocnenme nse ucrakuyre dopmyine (9) u (10), Bumumo na 3a cee p € X+ Baxu p(b) =
p(z*ax), onakne je b = x*ax 360r Tpeher kopaka.

Opnasze moceOHO cienu 1a je A yauranna. Haume, ako je e, IpOM3BOJbHA allPOKCHMATHBHA jeANHHUIIA,
OHJIA €, — € = SUD €,, y CT1a00j-* TONOJIOTHjH. YOUUMO IPOM3BOJEHO & € A 1 A U3 HEroBOT PE30JIBEHTHOT
ckyna. Tagasacse p € X T umamo o((z — X)*eq(z — N)) = o((z — A)*e(z — X)). C apyre crpane, Baxu
uo((x—N*eq(x—XN) = o((z — N)*(x = N), jep (x — N)*eq(z — A) = (x — \)*(z — \) y HOp™MH,
a KOHBEpIeHIMja y HOpMU je jaua ox ciabe-*. Tako je (x — A\)*e(x — \) = (z — N)*(x — A), a (x — A\)*
MOXEMO J1a CKPaTHMO, 11a je ex = x. CIM4YHO ce 1o0uja u xe = x.

Ilpumegba: Opne Ou MomIa Ja ce W3Hece mpuMenda Ja cMO KOPHCTHIN IOjMOBE UHEEpIiuUOULaH W
pe30oneeniiny CKyil TIpe Hero ITo cMo Jokazand aa A uma jenuHuny. MehyTum, pe3onBEeHTHH CKyN U
HHBEPTHOMITHOCT CXBaTaMO Ka0 IMOjMOBE y YHUTAIH3auju ainreope A, a kako 3Hamo 1a je A yBek 1BocTpanu
U7ean y CBOjOj YHUTAIU3AIMjH, OHJA CMEMO Jla MUIIEMO & — A H Jia ra cKkpahyjemo, JOKJIe ToJ He CTOjU
camo, Beli yBeK MHOXKECHO HJIM C JICBA HJIM C I€CHA HEKUM JPYrHM eleMeHTOM. MHCIEeKIHjoM 10Ka3a, MOXe
ce YTBPAUTH JIa je CBE KOPEKTHO, OCHM MOJK/Ia jeTHOT MECTa IIPU CaMOM Kpajy KOjH 3aXTeBa Jopay.

5° kopax ¥ 3aBpiuHH. Kako cMo mokasanu Ja je A yHuTaHa, M 7 BepHa pelpe3eHTaluja, 0CTaje jou 1a
ce nokaxe (nmajyhu y Buny Kamucon-TlenepceHoBy Teopemy) na je 7(A) 3aTBopeHa 3a cynpeMmyme pacTyhux
OrpaHMYCHUX MpPCKa.

Jakne, Heka je a,, pactyha orpannuena mpexa y A. Heka je a eH cynpemyMm y A, u yjenso lima, = a
y cnaboj-+ tomonoruju. C gpyre crpane, 7(a,) je pactyha orpanndeHa mpexa y B(H ), u Heka je & BbeH
cympemyM. 3a mpou3sBossHO b € A, u ipousBosbHO ¢ € S(A) N X umamo

(xm(b)1y, m(b)1,) = lim (m(anb)ly, m(b)1,) = lim (anb + Ny, b+ Ny) = limp(b*aqb) = p(b*ab),
npema 4eTBpToM Kopaky. CiuaHo
(r(@)7 ()L, 7(B)10) = (m(ab) 1y, w(B)1y) = {ab+ Ny, b+ Np) = o(b"ab),
1

1
na je ((z — m(a))m(b)1,, m(b)1,) = 0. 360r monapu3alMOHOr HASHTUTETA OHJIA BAXM M 3a cBe b, ¢ € A,
((x —7m(a))m(b)1ly,m(c)ly) = 0. Kaxo je 1, UMKINYHM BEKTOp 3a IMPEKTHH cyMmanj (m,, H,) To je
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x—m(a) = 0 Ha H,, a KaKo je ¢ Ou1o Ipous3BosbHO, TO je x — m(a) = 0, To ject = € m(.A). OBuMe je okas
(KOHaYHO) 3aBpIIICH.

0) Hexka je cana M ¢on Hojmanosa anredpau 6 : X* — M uzomopdpuszam. Tanajeun 6% : M* — X**,
nar ca (6% (A*)) () = A*(6%) Taxohe uzomoppusam. okazahemo na je (0*)~1(X) C M.,. 3aucra, axo
je ¢ € X npon3sBosbaH, OHJA je IpeMa YeTBPTOM KOPaKy MPETXOAHOr J0Kasa ¢(sup a,) = lim¢(a,) 3a
cBaky pacTyhy orpanuueny mpexy y A. Otyna je o Hopmanan, na (6*)~1(¢) € M,. Tpebano 6u na je T0
JI0BOJbHO 300r XaH-banaxoBe Teopema. Ay 3amro? O

6.24. W*-anreope. dedpunummja W *-anredpe je akcHoMarcko 3acHUBame Teoprje poH HojmaHOBHX
anreOpu, 6e3 mo3uBama Ha aMOMjeHTaTHU XMIOEPTOB MPOCTOP.

Hepunuyuja. 3a C*-anrebpy A xaxemo na je W*-anrebpa, ako MOCTOjU HeHA penpe3eHTaruja m :
A — B(H) taksa na je 7(A) ¢don Hojmanosa anrebpay B(H).

IIpema CakaujeBoj Teopemu, C*-anredpa je W* ako 1 caMo ako MMa IpeIyal, OAHOCHO aKO MOCTOjH
banaxoB npoctop X TakaB na je X* = A. Takobhe, X ce Moxe, y TOM cily4ajy, HACHTH(HUKOBATH Ca CKYIIOM
CBHUX HOPMAaTHUX (MJIK YITPaAcIado WK YATPajako HEMPEKUIHUX WU TOTIYHO aIUTUBHUX) QYHKIIHOHAA.

Hepunuyuja. W*-osojnuya gaiie C*-aniebpe A je GUKOMYTaHT HE€HE YHUBEP3AIHE PEIPE3CHTALIH]E.
OnnocHo, axo je 7 : A — B(H) yHuBep3aiHa penpe3eHTaluja, To jeCT OHa Koja [OTHYE OJl CBHX CTarba,
oumaje W*(A) = n(A)".

Ounpa kaza je A Beh W*-anrebpa, nmokasyje ce na je u m(.A) dpon Hojmanosa anre6pa, na je w(A)" =
7(A). dpyrum peunma, Gynkrop W* je mpojekumja. Takobhe nokasyje ce u naje W*(A)(= m(A)") = A**,
oxHocHO 1a je W*(A) uzomopdHo npyrom nyainy anrebpe A. Heku myT Taj m3omMopbu3am HHje ,,IPUPOAAH".
Peunmo &3 = B(H), u 1y je nsomopdusam npuponas, jep je G cByaa ryct (y jaxoj, cinaboj HTA.
Tomosoruju) noackyn ckyna B(H). Amu, na npumepy anrebpe C|0,1] crBapdu croje apyrauuje, jep
jp (C[0,1])" = L*> (penpesnraumje na L*(0,1), amu muje C[0,1]** = L>°(0,1). To ce 36mio, jep
penpesentarmja Ha L2 (0, 1) Huje yHuBep3aiHa.

3aganu

1. Heka cy H n K Xun6eprosu npocropu, u M C B(H ® K), M = B(H) ® Ik, onrocao T' € M
axo u camo ako je T'(z ® y) = Tox ® y 3a wexo Ty € B(H). Jlokasaru aa je M ¢on Hojmanosa anrebpa,
kao u na je M’ = Iy ® B(K). Hanucaru excrmiurthe Gpopmyie 3a marpuue u3 M u M’ axo je H = C2,
K =C3.

2. Heka je G nuckpeTHa rpyma, To jecT Ipyra ca JuckpeTHoM TonosorujoM. Heka I2(G') o3HauaBa ckyn
ceux dynxuuja z : G — C, TakBUX 12 ) o lz(9)|? < +o0.

a) Jlokazaru na je [2(G) XunbepToB NpocTop ca cKagapHUM MPOM3BOIOM (T, y) = gec T(9)y(9);

6) Jlokasatu ja cy 3a puxcupano h € G npeciukasamwa Ly, Ry, - 1(G) — 12(G), nara ca (Lyz)(g) =
xz(hg) u (Rpz)(g) = x(gh) yaurapua. {okasaru na Ly, u Ry, komytupajy. Jlokasaru na cy npeciiukaBama
h+ Ly, u h — Rj,-1 yautapHe penpesentanuje rpyne G na [2(G);

B) Hexa je My = {L, |h € G} n Mg = {R;, | h € G}'. Joxasaru na je (Mr) = Mg u
(Mg)' = M;

r) 3a garo C' € B(I*(G)), nexa je Cyj, = (Cg, h). HNokasatu ja C € M, ako u camo ako Clg up =
Cy.h, omHocHO C' € MR axo n camo ako Cyy, py = Cy p. Mcrucatn KOHKpeTHY hopMy MaTpHIa oneparopa
C'y cnyuajeBuma G = Z,,, G = Zy X Zy nu G = D3 (nuenapcka rpyma);

1) Jokasaru fa je Z (M 1) TpuBHjanaH ako U CaMo ako Cy CBe Kiiace KOHjyramnuja (ocuM, HapasHo, {1 }
Oecxonagne. Hahwm HeTpuBHjanaH eneMeHT LeHTpa y cirydajy Beh HaBemeHMX koHa4HUX Tpyma. OOpartHo,
ako je G komyTaruBHa, Tana cy M u My xomyrarusae. Baxu nu odpar?

3. Hekaje & : L™®(X,u) — M, u(X) < +oo usomopduzam ¢pon HojmanoBux anrebpu. Axo Hu3
gn € L™ Tauka 1o Tayka KOHBEpPrupa Ka g, u aKo je g,, yHupopmuo orpanudet, ovna ®(g, ) KoHBeprupa Ka
®(g) y ynrpacnaboj Tononoruju.

4. Hexka je M ¢don Hojmanosa anre6pa. [lokaszatu na cy cieneha yetnpu yciosa MeljycoOHO eKBHBa-
JICHTHA:

(1) M, je cenapabunan banaxos npoctop;

(2) Jenuunyna nonta y M je meTpuzalbuiHa y yntpaciaboj TOIoJIoTvju;
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(3) ITocroju mpedpojus ynrpacinabo ryct ckyn y M rnpedpojusa Gpamiiiija IMKINYHIX penpe3eHTaImja
anrebpe M umja je AMpEeKTHA CyMa BEpHa;
(4) M uma BepHy penpe3eHTanujy Ha cenapadmIHoM Xuia0epToBOM IIPOCTODY.

5. Hexka je M ¢on Hojmanosa anrebpa u P € M mnpojekrop. Hokazatu na je PMP rtakohe dpon
Hojmanosa anrebpa u (PMP) = M'P.

6. a) Heka je @ : M — N usomopdusam pon Hojmanosux anrebpu M C B(H) u N C B(K).
Joxkasaru xa nocroju Xunbdepros npoctop W u yaurapHo npecnukaBamwe U : K @ W — H @ W, TakBo 1a
je®(T) @ Iw =U(T @ Iy )U™;

0) Ako je ® : B(H) — B(H) x-ayromopdusam, ouna je ¢(T) = UTU™ 3a HeKH yHUTAPaH ONEPaTop
U e B(H),

B) Axo je & : B(H) — B(H) *-eanomopdusam, ouna je ®(7') = > V,TV}, rne je V, damunnja
H30MeTpHja, 3a kojy Baxu ViV, =1, VIV, = 1.

7. Heka je M C B(H) ¢dou Hojmanosa anre6pa u & € H jenuHUYHH BEKTOP, we QYHKIMOHAT AaT ca
we(T) = (T¢, §). Hocau nosutusHOTr dyHKIMOHaNA ¢ : M — C je MUHMMAJIaH IPOjeKTOp Sy, TaKaB Ja je
Y(T) =y(TSy)3acse T € M.

a) Jlokasaru 1a je S, = inf{P € P(M) | P{ =&}

0) IToxazaru na cy cienehu ycioBu eKBUBaJICHTHH:

(1) € je uukmmaan 3a M’ (1o ject M’ je rycroy H);

(2) € pasmBaja M, o ject3a T € M Baxu T€E =0 =T = 0;

(3) Sue = I

(4) we je Bepan Qynkumonan Ha M, 1o ject we(T) =0=T =03aT € M+,

Hapenna Tpu 3aatka 6aBe ce TEOPUjOM CIIEKTpaIHE BUIIECTPYKOCTH.

8. 3a nopmanan 7' € B(H ) kaxeMo Jia UMa #pocili cileKiiiap ako MOCTOjH IUKIIMIHH BEKTOP, Tj. © € H
takas ga je W*(T)x rycroy H.

a) Axo T' mMa MpoCT CIIeKTap JOKa3aTH Ja je 1’ yHHTapHO eKBHBAJCHTAH OIepaTopy MHOXKEHA ca 2 Ha
npoctopy L?(o(T')), To jecT na nocroju ynurapHo npeciukasame u3 V : H — L2(o(T), ;) (3a moroano
x) TakBo gaje VI = M,V tne je M, oneparop MHOXeHa ca 2;

6) Axo 1" uma Gap jeaHy CONCTBEHY BPEAHOCT BHIIECTPYKOCTH Oap 2, onzxa 1’ HeMa MpoCT CIIEKTap -
JIOKa3aTH.

9. Hexkaje H cemapa6unan Xmwibepros npocrop, T' € B(H ) HopmaiaH oreparop, E merosa criekrpanta
mepa, M = W*(T) u neka je 3a € H, notnpoctop H, nar ca H, = Max. Haj3an, ueka je u, = (Ez, )
onroeapajyha ckamapHa Mepa.

a) Jokasatu na 3a x, y € H Baxu: (i) H, < Hy & ¢ € H, (taga mumemo z = y); (i) Hy < H,
TOBJIAYH [ly = fly;

6) Kaxxemo na cy x M y CIeKTpaJHO OPTOTOHATHH U muimeMo zlry axo je H, L H,. Jlokasatu na
TI0CTOjH HajBHILE NPeOpojuBa (haMuIMja CIIEKTPAIHO OPTOrOHAIHUX BEKTOpa T Taksa ja je H = @©; H, ;

B) Axo je zLryonmajex,y = x +y;

r) [lokazaru ma mocroju © € H TakaB na je 3a cBako Apyro y € H, y < x. Jloka3aru 1a je Taga [,
SKBUBAJICHTHA Ca CIIEKTPAITHOM MEPOM, TO jecT L, (F') = 0 ako u camo axko F(F') = 0 (3a TakaB & KaKeMO
1A j€ MaKCUMAHOT THuila;

1) Jlokasarty ia OCTOjU HajBHIIE MPpeOpojuBa GpaMuIHja CIIEKTPATHO OPTOTOHAHUX BEKTOpA X ; TaKBa
naje H = @, H_tj , 3aTUM Z;41 = T, KaO U JIa je T; MAKCUMAaJIHOT TUIIA 32 PECTPUKLH]jy oneparopa 1" Ha
(@51 Hay)hs

b) Ako je z; pammummja u3 nperxonne tauke, hj = dpg, /du,, , nY; = {\ € o(T) | hj(A) > 0}.
Joxkasaru na je T; = T H, YHUTapHO E€KBUBAJICHTaH ca OomepatopoM M, MHOXKema ca z Ha MPOCTOpY
L2(Y;, Mz;). Jokasatn na je o (7)) jenHako eCeHIMjaTHoj CIUIH MAESHTHYKOT MPECIMKaBamba Ha CKyMy Y.
Joxasaru 1 1a je Hu3 ckynosa o (7)) omagajyhu;

€) AKo ce CKyIOBH Y; 3a JBa pa3iu4uTa oneparopa I’ moknamnajy (Jo Ha CKyTl Mepe Hyna) MoKa3aTH 1a
Cy TaKBHU OIEPAaTOPH YHUTAPHO EKBUBAJICHTHH.
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10. 3a tauky A € o(T') kaxxeMo [a UMa CIEKTPaIHy BHiecTpykocT m € M U {oco} ako A € o(T}) <
j <m. Hekaje T : L?>(—1,1) — L?(—1, 1) oneparop MHO*kema dyukuujoM f, tae je: (i) f(x) = x; (i)
f(@) = |ef; (iid) f(x) = sin(1/x).

a) OxpenuTH KOju Off OBHX OTIEpaTopa uMa IpocCT CIEKTap, a KOju He;

0) 3a cBaKu 0] OBHX OTIepaTopa OJPEIUTH pasjiarame y TAUKHy ) MPETXOAHOT 3a/1aTKa, OJPEIUTH CKYIIOBE
Yj;

B) OZIpeaANTH CIEKTPAIHY BUIIECTPYKOCT CBAKE TAUKe \;

r) Jla yu OrITo KOjH O OBHX OIEpaTopa MMa COIICTBEHUX BPEIHOCTH?

1) AKO je A\ COICTBEHa BPEIHOCT HOPMAIIHOT omeparopa S BHIIECTPYKOCTH M, OHJA je CIEKTpayHa
BHIIIECTPYKOCT Tauke A Beha miu jemHaka o m - mokaszatu. HaBectu mpumep ormeparopa rie je CeKTpaiHa
BUILIECTPYKOCT cTporo Beha o m.
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MAPEJ ®OH HOJMAHOBA EKBUBAJIEHIINJA

7.1. Jepunnumja. Hekaje M C B(H) dpon Hojmanosa anre6pa, Heka je K < H 3aTBOpEH MOTIIPOC-
top u Py npojexrop Ha K. Kaxemo na je K iapugpyoicen anreopu M, y oznamu KnM ako Px € M.
CKyIl CBHX TIOTIIPOCTOPa MpHAPYKeHuX anredpu M uaszusamo I pacmanujan v obenexasamo ca Gr(M).
[punpyxusawe Gr(M) 3 K + Pk € P(M) je y3ajamHo jenHo3HauHO U yOynyhe He MOpaMo jia paBuMo
pa3nuky u3Mel)y 3aTBOpEeHHX MOTIPOCTOpa U oAroBapajyhux mpojekropa.

Kako cmo Beh Bugenu, ckyn P (M) ob6pasyje komiuieTHy bynoBy anreGpy y omHocy Ha omepanuje A,
Vu P — I — P. Oarosapajyhe onepanmje y ckymy Gr(M) cy K, L — KN L,3atum K,L — K + L u
Hajsan K — K. (BaxHo je HanomenyTu na oBzie K + L He o3HauaBa anre6apcku 36up motmnpoctropa K
u L, Beh 3arBopeme Tor 30upa.)

3a P,Q € P(M) xaxemo na cy exsusaneniunu y Mapej pon Hojmanosom cmucny v umemo P ~ Q,
aKo 1octoju oneparop V € M rakaB 1a Baxu

(1) V'V =P VV*=Q.

(Y3rpen, Bpean HaIoOMEHyTH Jla caMo U3 IpBor ycinosa y (1) cienu na je V' nenuMudHa U30MeTpHja, Kao
u 1a je VV* npojekrop. Haume 3a x € Im P umamo (Vz, V) = (V*Va,z) = (Pzx,z) = (z,z), 10K 32
L Im P Baxu ||[Vz||? = (V*Va,z) = (Pz,z) = 0. To 3Hauu xa je V AenMMUYHA H30METPH]a, TO jECT
orepaTop KojH je Ha HEKOM MOTIIPOCTOPY H30METPHYaH, a Ha FlbeTOBOM KOMIUIEMEHTY jefHaK Hynu. [locebHo,
onawie umamo jga je V(I — P) = 0, omakne je V = VP utume (VV*)2 = VV*VV* = VPV* = VV*,
1ok je jenakoct (VV*)* = VV* tpusujanua. Otyaa je V'V™* mpojekrop.)

JenHocTaBHO ce mMpoBepaBa Ja je penammja ~ jedHa pelandja eKBHBaJCHIHWje. 3aucra y3mmajyhu
V = P nanasumo ma je P ~ P. Jlaus3 P ~ @ usna3u Q ~ P Bumumo y3umajyhu V* ymecto V.
Hajsag ako je P ~ Qu Q ~ Rouwmaje P = V'V, Q = VV*, Q = U'U, R = UU* 3a Heke
UVeM. Tamuu UV € Muunmamo (UV)*UV = V*U*UV = V*QV = V*VV*V = PP =P, u
UvUV)* =U0VV*U*=UQU* =UU*UU* = RR = R.

Kao u y cBaxoj ByinoBoj anre6pu, 'y P (M) (onnocuo y Gr(M)) mocroju mopenak. JacHo, Taj mopenak
je ompehen y Gr(M) obuunom unkmy3ujom, a y P(M) ca P < @ ako u camo ako PQQ = QP = P.
[Tpowmpuhemo Taj mopeaak Ha KOTHYHHYKH cKyll P(M)/ ~ Ha cnenehn Haunn: Pehu hemo maje P < Q
aKo W camo ako nocroju P} ~ P ca cBojetBoM P} < (), uiM Jpyrauuje u3pedeHo, ako nocroju V. € M
takBo maje V'V =PuVV* < Q.

Huje Teruko npoBeputH ja je < pediIieKCHBHA U TPaH3UTHBHA penanuja Ha konuauuky P (M). 3aucra,
pedIIeKCHBHOCT je TpUBHjaliHa, a 3a TPAH3UTHUBHOCT, ako je V*V = P, VV* < Q = U*U, UU* < R,
younmo UV u umamo (UV)*UV = V*U*UV = V*QV = V*V = P, u UV(UV)* = UVV*U* <
UQUu* =U0U*UU* < R.

75



76

V ciyuajy kanaje M = B(H) nyna pon Hojmanosa anreGpa, taja cy npojekropu P u () eKBUBAICHTHH
aKO U CaMO aKo FbHXOBHU JIOJIA3HH TIOTIIPOCTOPH MMA]jy UCTY TUMEH3H]y. Y OIIITEM CITydajy BaKH CaMo jeJaH
cMep jep ce 3axTeBa [a JeiIMMHUYHA m3oMmeTprja V npunama M, na ce moxe moromut na P(H) u Q(H)
MMajy UCTY IUMEH3H]y aJli Jia HUCY €KBHBAJICHTHH jep JeIMMUYHA H30MeTpHja Koja pesoau P(H )y Q(H)
He npunaga M.

7.2. Cras. a)Axoje T € M ragaIm T, ImT*nM u Pr—7 ~ Pr—7=;

0) [unenturer Kamnanckor] Heka cy P, ) € M mnpo3BosbHH Tpojektopu. Tama je PV Q — Q ~
P—-PAQ,

B) Axo je P, ~ (), 3a cBe mHAeKce o € J, maxo je P, Pg = PgP, =0, QoQp = QpQs = 03acse

(6% 7é 5 OH)laje nu @apa ~ @aQa'

Hokas. a) Ako je T = V|T| nonapHo pasnarame omeparopa T oHzia, Kako je mo3unaro V € M u
V*V = P71 VV" = P onakie cleny 3aKk/bydax;

0) Iocmarpajmo omeparop T’ = (I — P)Q. Baxu kerT' = ker Q @ (Im @ N Im P). 3aucra, ako
MpUIaga ASCHO] CTPAHH MPETXOAHE jSAHAKOCTH, OHIA je T = X1 + X2, IpH yeMy Q1 = 0 u 22 = Qy,
Pzy = x9. Tagaje (I — P)Qz1 = 0u (I — P)Qxe = (I — P)Qy = (I — P)x2, Ia BaXH Ja je JecHa
crpana mojackyn jese. Ako x € ker T paznoxumo ra kao = (I — Q)x + Qz. Kako je T(I — Q) = 0, 10
u3z Tz = 0 cnenu TQx = 0 10 jecr (I — P)Qx = 0, ogrocHo Qx = PQux, ma Qx € Im P. Tako je neBa
CTpaHa MOJCKYII JeCHE.

[Tpema npeTxoAHOj Ta4KK BaXU Pyer 7yt ~ Pyer 7). OCTaje jou fa u3paayHamo

(ker T)* = (ker Q©(Im QNIm P))* = Im QN(Im QNIm P)* = Im QN(Im(QAP))* = Im(Q—QAP).
KakojeT* =Q(UI —P)=(T - (I—-Q))(I — P) to3amerom Pcal — QuQ cal — P nobujamo
(ker T*)* =Im(I - P~ (I-P)AN(I-Q))=Im(I-P-(I-PVQ))=Im(PVQ - P),

npema e MopraHoBuM obpaciuma;
B) Axo je V,, nenuMudHa n3oMeTpuja Koja npesogu Im P, y Im Qq, onma je V = " V., nenuMudna
M30MeTpHja Koja nmpeBoad Gq Im Py y @ Im Q. O

7.3. Cras. Penanuja < je antucumerpudna Ha P (M), 1 THMe HApaBHO pelialja MOPETKa.

Joka3. YV cymTuHH, OBaj JI0Ka3 ce He pa3iuKyje OuTHO ox nokaza Kanrop-bepHiuTajHoBe Teopeme
0 KapmuHamHHM OpojeBmMa. I Buime, pasnmuka je camo y 3ammcy. [axie, Heka je P ~ @1 < Q u
@ ~ P, < P. Hekaje V nenumunyHa usoMeTpuja koja npedauyje Im Py Im @1, u U nenumudna u3omerpuja
koja mpeBomn Q y Py, omHocHo V*V = P, VV* =Q,uU*U = Q, UU* = P;. Kako je mona3Hu npocTop
JIeTMMUYHE U30MeTpuje V' cajipikaH y MoJIa3HOM IPOCTOpY AeNuMHUYHE n3oMeTprje U, TO je 1 KOMITO3HLIH]ja
W = UV Ttakohe nenmumuuna m3omerpuja. [lpu tome je W*W = V*U*UV = V*QV = V*V = P, jep
ImV =Im@; C Im@Q. Jebunnmemo cana onagajyhu uus nornpocropaca K = ImP, K1 =Im P, u
K, 2 = W(K,), u onroapajyhu Hu3 npojekropa P,, = Pk, . YcBojumo taxohje osnake Py = P, Ky = K.

Iokazahemo na je K,,nM, onnocuo P, € M xaou naje P,,_1 — P, ~ P41 — Pp,+2. 3a mouerax je

(WPP,)*WP, = P,W*WP, = P,PP, = P,

(2) . .
WP,(WP,)* = WP, P,W* = Py,

jepje WP, (K,) = W(K,) = K42, onHocHo W P,, usomerpuuno npecinukasa K, Ha K, 2. OTyza, ako
P, € Mouna P12 € M, akako Py, P, € M T0 je npBu feo Haie TBpame nokasad. 1lIto ce tuue apyre,
nokasahemo ja je W(P,, — P,,_1) nenumuuna usoMerpuja KojoM ce ocrapyje P,—1 — Py, ~ Pyy1 — Ppraio.
Ha ocHoBy (2) umamo

(W(Pnfl_Pn))*W(Pnfl_Pn) - (Pnfl_Pn)W*W(Pnfl_Pn) = (Pnfl_Pn)P(Pnfl_Pn) = Pnfl_Pn
a Taxohe u

W(Pn—l - Pn)(W(Pn—l - Pn))* = W(Pn—l - Pn)W = WP’VL—1W* - WPI’LW* = P7L+1 - P7L+2-
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Caja mako 3aBpiaBamMo J10Ka3. AKO 03HAYUMO Po, = /\n>0 P, ouna 360r Poy, — Pogyo ~ Popio —
P2k+4 nMaMo

“+o0 “+o0 “+o0
P= (@(Pn - Pn+1)> ® Poo = <€B(P2k - PQM)) ® (@(sz_l - szm) ® Pog ~

n=0 k=0 k=0
+oo +oo —+oo
(@(P% - P2k+2)> ® <@(P2k1 - P2k+1)> ® P = (@(Pn - Pn+1)> ® P =P ~Q
k=1 k=0 n=1
g

IMPOJEKTOPU HA PAKTOPUMA

[Toapa3ymeRa ce na je y okBupy oBe 1ennHe M yBek (aktop.

V omrem ciy4ajy < je penanuja JelMMUYHOT opetka Ha P (M). Mehyrum y noceGHOM ciiyuajy Kaa
je M dakTop Moxe ce nokaszarTH Ja je < TaJa pelialyja JMHEapHoT IopeTka. Y Ty CBPXy IOTpeOHa HaM je
jeIHa TEXHUYKA JeMa.

7.4. OcHoBHa Jema o daxropuma. Heka je M C B(H) dakrop, n Heka A € M, A’ € M.
(TToncerumo ce na je M’ o3naka 3a komyranrt.) Taga uz AA’ = 0 uznazu A = 0w A’ = 0.

Jokas. TTocmarpajmo Bektopeku notipoctop L = {z € H |VB € M, ABx = 0} u P npojekrop Ha
L. Tlokasahemo na P mpumana nesTpy anredpe M.

Hekajex € Lu C € M. TamazacBako B € M u BC € M, na je ABCx = 0. Ortyna je
L wuBapujanTan 3a M, a Tume u L, na P € M’. Hexa je, cana C' € M’. Tana je 3a cee B € M,
ABC' = C'AB, naje ABC'x = C' ABx = 0, onakiie, aHAJIOTHO [IPETXOIHOM, 3aKjbydyjemo na P € M.
Kakoje MN M’ =CI,10jeunu P =0, P = I.

V mpeom ciy4ajy je L = {0}. 3a npousBossho x € H, A’z € L, jep 3a cee B € M umamo
ABA’'x = AA'Bx = 0, na je oryma A’ = 0.

VY npyrom cnyudajy je L rycty H. Meljytum, 36or I € M, 3a cBe x € L umamo Ax = Alx = 0, na je
A = 0 (upBo Ha L, a 3060r OrpaHMYCHOCTH U HA KBETOBOM 3aTBOpewY H). O

7.5. CrtaB. Axo je M bakrop, oHIa je penaiuja < Ha KOJIMYHHYKOM cKyiy P(M)/ ~ pernauuja
JIUHEAPHOT TopeTka. J[pyrum peunma, 3a cBaka aBa mpojekropa P, Q € M jeuwm P < Q win Q < P.
Tepamwa, HapaBHO He Mopa OuTH TayHa ako M Huje pakTop.

Hoxkas. Heka cy P u (Q € M npousBospHE IpojekTopu. AKo je Oap jeman ox Ta jaBa mpojekropa 0
TBpheme je TpuBHjasHO. AKo 00a HUCY HyJa, OHJIA hemo 3a moverak AoKa3aTH Jia MocToje MelycobHo
exBuBaieHTHH Py < P @y < Q.

3a npomsBosbHO 0 # = € Im (), mocmarpajmo mpoctop L = Ma = {Tz | T € M}. Taj npocrop
je (Bumenu cMo TO BHIle IyTa) HHBapujaHTad 3a M. Crora npojekrop P; Ha BeroBo 3aTBOpere MpUIaja
komyTauty M’. Ouurmento 0 #£ = € L, na P; # 0. Ha ocHOBY ocHOBHe Jieme Hanasumo PPy = Py P # 0.
Ciuka Im( P Py) cagpxkana je y Im P N Im Py, Te je nocieamy NoTIpoCTOp HETPUBHjaIaH.

Onabepumo y € Im P N Im Py, ||y|| = 1. Kako je Im P; = L, nanasumo na noctoju 7' € M Ttakso
naje |ly — Tz|| < 1. Kako je z € Im@Q, 10 ject Qz = z, u y € Im P, 10 ject Py = y, T0O uMamo
lly = PTQz|| = ||Py — PTz|| < ||P|||ly — Tz|| < |ly — Tz|| < 1. Opatne 6u PTQxz = 0 umarno 3a
nocnenuuy ||y|| < 1, wrro je Hemoryhe, ma PTQ # 0.

Heka je S = V|S| monapHo pasnarase oneparopa S = PT(Q. ennmudna uzomerprja V' npumana M
1 OHa mpeBoau motpocTop Im S* y Im .S, O3naunmo mpojekrope Ha Ta aBa npocropa ca Qg u Py pemom.
Onu cy HerpuBHjainy, jep S # 0. Uz Qg = V*V, Py = VV™* nanasumo na Py, Qp € M u Py ~ Q.
Hajzag uz S = PT'Q Bugumo na je Im .S C Im P, onakne je Py < P, u ciuyano, u3 .S* = QT P Hanasumo
ImS*CIm@Q,majeQy < Q.

Cajia jemHOCTaBHO 3aBpIlaBaMo Joka3 nmpumeHoM LlopHose neme. Younmo damuinjy F CBUX maposa
(Pa, Qu) cacBojetBoM P > P, ~ Q, < Q, nypehemeM (P,, Qo) < (Ps,Qp) ako u camo axo je P, < Pg
1 Qo < Qp. Y 0B0j bammunju cBaxu nanar (P, (),) uMa ropme orpanudesme (VP,, VQ,), Ia MOCTojH
MakcuManaH eneMent. O3Haunmo ra perumo ca (Py, Qo) Axo je P = Py unu (Q = (g J0Ka3 je 3aBpIlcH.
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VKOJIMKO HHjE, OHJIa MOKEMO TIPUMEHUTH TIPBH KOpak Ha omeparope P — Py u Q — Qo ¥ 3aKJby4YHTH J1a
nmocroje Herpupmjanan P} < P — Py u Q1 < Q@ — Qo takBu na je P, ~ Q1. Mehyrtum, taga map
(Po+ P1,Qo+ Q1) € Fucrporo je Behin o mapa (P, Qo) MTO ce IPOTHBH HEroBoj MaKCHMaNIHOCTH. [

7.6. Ctae [0 nejoopojuom nememy]. a) Heka P, Q € M. Taaa nocroju MeljycoOHO opTroraHaiaH
damunmuja P, < Pu R € M ca cBojcTBOM

?3) P = (®a4csP.) ®R, Py ~Q3acee, R 3 Q.
0) Axo je ckym uHIekca J 6eckHadaH, Moxe ce y (3) yzetu na je R = 0;
1
Kapaunamau 6poj ckyna J o3HauaBamo ca ol a HeUITo KacHuje heMo JoKa3aTu Aa He 3aBUCH Off

npeacrasipama (3);
B) Bake HejenHakocTH

@ al [#] =[al = ([&] ) (5] )

o GBI o[

Jlokas. a) Axo je P 3 Q moxeMo yseru npasny pamunnjy (J = 0) u R = P. Axo je P ~ Q) oHza
y3umamo jenHounany damumjy J = {1}, PL = P u R = 0. V nerpusujanuom ciydajy @ X P, mocroju
Py <P,Py~Qmurama P = Py + (P~ F). Axo je P — Py 3 (Q noxas je 3aBpiieH. Y CynpoTHOM
npuMemyjemMo Beh ommcanm noctynak Ha P — Py y3 nmpumeny LlopHoBe neme. DopmanHo, mocMaTpamo
ckyn F cux pamunuja (P, ), MeljycoOHO OPTOroHalIHKUX MPOjeKTopa 3a Koje Baxu ®, P, < P, P, ~ Q,
ypehennx uHKiIy3ujoM. CBakul JIaHAI[ UMa TOpPHE OTPaHUYCH-E, Ma MOCTOjU MakcHMMaiHa daMmiuja ca
HaBelleHHM cBOjcTBOM. IIpernocraBka P — @, P, = () JoBOAM 10 IOCTOjamka joIl jeqHoT cabupka Py ~ @),
Py < P — @&P,P, cyiporHo MakcuMaiHocTu ¢pammmuje. Otyna R = P — ©, P, ;ﬁ Q;

0) 3aucra, ako je J GeckoHavaH, oHa ¢y ckymosu J u J' = J \ {jo} ucre KapAUHAIHOCTH U BaXXu
BacgPo ~ Bacj Py, 1a IMaMO

P = (EBQEJPQ)@RN (EBQEJ'PQ)@R'\< (®a€J’Pa) @QN @aeJPa < (@aEJPa) @R: P7

I1a Ha OCHOBY aHTHCHUMETPUYHOCTH penaiyje < Hama3umo P ~ ¢ 7 P,. Axo genmuvmudna m3omerpuja V'
OCTBapyje MPETXO/HY peNaiujy, 1 ako o3Haunmo V* P,V ca P! oulie P = ®qoc s Pl;

B) Hekaje P = (©acsPo) ®SuQ = (©pexQp) ©T,tneje P ~ Q, S 3 Q,Qp ~ R, T 3 R. Axo
je V,, nenuMu4Ha M30MeTpHja Koja npesomu @ y P,, oHaa je W, 3 = V()3 NeInMUYHa H30METpHja Koja
npeBojH (3 Y HEKH MPOjEKTOP P(;, 5 < P, exBuBanenras ca R, na je

P= (@aEJPa) @ S = aaaEJ(@BEKP(;”B S T(x) ©® S = (@a,ﬂEJXKP(;ﬁ) S (@aEJTa) S¥ Sa

ozaxie cienu npsa HejenHakoct. Hejennakoct he 6uru crpora ako je (Daciln) @ S = R.
®Dopwmye (5) cy jemrHOCTaBHE. (]

7.7. Beckonaunu npojexropu. IIpojexrop P € M HasuBamo beckonaunum axo mocroju Py S P
TakaB 1a je P ~ P;, OIHOCHO aKo je eKBUBaJICHTAaH CBOM MPABOM IOTIIPOjEKTOPY. Y CYMPOTHOM, Ka)XeMo aa
je P konauan.

Crene jeqHOCTaBHA IpaBHIIa ca OECKOHAYHUM IIPOjEKTOPHMA!

e Axo je P GeckoHadaH, OH/a ce PP MOke TIPHKa3aTé Kao

(6) P = ®acsPa,

npu uemy je P, ~ Pg u ckyn unjexca J 0eckoHauaH (J1a Jid IpeOpojuB MM HENPEOPOjUB HEOUTHO).

3ancra, Heka je V' nenumudHa uzoMerpuja TakBa ga je VV = Pu VV* = P S P. Jedunumumo
HB Qpca@QQy =P —PiuQpi1 =VQ,V*. KakojeImV =Im P; C Im P u (ker V)L = Im P, umamo
VP=V,PV*=V* PV =PV =VuV*P=V*P, =V*. Opame je Q,P =VQ,V*P = Q,
u PQ, = PVQ,V* = P, na je yBek @, < P. Takohe m3 V*Q, = V*P — V*P; = 0, ogHOCHO
Q1V =PV — PV =0,3an < m umamo

Qan = VmilQl(V*)mian(V*)nil =0 Qan - Vnillemian(V*)M71 - Oa
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naje QL Qy. Hekaje Qo = Np>1Qy. Tanaje
P = (@2":1%) ® Qo

a pe3yJyiTar CJICAN aKo MEeI00POjHO MOACTHMO () ca Q1.

e Axo je P GeckoHauaH, oHja noctoju R < P rakaBnaje P~ R~ P — R.

OBo HemocpeHo cuenyje u3 (6), jep ce cBaku CKyl OeCKOHAYHE KapHHAIHOCTH MOXE Pa3lIOkKUTH Ha
JIIC]YHKTHY YHHUJY /IBa CKyTla UCTE KapJAUHATIHOCTH Kao U MOJa3HU.

e Axo je P 6eckonauad u () = P, oHna je u () 6eckonauan. [ToceOHo, wiu je I OeckoHaYaH WiIH Cy CBU
NPOjEeKTOpY KOHAuHH. Joul jenHa nocneauia je aa u3 P ~ () u P OeckoHavaH cienu 1a je u () OeckoHayaH.

3ancra, Heka je P ~ Q1 < Q. Taza je HapaBHO 1 ()1 GeckoHadyaH, OXHOCHO 1 ~ Q2 S Q1. Ho tama

enQ =010 (Q—-0Q1)~Q2®(Q— Q1) mounrtenso Q2 ® (Q — Q1) = Q.

7.8. Crap. Heka cy P u () xoHaunu mpojekropu. Tama je koHauaH u npojekrop P V (). Hapasho
0JIaBJie O/IMax CJIE/IM Jia je CylpeMyM KoHauHe (aMuinje KOHAYHHX IpojeKTopa Takohe KoHavyaH.

Hoxka3. oxkas hemo u3Bectn y ciyyajy kaga je PV Q = I. To je ZOBOJBHO, jep y CyIIPOTHOM, MOXXEMO
npehu Ha ¢poH HojmanoBy anredbpy RMR (koja je peannzoBana Ha XunbeproBoM npocropy RH), e je
R = PV Q. Ipernocrasuliemo (3a cama) u naje P1Q, 0ject PVQ =P Q = 1.

IIpernocraBumo cynpotHo. Tanma moctoju mpojekrop R TakaB ma je [ ~ R ~ [ — R. Ymnopeaumo
upojexkrope P A Ru Q A (I — R). Kako je M daxrop jeman of1 ibux je Marbu, a Apyry Behu.

1° ciayuaj. Hekaje P A R < Q A (I — R). Ha ocuoBy dopmyine Kamranckor umamo

R=(R—RAP)®RAP~(RVP—P)&RAP<(RVP-P)&QA(—R).

3a koju TpeHyTaK 00jacHHheMO 3aIlTo Y MOCIEABEM U3pa3y UMaMo MpaBo aa Hamuimemo @. Ha ocHoBy nie
Mopranoux npasmia apyru cabupak je Q A (I — R) = (I — P)A(I — R) =1 — PV R. Otyna je npyru
cabupak oproroHana Ha P V R, nok je npsu Mamu ox PV R. OcuM Tora ogarie je

R (RVP-P)(I—-PVR)=1I-P=Q,

IITO je KOHTPaIUKIIHja, jep Ou oHna u () Mopao Outn deckonadas (Q = R ~ I).
1° ciyuaj. Hexkaje Q A (I — R) < P A R. Axo oznauumo Ry = I — R, P, = Q, Q1 = P, oHna je
nocne/mha penanuja saniucana kao Py A Ry < Q1 A (I — Ry), OMHOCHO CBENHM CMO Ha IPBHU CIIy4aj.
Ocnoboaumo ce jour npermnoctaBke P Q). Tlpema dopmymu Karmmanckor umamo PV QQ — P ~ @ —
PANQ<Q.Hekaje@ =PVQ—P.Tanaje @1 < @ xoHauno, amuu PV Q = P & Q. O

7.9. Tlocaenuue. a) Heka je () konauan. Taja je P GeckoHayaH ako U camo axo je [P/()] Geckonavan;
0) Axko je Xunbepros npocrop H cenapabuian u P, Q) € M C B(H) GeckonauHu, ouzaa je P ~ Q.

Jokas. a) Ako je J = [P/Q)] Geckonavan, ouma cy J u J' = J \ {jo} ncre kapunnannocrty, na je
P=®jcjQa ~ PjesQa S P. Axo je J = [P/(Q)] xonauaw, ouza je P = O P+ R @7 P +Q,
IITO je KOHaYHA CyMa KOHaYHUX;

0) Hexa je, na npumep Q@ < P. Tana je P = ©rex Py + R, tie je P, ~ Qu R 3 Q, npu uemy je
ckyn K HenpasaH U HajBuIle MpeOpojuB (300r mpeTrnocraske o cenapaduiHocTn). Kako je () GeckoHauaH,
TO je @ = DjesQj, Tne je Q; ~ Qo n J npedbpojus. Kako je P, ~ ), To ce OH MOKe NMPUKA3aTH KAo
Py, = ®jeiPr j, Prj ~ Qo. Tako je

P = @jeJ,keKPk,j + R.

Kaxo je ckyn J x K npebpojus, Moske ce cmarparu 1a je R = 0 m oryma P ~ Q). O

KJACUOPUKALIMJA PAKTOPA

Tokom oBor oziesbKa cmarpamo na je H cenapabunan Xunbepros npocrop u na je M C B(H) dakrop.

7.10. dedunuumja. Hexa je M C B(H) dakrop.

a) Kaxxemo na je M dakrop Trna I, ako y weMy NOCTOji MHHUMaJIaH HeTpuBHjaiaH (# 0) mpojekrop;
6) Kaxxemo n1a je M dakrop tuna /7, ako y leMy 110CTOj€ KOHAYHHU MIPOjEKTOPH, alli HeMa MUHUMAITHOT;
B) Kaxkemo na je M daxrop tumna /11, ako y leMy He ITOCTOje KOHAUYHH IPOjEKTOPH.
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V ciyuajy daxropa tuna 11, ypehen ckyn P(M)/ ~ je nBounan u eKkBuBaneHTaH je (10 Ha pactyhe
priecinukaBame) ca ckynom {0, co}. Hamme, uum 0 # P € P(M) onmax je P GeckoHauaH, a CBH Cy OHU
€KBUBAJICHTHU.

HUctiopujcxa naiiomena: Mapej u pon HojmaH koju cy pa3Buiiv oBy Teopujy on 1936 no 1941 vutu cy
pacnonaranu npuMepom Qakropa Tuna /1] HUTH Cy MOIVIM Jia IOKaxy Jia ux Hema. [IpBu npumep ¢akropa
tumna I I ] xouctpyucao je [Tayepc tex 1967, 3atum cy Apaku u Bync 1969 pa3suinm nocrynak koju omoryhasa
KOHCTPYKIIH]y BpJIO IUPOKeE Kiace akropa. KoH je TokoM cenameceTix 10CTa YIMHHO Ha KiIacHpUKAI]H
¢axropa Trumna I 1, kojux Mua HEIPeOPOjUBO MHOTO HEM3OMOP(HHHX.

7.11. ®akropu tuna I. Hexa je M C B(H) dakrop tuna I u uexa je Py € P(M) MuHnManHu
npojextop. CBaku ApyTH MPOjEKTOp ce MOXKe MOoAeIUTH Oe3 octaTka ca Fy. 3aucramsz P = @jc P + R,
P; ~ Py, R 3 Py cnenyje R = 0 jep je Py munumanan. [asbe, ako je P = ©jc s Pju P’ = @jeJ/Pj(,
P; ~ ij ~ P, cnenyje na je P ~ P’ ako u camo ako cy J u J' UcTe KapJAMHATHOCTH, OJHOCHO aKO je
[P/Py] = [P’/ Py, u napasuo, P < P’ ako u camo ako je J Matbe WiH jefHake kapaunainHocta ox J'. Kako
pamumo Ha cenapabuinHom XuberpoBoM mpoctopy ckym [I/Fo| je Hajsuie npebpojus. Otyna je y ciydajy
daxropa trna I, ypehen ckyn P(M)/ ~ win ekuBasentan ca N (y ciyuajy kaga je I GecoHadyan) wiu
expuBaientad ca {0,1,2,...,n} 3a weko n € N (y ciyyajy kaja je I koHayad). Y IpBOM Cily4ajy KasKeMo
na je tana M ¢axrop tuna [, a y apyrom aa je M dakrop tumna I,,.

3a naro P € P(M), 6poj [P/ Py] 3BalieMo youwiliecna gumensuja Wi caMmo gumensuja npojekropa P,
u o3navyaBahemo ca D(P). JacHo, ckyn Bpextoctu pyukimje D je ckym {0,1,2,...,w}, w € NU{oco} ako
je M dakrop tuna I,,. Huje Temko mpoBeputh Aa GyHKIHja tumen3uje D uMa cieneha cBojcTBa:

(¢) D(P) € [0,D(I)] C [0, +oc], D(P) = 0 axo u camo axo je P = 0, D(P) = 400 aKo 1 camo aKo je
P 6eckonayvawn;

(ii) D(P) = D(Q) axo u camo ako je P ~ @Q;

(7i1) D(P) < D(Q) ako u camo axo je P < Q;

(iv) Axo je P; L P; onpa je D( ;r:(xf P)) = ;r:(xf D(P;), ogrocHo ¢yukiuja D je IOTIYHO afUTUBHA.

Kox daxropa tuna I kapaunanaoct ckymna [/ Py| normyHo onpehyje dbakrop. Hanmme Baxwu crneneha
TBPIIEbA:

7.12. Cras. Hekaje M C B(H) dakrop tumna I, w € NU{oco}. Taga je H yHUTapHO €KBHBAJICHTAH
ca K1 ® Ko, dim Ky = w,u M = I ® B(K>). JApyrum peanma B(K) je jemuau npumep ¢akropa tana I.

Hoxkas. Hexka je Py muaumanan npojexrop y M, n neka je I = ©5_, P;, P; ~ Py pasnarame jenuauue.
Heka je A € M n A = [A;;]¢,_, weHa marpuua y ofHoCy Ha pasirame npocropa H = @%_, P;(H),
OIIHOCHO IpenusHuje, Heka je A;; = P, AP;. Jlako ce Bumu na je A;; = \;;Vi; tneje Vi; « Pj(H) — Pi(H)
AENMMUYHA H30METpHja MyTeM Koje je P ~ Pj. 3auncra, y cympoTHOM Om cnekrap omeparopa V;7A;;
cajpxaBao Oap JBe Taduke, T¢ OM Ce HAIIA0 HETPUBHjanaH mpojekTop = P; mrto je Hemoryhe. (OBo 3a
A = A* mwrro je noBosbHO, jep je M renepucana camoajynropanum.) Jlpyrum pednma A = [A;;]95_;,
onHocHo A = I ® A, tiie je Ay € B(K>) npoussosban u Ko Xunbepros npoctop ca (hopmantom) Gazom
P;. O

7.13. ®axkropu tuna /1. 1y oBom ciydajy hemo nedpnucarn QyHKIHjy AUMEH3Hje Kao PEIaTHBHU
OITHOC JIBa TpojekTopa. 3a mouyeTak KOHCTpyucaheMo HHW3 KOHA4HHMX Tpojextopa R; > Rs > ... ca
cBOjcTBOM [R,,/ Ry 41] > 2. TaxaB HU3 HA3UBAMO UHQUMUTTEIUMATHUM HUSOM.

3a ersucTeHIujy TaKBOT HU3a JIOBOJBHO j€ JI0Ka3aTy J1a 3a cBakK koHayaH PP noctoju R < P ca cBOjcTBOM
[P/R] > 2, jep mona3ehu ox 6mito Kor KoHauHOT R MHIYKUHjoM Hanasumo Ro, ma onna Rs utn. V peny,
axo je P xoHauaH, onzga moctoju 0 S R S P, jep y dakropy trna I1 He MOCTOje MUHIMAITHH TIPOjEKTOPH.
[IpermocraBumo, penmo, n1a je R < P — R. Ocnamajyhu ce Ha (5) Hamazumo

P R+ (P—-R) R P-R R
il [ e 2 O il R ) S [ i e 2
A= R R 2 [

A, ako je obparHo P — R < R, onna 3amMmeHuMoO yiore npojekropuma R u P — R.

7.14. Cras. Heka je R, uH(OUTH3EMAaIHU HU3.
a) 3a npon3BoJbaH KOHayaH npojexkrop P Baxu [P/R,] — +00;
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6) 3a 6uJI0 KOja iBa KOHAYHA IPOjEKTOpa MOCTOjU KOHAYaH JIMMEC

{P}

P . R,

@ Q:ngrfoo[Q]
R,

Axo je P GeckonauaH, a () koHa4aH, oHja je qumMec y (7) jemHak +o0o. Axko je ooparHo P koHauaH, a ()
OeckoHauaH, oHJa je muMec y (7) jenHak HyIu;
B) Bake cinenehe penanmje:

Flefo[f)en P2 Poe_r.o
Q=0 -~ |0 QR R R R R

r) JIumec y (7) He 3aBucH o n300pa HHPUTH3EMAITHOT HA3A.

]2 @] w2 =)

0) 3a mpou3BOJEHE M U 1 KMAMO
P P R, P
— | +1 +1 — 1
l:Rm+n] < |:R7L:| |:Rm+n:| < l: n:| ( 1 ) ,

" e TR g

I1a POJIa30M TOPHUM JTUMECOM KaJl 1 — +00 HaJla3uMo

b b +1
=— | Bn R,
lim < ,

n—-+4oo Q Q
s

OJIaKJIC j€ Taj JIMMEC KOHAYaH. JOI jeIHUM MPOJIACKOM, Caja JOWmUM JMMECOM Kaa n — 400, uMajyhu y
Buay [Q/Ry,] — +00 nobujamo TpaxeHo.

Axo je P GeckoHauaH, a () KOHa4aH, oHja je 3a cBe n, [P/R,] = 400, [Q/R,] < 400 onakie je

P/Q = 400 u cimuno ako je P xoHavaH, a () 6eckoHayas;
B) Ha ocnosy (4) u (5) umamo

Joxka3z. a) Cnenu u3

EL )

i
=|
3

OfIaKJIe JIMMECOM JI00MjaMo pe3yITar;

R . P P/R]
r) Ao je R, Hekn npyru nHGUTH3EMATHH HA3, OH/ZIA j€ IPeMa IIPETXOIHOM — = > Kao u
Q@ Q/R,
P P P
= - - | +1
R, _TR, _|R,
Ql,,- @~ TeT "
i R,
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7.15. CraB [pynkuuja numensuje]. Hexka je M daxrop tuna I1 u Py € M duxcupanu npojexrop.
®yukimja D : P(M) — [0, +00] nara ca D(P) = P/ P, (pyskunja qumensuje) uma cieaeha cBojcrsa:

(¢) D(P) = 0 ako u camo axo je P = 0, D(P) = +00 aKko u camo axo je P OeckoHayaH;

(i¢) D(P) = D(Q) ako u camo axo je P ~ Q;

(113) D(P) < D(Q) axo u camo aKoje PxQ;
(iv) Ako je P, LP; oumaje D(> 5 P;) = j:f D(P;), onrocHo dyHKIHja D je IOTIyHO aIUTHBHA.

Hokas. (i) Beh cmo noxasamu na je P/ P, xoHayan Gpoj ako u caMo aKo je P KoHayaH, [ITO JOKa3yje
npyry tBpawy. O6parno, ako je P konauan u # 0 ouna je Py/P xonadan 6poj, a tume P/Py > 0 kao
EEroBa perunpoyna Bpequoct. O6parHo, ako je P = 0 onpa je Tpusmjanuo P/ Py = 0;

(i) u (ii7) Hajmpe, axo je P ~ @, onma je 3a cee n [P/ R,] = [Q/Ry,], omakine je P/Py = Q/ P, mro
nokasyje obparan cmep y (ii). Axo je P < Q, ouna je [P/R,] < [Q/Ry], onaxie je P/ Py < Q/Py naje n
y (i4i) mokasan oOparaH cMep.

Hexka je cana P 3 Q. Tagmaje P ~ Py u Py © Q2 = Q. Ilpema Tauku B) IIPETXOMHOT CTaBa, HMaMO
D(Py)+ D(Q2) = D(Q). Taxo je D(P) = D(Q) axo u camo ako je D(Q)2) = 0 a To ce pelrasa jegHHO ako
je Q2 = 0 mwrro je koHTpaaukumMja. Tako je mokasaH W qupektaH cMmep y (i4). Omarie TPUBHjAIHO CIICAYje U
IMpeKTaH cmep y (7ii);

(iv) TokoM HoKa3a MpeTXoAHHMX Tayaka (it) u (i74) Beh cMO M3Benu oBy Qopmyny 3a ABa cabHpKa,
OflaKJIe MHYKIII]OM JIAKO 3aKJbY4YYjeMO Ja OHA BaKU U 3a CBE IPHPOAHE OpOjeBe n, TO jeCT UMaMO KOHAUHY
aIUTUBHOCT. J[OKa)XUMO U Hpe6p0jI/IBy Kaxko je yBek >y P; < >.1° Pj u D KOHAa4HO aIMTHBHA, HATA3UMO
maje > ! D(P;) < D(>-{° P;), na nmpenackoM Ha JIMMec

ZD y< D ZP

[IpernocraBuMo na Baxku cTpora HejemHakocT. Tazxa pex Ha JIeBOj CTpaHM KOHBEpPrupa M NoceOHO
D(P;) — 0. Jakie nocToju HeKko GUKCUPAHO k ca CBOjCTBOM

—+o0
D(Py) <n=D ZP - D(P)
j=1

300r KOHaYHE aIATUBHOCTH, T4/1a je 1 3a CBE 1M

+oo +oo +oo
®) D(P)<D| Y P | =Y DP)<D|> P
j=m j=m j=m

C apyre cTpaHe 300T KOHBEPIEHIIHMjE Pea, MOCTOjH | TAKBO 1A je
) ZD ) < D(P,), wmmocebuo  D(P)) < D(Py).

Tana je P, < Py, na nocroju ; < Py, takBo na je P, ~ Q;. Tako je D(Py) = D(Q;) + D(Px — Q) =
D(P;) + D(P, — @), na nocine ckpalinBarma HaJIa3uMo

“+o0

Y D(P)) < D(Px — Qu).

j=141
Hacrapspajyhu y mcToM MaHUpY Hala3suMo HH3 TIpojeKTopa (Qn, 1 > | TakBHUX Aa je B0 Q) < Py u

+oo
> D(P) <D(Pr— Qi — Quyp).

Jj=l+p

Mebyrum, Taga je u ®, 2P, ~ &>Q,, < Py, omocno D(,% P,) < D(P), o je y KOHTpajuKLyju
ca (8). U
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7.16. Cras [ckyn Bpeanoctu ¢pynknuje D]. Heka je M dakrop tuna I/ Ha cenapabuiHom Xuidep-
toBoM ripocropy H. Tana je ckyn Bpeanoctu ¢yrakuuje D jennak uarepsany [0, D(I)].

Jloka3. O3HauMMO Taj CKyIl BPEAHOCTH ca S. PesoM M3BOAMMO CBOjCTBA CKyma .S.

(7) Cxyn S canpoku aymy u D(I) 1 He caqpikKu HETaTHBHE BPEIHOCT - TPHBH]AITHO.

(i) 3ajemso ca o u B, ckym S caapku U « — [ (HapaBHO ako je « > [3). 3amcra, axo je D(P) = a >
B =D(Q),onnaje @ < P,maje D(Q — P,) =a—f,ak0je Q > P, ~ P.

(iii) Axo S canpku GpojeBe oy, v My ap < cwoHmau » ;. oy € S. 3amcra, Tana nocroje @,
P; e M1h. D(Q) = o, D(P;) = o; u Baxxu (9) (y3 u3MeHe y o3Hakama). IloHaBsbajyhu HacTaBak noKasa
nocie te hopmyne, Haasumo (Qy < () ca cojerBoM D(Qo) = D «;.

(iv) Cxyn S cagp)ku IPOM3BOJBHO MalM IIO3UTUBaH Opoj. 3amcra, y cynporHoM 6u 3a cBe P # 0
6wto D(P) > v > 0, u Hauwto 6u ce TakBo P 3a xoje je mpu tome u D(P) < 2v. Kako y M mHe
[IOCTOjH MHHHUMAJIaH TpojekTop, T0 je P = Py & Py utana 2y < D(Py) + D(P2) = D(P) < 2y wrro je
KOHTPAJUKIIH]a.

(v) Ckyn S je cByma ryct y [0, D(I)]. 3aucra, Heka je (o, 3) C [0, D(I)]. Taga mocroju mpojexrop
P rakaB na je D(P) = 6 < 8 — «. Tana je 3a Heku npupopan 0poj n Baku o < nd < [, 1a Ha OCHOBY
ceojcrBa (i44) nd € S. (Cojerso (447) kopuctumo 3a o = 3, o, = d 3a k < n u oy, = 0, uHaue.)

(vi) S = [0,D(I)]. Heka v € [0, D(I)]. Ilpema mpeTXomHOM CBOjCTBY (v), MOCTOjH pacTyhu HH3
Bn € S TakaB ma 8, — . Cama Taj HA3 NPETBOPUMO y pen craBbajyhm oy = [1, ag = B2 — b1, - .-,
an = B — Bn_1. BpojeBu o; mpunagajy S Ha 0OCHOBY cBOjcTBa (i), U BaXH » ) aj = 3, — v, may € S
Ha OCHOBY CBOjCTBa (411). O

7.17. CraB. ®yukumja D, onpehena je ycnouma Crasa 7.15 mo Ha peckanmpame. [Ipenusnuje, ako
je D' : P(M) — [0, +00] Heka npyra dyHKIMja KOja UCIyHaBa Te ycloBe, oHna je D; = aD 3a Heko
a € (0,+00).

Iokas. TIpeuM ycioBom, onpeheno je na je D'(P) = +oo kax rox je P GeckoHayad u J0Ka3 je Taja
3aBplIeH y ciy4ajy pakropa tuna I11.

Hexka je y nutamy ¢akrop tTvna I, u Heka je Py MUHUMaaH IpojekTop. Ako je P Omio Koju KoHayaH
npojextop, tTagaje P = Py & P, & --- & Py, P; ~ Py, na 360r yerspror yciaosa mopa 6uru D'(P) =
kD'(Py) = D'(Py)D(P) u nokas je 3aBpiueH y3umajyhu o = D' (F).

Haj3azn, npermocraBumo na je M dakrtop tuna 1. Heka je R, Heku MHOUHUTEC3UMAIHU HU3, U P
MPO3HMBOJbAH KOHAUAH MPOojeKTop. AKo 11enodpojHo nogenumo P ca R, nobujamo P = ©,; P;+ S, P; ~ Ry,
S % Rn,maje D'(P) = [P/R,|D'(R,) + D'(Q), onnocHo

[P/R,] < D'(P) < [P/R,]+ 1.

[ToxenuBiIyM MOCIEIHU CUCTEM HEJEAHAKOCTH, HCTUM TaKBHM, CaMO 3a HEKH JIpYTH IIpojeKTop () 1o0u-
jamo

[P/ Ry

[Q/ Rn]

D'(P)
D(Q)

[P/R,] +1
[Q/Rn]

< <

OIHOCHO, ITOCJIC y3UMama JInMeca
D'(P)/D'(Q) = P/Q = D(P)/D(Q),

OJJaKJIe CIICIU PE3YITAaT. O

TPATOBHA

7.18. Hepunuumja. Heka je M C B(H) ¢pon Hojmanosa anre6pa, u Heka je M™T cKynl IO3UTHBHHX
enemenara u3 M. Ilpeciukasawe 7 : MT — [0, +0c| Ha3uBa ce @Wledcuna ako je IMHEAPHO, OHJIA Kaja
JIMHEeapHa KOMOWHAIHja UMa cMuciia. [IpenusHuje, ako BaH:

(i) TNT + pS) = A (T) 4+ pr(S),3a A\, u > 0u T, S € MT. (Moxe ce KazaTi 1 1a je T O3UTHBHO
XOMOTEH U aJNTHBaH.)

TexuHa ce HAa3WBA WPAIOM aKO TP TOME JONI UCITYEHaBa U YCIIOB:

(i) 7(TT*) =7(T*T) 3acee T € M.

Hemnocpenna nocieauia oBor yciiosa je yHUTapHa WHBapHjaHTHOCT Tpara. Haume,3a M > T > 0n
U € M yuurapan Baxu 7(UTU*) = 7(T'), 3a T > 0, wro ce Buau npuMenyjyhu yciaos (i) Ha omeparop
Urt/2.
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3a Tpar 7 KaXeMo [1a je BepaH aKo BaKH

(#4i) 7(T") = O noBnaun T' = 0,

OIHOCHO J1a je HOpMaJlaH, aKo je UCIYEEHO

(iv) T(sup T,) = sup 7(T,,) 3a cBaky pactyhy orpannueny mpexy u3 M.

VY oBoM omesbKy, 6aBuheMo ce MCKIBYYHBO HOPMATHHM, BEPHUM TParoBUMa, ma 3apaj ckpalinBarmba
TEpMHHa, KaJla ce Ka)ke Tpar MUCIIH ce Ha HOpMaJlaH BepaH Tpar.

3a Tpar kaxeMo ja je korauan axo je 7(T) < +oo 3a cee T € M™, unu WTO je EKBUBAIEHTHO, aKO
je 7(I) < +o00. AKO je T KOHAYaH Tpar, OHZIa Ce MOXe mpoumput ca M™ 1o nene M no nuoneapHocTH.
Jlerasby Cy jeTHOCTAaBHH 114 HX H30CTaBJbaMOo.

3a Tpar, mak, KayKeMo Ja j€ io1yKOHAYaH aKko BaXKH yCIIOB

(v) 7(T) = sup  7(5).

S<T,7(S)<oc0

7.19. TparoBu Ha komytatuBHUM (oH HojmanoBum anredpama. Heka je M komyratuBHa (oH
HojmanoBa anrebpa ca MuKIMIHEAM BeKTOpoM. Kako je mo3HaTo, IMocToju KoMIakTad XaycaoppoB IpocTop
X u BepoBarHocHa bopesioBa Mepa (1 TakBa a je M =2 L°(X, ) = C'(X). CBaku no3utiBaH QpyHKIHOHAI
npeMa PrcoBoj Teopemu, nipesicTaBiba ce oMoy Heke apyre peryiaapHe bopenose mepe A. OTyna, ako je 7
KoHauaH Tpar Ha M, onza je 7(f) = [y fdX (ymecto M nocmarpamo L (X, ). Tlpu Tome je X < 11 (A
arcoJyTHO HENPEKUHA Y OIHOCY Ha p), jep axo je u(F) = 0, onza je AM(F) = 7(xr) = 7(0) = 0. Axo je
Tpar BepaH, OH/1a UMaMo 1 oopart 1 < A. HopmaiHoCT cienyje n3 TeopeMe 0 MOHOTOHOj KOHBEPI€HIIMjH.

Heku ox ycnoBa y oBoM n3Bohemy Cy Ipejakd ¥ HaBeICHH Cy J1a OU ce CKpaTuIio u3iarame. [IperxonHu
IIpUMep OIpaBIaBa cxBaTrame TeopHje o HojMaHOBHX anreOpu ka0 HEKOMYTATHBHY TEOPHjy Mepe.

Ha xomyTtatuBHnM (hoH HojmaHOBHM anrebpama, o pa3yMHUM yCIIOBUMA IIOCTOjH 0OMIBE PA3THUUTHX
TparoBa - CBaka Mepa eKBHBaJCHTHA I10J1a3HO] [ JAeduHuine Heku Tpar. Ha dakropuma curyauuja croju
JIMjaMEeTPaIHO CYNPOTHO - TParoBa WM HEMa WM Cy jeINHCTBEHU.

7.20. Cras. Hexka je M C B(H) dakrop.

a) Ako je M ¢axrop tuma 111, onna Ha M He TIOCTOjH MOyKOHAYaH TPar;

6) Axo je M daxrop tina I wm 11 u 7 nonykosadas Tpar Ha M ™. Onpa je pectpukumja D = 7|p(aq)
¢byHKIMja TMMEH3H]e, OAHOCHO (yHKIIH]a Koja 3a0BoJbaBa yciiose Crasa 7.15;

B) Axo je M c¢axrop tina I wim I, onpa Ha M 1ocTOju HajBHIIE jefaH IOJyKOHauyaH Tpar, J0
Ha CKaJapHH YMHOXaK. lIpenmsHuje, ako Cy T; U Ty MOJYKOHAYHH TPAroBH, OHIA je Te = (71,3 a HEKO
0 < a< +oo;

Iokas. Ilpe cBera, npuMeryjyhu yCIIOB TParoBUTOCTH (44) Ha AETMMUYHE H30METPU]j€e, HAIA3MMO JIa je
7(P) = 7(Q) 3a exBuBanenTHe npojekrope P u (). Jame, Hekaje P S @), onmaje Q = P+ Q1 u Q1 # 0.
Orynaje 7(Q1) > 0 (ycnos Beproctn), ma je 7(P) < 7(Q), yxomuko je 7(Q) < +oo. Oryna, ako je P € M
OeckoHauaH mpojekTop, ouaa mopa outn 7(P) = +00. OBo je norpebHO y cBMH Taukama gokasa. Caza
JTIOKa3yjeMo pe7ioM, jeTHY IO jeTHY.

a) Heka je M ¢axrop Tuna I11. Tanajesacse P € P(M), 7(P) = +o0. lame 3a 6uno koju T’ € M+
n OMIIO KOjH HeroB cHeKTpaiHu npojekrop P Baxu o < T 3a morogHo oxabpan 6poj o > 0. Tana je
7(T) > ar(P) = 400. Tako 6uio koju Tpar Ha pakropy tuna I 1] uma popmy

T(T):{o, T=0

400, T >0.

TakaB Tpar, jaCHO, HE UCIYHaBa yCIIOB MOJYKOHAYHOCTH;

06) Hexa je 7 monykonauan tpar Ha (axropy M tuna I umm I1. Tlocroju oneparop T' € M Takas
naje 0 < 7(M) < 400 jep unaue Tpar He 6u 6uO moMykoHaYaH. Kao u Majyompe Hama3uMO CIIEKTPATHU
npojekrop Py cacBojctBom aPy < T, utana0 < 7(FPy) < +o0o. Jlakie, HOCTOji pojekTop Py ca KOHAaYHUM
Tparom.

Heka je P xoHauyaH mpojexTop (y CMUCITY Jia HUje eKBHBAJIICHTaH CBOM IIPABOM MOTIpojekTopy). Llermo-
Opojuo nonenumo P ca Py u nodujamo P = @, P;j+5,tneje P ~ Pou S 3 Py. Ckyn uHieKca j je KoHauaH
(nHaue 6u P 6o GeckoHauaH MpojeKTop), perumMo kapanHanHocT N € N, ma je 300r aAuTHBHOCTH Tpara
u Beh nokasaor 7(P) = n1(Py) +7(S5), onHocro n1(Pp) < 7(P) < (n+1)7(FP). Orymaje 7(P) < +00
aKo u camo ako je P xonavyan. ExsuBanenimja 7(P) = 0 axo u camo axo je P = 0 je cagpaHa y ycioBy
BEPHOCTH.
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Ocrtaje jomr Ja ce MoKaXKe MOTIyHAa aJUTUBHOCT, ajli OHA j¢ HEeMOCPE/IHA MOCIeNUIa yCI0Ba HOpMall-
HOCTH;
B) Cnemu u3 6) u craBa 7.17. O

7.21. CraB. Axo je M daxrop tuna I wiu /1, onna Ha M 1nocToju nojgykoHa4yaH Tpar.

Joxa3. Haxanocrt, qoka3 Hehe OUTH KOMILIETaH.

Hexa je T € M no3urusan, u Ep werosa crexrpaiHa mepa. Taxa je o(T) C [0,400) u E7p(A) €
P (M) 3a cBaxu mepsbuB ckyn A C o(T'). Ha P(M) nocroju ¢yHkuuja qumensuje D, 1 ako Ca4uHHMO
kommnosutwjy D o Er, oHa he Gutn jenHa mozutreHa Mepa Ha o (T'); 03Ha4MMO je ca p. 3aucTa, MO3HTHBHOCT
je ounra, D(E7(0)) = D(0) = 0, a 0-aIuTUBHOCT ClIEAlyj€ U3 -aIUTHBHOCTH CIIEKTPAIHE MEPE H MOTIYH
aautuBHOCTH (yHKIMje D. Crora neduHumemMo Tpar 7 ca

“+o0
(10) 7(T) := /(T))\d(DoET)()\):/O Adu(N),

[JIe CMarpaMo 1a je crekrpanHa Mepa Ep npomysxkema HyaoM Ha [0, +00) \ o(T).

IMo3uTHBHA XOMOTEHOCT j€ OYUIICAHA.

Ja 6ucmo nokasaiu cBojcTBo (i4) y nedunuimju 7.18, yoano 3a [oYeTaK, Mo3uTuBaH S u yuutapas U.
Axo je Fg cniekrpaina Mepa oneparopa S, onaa je USU* = f AdEg (A 0+OO AAUEg(\)U™,
na je Eysy~ = UEgU™, 300r jequHCTBEHOCTH criekTpasiHe Mepe. Otyna je

“+o0 +oo “+o0
HUSU*) = /O NAD(Eysy-(\) = /0 NAD(U Es(\U*) = /O AAD(Eg(\) = 7(S),

360r nosHaror ceojctBa D(UPU*) = D(P). Cana nperxomHo npumenumo Ha S = |T'|? u ynurapan U u3
nosapHor pasnarawa 1 = U|T|.

Caojcrso (4i1) (BepHOCT) ce 1ako Buau. Hanme, y cynporaom 61 6umo 0 = (0, +00) = D(E7 (0, +00)),
onrocHo Er(0,4+00) =0, maT = 0.

CgojcTBO (v) MONYKOHAYHOCTH JI0Ka3yjemo oBako. Heka je 7(T') = +oo. M3 TMK nanazumo

—+oo

lim Adp(X) = 7(T) = +o0,
e—=0+ J,

na 3a jaro M > 0 noctoju € > 0 ca CBOjcTBOM f;oo Adp(X) > M||T||. Ann, KaKko je KOMIUIEMEHT CKyIa
[0, ||T||] Mepe Hy:a, TO je f:oo Adp(X) < ||T|u(e, +00), ma mobujamo

7(Er(e,+0)) = D(Er(e, +00)) > M.

Osnaunmo P = Er(e,+00). Pasmorpumo 1Ba ciydaja. Hajope, ako je D(P) = +oo, oHza je u

D(eP) = +o0, manocroju npojexrop ) < P cacojctBom D(Q) > M. Tanaje, mehytum, eQ < eP < T
T(Q) > M.

V npyrom ciy4ajy je D(P) < 4o00. Youumo omeparop 1. = f;roo AdE7()\) - ped je o oneparopy
umja je criektpanHa mepa FEr (A) = Ep(A N [e,+00)). Kako je Ha Hocauy mepe Fr. HCIymeHO £ <
A < ||T| 1o je, ¢ jemue crpane 7(T.) = f;oo dp(N) < ||T||D(P) < 400, IOK je, ¢ Apyre CTpaHe,
7(T.) = [ du(\) — 7(T).

ViyrerBo 3a Jjoka3 cBojerBa (iv) Hanasu ce y 3agarky ????. AJUTHBHOCT je oBie Hajsehu mpoliem,
U TO 3aT0 WITO 3a CreKTpandy mepy Frys omeparopa T u S Koju HE KOMYyTHPAjy HE MOKEMO HMINTA
[aMETHO J1a KakeMo. PenaTuBHO jeIHOCTaBaH NPUCTY MOXKe ce Hahu y wianky [lenepcena - M athematica
Scandinavica 37(1975) 142--144. O

7.22. TIpumep ¢akropa tuma [1;. Heka je G nuckperna rpyma u W*(G) = My = Mp don
HojmanoBa anrebpa u3 3aarka 2, mpeTxoAHor ofesbka. [loxcetimo ce kibyuyHnx momeHara. Kana rpyna G
uMa OeckoHauHe Kiiace KoHjyranuje tana je W*(G) daxrop. Younmo npecnukasamwe 7 : M — C maro ca
7(T) = (T4.,d.), tne je 6. € 1?(G) 6asna pynkumja d.(g) = 13a g = e, onHocHo 6.(g) = 03a g # e.
[pumernmo 1a je taga u 7(T') = (T4, 04), THC je 04 KapakTepucTHUHA QyHKIHja CKyma {g}.

Jokazahemo nia je 7 koHadan Tpar Ha W*(G). 3ancra 7 je KOHAYHO W JIMHEAPHO. 3aTHM TO [PECITHKABAbE
je u cnabo HenpeKuIHO (1o AeUHUIMjN) U OTYIa YATPACcIado HEPEKUIHO, OTHOCHO HOPMAJIHO.
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JHoxaxumo ycnos BepHoctu. Heka je 7(T) = 0. Taga je T. . = (T0¢,de) = 0. Anu taga je
uTly,, = (Té4,3d;) = 0, a xako 360r Komu IlIBaproBe HejeAHAKOCTH (IPUMCICHE Ha IPECIHKABAILE
(f.9) = (T'f,g)) nmamo

| (104, 6n) |* < (T34, 84) (T0h, 1) =0,

10 je T' = 0, jep pyHKIHMje §, YHHE OPTOHOPMHUPAHY 0a3y.
Jlokaxxumo Haj3aj ycloB TparoButocTtu. VMimamo

T(T*T) = (T6e,T6) = Y (T6c,0,) (Te,0g) = Y (T8g-1,80) (Tg-1,0c) =
9€G geG
= (81, T*6e) (8g-1,T*0c) = (T*6e, T*0) = 7(TT™).

geG

Ilpumegba: Tlperxomuo He Baxu 3a Omwio koje T', Beh camo 3a T € M (G) u TO 3aT0 WTO CY TH
OTIepaToOpH ,,TPAHCIATOPHO HHBAPHjaHTHH .

axite, axo je G rpymna ca OeCKOHaYHMM Kjiacama KOHjyraiuje, Tajaa je M koHadaH ¢akrop, jep uMa
koHauaH Tpar. Cama jokaxumo na ¢ ped o ¢akropy tuma 11y, Ilokazahemo nma ¢yHkumja mumeHsmje
D = 7|p(a) MOXKeE y3eTH Ma Kojy BpenHocT a € [0, 1]. V 1y cBpy npoyuuhemo npso anrebpy W*(Z).

Jaxuie, Heka je U = L nomak y aecHo Ha mipoctopy [?(Z). ®on Hojmanosa anredpa W*(Z) jennaka
je {U}",jepje L, = (L1)" 3an € Z. llocmarpajmo ®ypujeosy Tpanchopmaumjy F : 12(Z) — L*(—n,7)
Jiaty ca

1 X :
F(f)= E Zf(n)emm~

[Toznaro je u3 reopuje PypujeoBuX penoBa 1a je ped o yHuTapHoM npeciukasamwy ([TapceBanosa jenHaxocr).
[pecrukapame B(1?(G)) — B(L?(—n, 7)) nato caT +— FTF~! pancdopmume U y onepatop MHOKEEa
ca e, Hauwme, axo je g € L?(—n,7), onna je F~1g = F*g jennaxo nuzy ®ypujeoBux koeduimjeHara
g(n) = (1/V2r) [17 g(t)e~™" dt. Taxo je

“+oo
- 1 . )
Tg=FTF 'g=FTjn)=Fijn+1) = — i(n + 1) = ey,
g g g(n) = Fg( ) N E q( ) g

n=—oo

Tume ce U™ TpancopMuILe y MHOKEE ca e~ "% 3an € Z.

Kako cy TPHrOHOMETPHjCKH MOJTMHOMHM CBYJ[A I'YCTH Y max-HOpMH y npoctopy C[—, 7], a max HopMa
M3TO IITO M HOPMA ONEpaTopa MHOXKEHa, TO Cy MHOXema (yHKumjama w3 C cajpkana y coumu (o
Hojmanose anrebpe W*(Z) npeciukapamem T +— FTF~'. Kaxo je (C)” = L*°, 1o je W*(Z) Ha oBaj
HauuH n3omMopdHa ca L (—m, 7).

IMornenajmo caga y mra ce Tpanchopmuie tpar 7(1') = (1., d.) (Cana je jemuanaan enemenr e = 0).
Ipe cBera F'6y = 1/4/27 = ¢(x) - koncranTHa dyHKImMja. MmMamo

11 7(T) = (T6o, 80) = (FTF~Féy, Fé,) = <Tc, c> = 2i /w T(z) da.

™ —T
Jaxie, y muTamy je HHTETpal o HopMaan30BaHoj Jleberosoj Mepu.

Bparumo ce anrebpun W*(G) rme je G Heka rpyna ca GecKOHaYHMM Kiacama Kojyrarmje. Ilper-
nocraBuMo joi fa y G 1ocToju eeMeHT a 6eckoHauHor pena. Tama je H = {a™ | n € Z} = Z noarpyna
rpyne G, u G = U,eq Hg pasnarame Ha kocete, u [%(G) = & L*(Hg) onrosapajyhe pasnarame Xunbep-
ToBuX npoctopa. [Tornpocropu I%(Hg) cy uHBapujanTHu 3a onepatop L, na tume u3a {L,}" = W*(Z).
Oryna je pecrpukuuja tpara 7 ca W*(G) ua W*(H ) takohe Tpar 3amar na ucrtu Haun. Kako je H & Z,
7 ce Ha W*(H) moxe mobutu popmymom (11). Ipojekropuma y W*(H) onroBapajy KapakKTepHCTHUYHE
(dyHKIMje CKYIIOBa, a 3a CKYII IIOTOJTHE MEPe MOXKe ce OHIa TOOUTPH BpeaHOOCT Tpara Koja je Ma Koju Opoj
u3 [0, 1].

Haxie, y oBom ciy4ajy je W*(G) daxrop tumna I1;.
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3ABPIIHE HAIIOMEHE

7.23. JupexTtaH unterpaj. ®axropu cy kpajiu cirydaj ¢oH HojManoBux anreOpu - HajHEKOMYyTa-
tuBHUju. Komyrarusae ¢pon HojmanoBe anredpe unne npyry Kpajaoct. Ilomohy Ta aBa kpajma Trna moryhe
je nox onpehenum ycinoBuma omucaru cBaky Gpor HojmanoBy anreopy.

VYxomuko W*-anredpa M 3an0BosbaBa ycJIOB cenapaOMIHOCTH (He 3Ha4Hu jaa je M cemapabuiHa, Hero
Jla MCITyHhBa HEKH O ycJIoBa 3ajaTKka 4. IPETXOJHOT OfieJbKa), OHA Ce MOJKe ITpHKa3aTH Ha cienehy HauuH:
Iben nenrap Z(M) msomopdan je ca L°°(X) 3a Hekn morogHo ogabpaH cTaHgapAaH MpOCTOP ca MEpoM
X. Cgakoj Tauku x € X Moryhe je nmpuapyxuTu morogHo omabpan XynbepTtoB mpoctop H,, u daxrop
M, C B(H,). Taga ce KOHCTPYHILE T3B. gupeKian unieipanr Xurbepinosux ipociuopa

H = /69 H, dp(z),

W UpeKTaH nHrerpai Gamuinje gakropa

/EB M, du(x) =2 M.

MehyTtum, 1a 61 ce 0BO H3BEIIO M JOKA3aJo, MOTpeOHa je IMMUpoKa, Maa He U IpeTepaHo Hepa3yMIbHBA,
npurnpema. Enxementu npocropa H cy HapasHo dyskumje f : X — Uzcx H, ca cBojctBoM f(z) € H,, anu
HapaBHO 0YEKyjeMo na Te QyHKIUje Oymny MepJbUBE, M YIPaBo TO, NeHUHHUCAE MTOjMa MEPJHUBOCTH YHHU
npBu npodiiem. Kana ce To npesasulje, oHaa 11e OPTOTOHAIHOCT, MUTamke 0as3a, 3aTHM OIlepaTopa UTI.

3a oHe KOje KOHCTPYKIIMja BHIIIE 3aHUMAa, Mory je Hahu y bupman-Conomjak - raBa 7.

3amanu

1. Hexa je M C B(H ) xona4as ¢akrop, To ject pakrop 6e3 6eckonauHux npojexropa. 3a garu 1" > 0
nepuHUIIeMO QyHKIH]Y

er(a) = inf .
D(Er(—o0,A\])>a

a) Axo je H xonaune mqumensuje, M = B(H), u D = dim ¢yHKuuja [umeH3mje, 10Ka3ard ja je er
JIE0 TI0 JIe0 KOHCTaHTHA (YHKI[Hja U J]a ©Ma CKOKOBE Y IIEJIOOPOJHUM TaukaMa. YCTaHOBUTH Be3y u3Mely
(GyHKIUje €7 U COIICTBEHUX BPENHOCTHU omeparopa 1';

0) Jloka3aru aa BaXku:

er(a) D(l}gl)fza Hxl‘:bﬁll)%:z (Tx,x);
B) Jlokasaru na 3a Tpar nedunucan gopmymom (10) Baku

D(I)
+(T) = /0 £(a) da,

u oxatne 3akspyqnti ga u3 S < T caemu 7(5) < 7(T);

r) [Tokazaru cBojcTBO (iv) - 1a je Tpar 7 HopMasiaH. [Moxe ce IPETIOCTABUTH [Ia j€ aJUTHBAH. |

2. Heka je M C B(H) dakrop tuma I I, u Hexa je K npou3sBosban cenapabimian XuiabepToB mpocTop.
Joxkasaru 1a je M ® B(K) C B(H) ® B(K) = B(H ® K) daxrop tana I].

[Hamomena: OBne ce paju O T3B. IPOCTOPHOM HJIH CAIIlMjaTHOM TCH30PCKOM IIPOU3BOLY. |

[[lpyra mamomena: Ommrtuje TBpheme, 1a 33 KOMyTaHT TEH30PCKOT mpousBoxaa Basu (M @ N) =
M’ ® N’ nokasyje ce uszyserno temko. Yurasa Teopuja - Tomura TakecakujeBa Teopuja Mopana je aa ce
MIPETXOHO pa3BHje Aa OW CIeIHO OBaj pe3yirar. Y OBOM KOHKDETHOM CIy4ajy, MOXE ce J0Ka3 M3BECTH
HETIOCPEIHO. |

3. Heka je M C B(H) ¢ou Hojamuosa anrebpa. Penpesenrauujy anrebpe M Ha XunbepTroBom
npocropy K, nary npeciuksameM ¢ : M — B(K) o3nauaBahemo ypehennm napom (p, K). Mehy knacama
YHUTApHO EKBUBAJIECHTHUX perpe3eHTanuja yBoqumo penanujy < ca (o1, K1) < (p2, K3) ako mocroju
nupekran cymaun (ph, K') y penpesenrauuju (o2, Ko) Taksa na je (5, K') yHHTapHO eKBUBAJIICHTHA ca
(1, K1).

a) lokazaru 1a je < penaruja noperka Ha Rep(M);

0) Jokasaru na Rep(A) y OIHOCY Ha ONepalyjy OpPTOTOHAJIHOT cabHpama penpe3eHTpalyja YnHH
MOHOUJ (TIOTYTPYITy Ca jeANHHULIOM);
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B) Jlokazaru jia cy cieehu yCiI0BU eKBUBAJICHTHU:

(1) M je daxrop;

(i) cBaka He HynTa penpesenranuja ox M je BepHa;

(i47) Mopenax < Ha Rep(M) je nuHeapasn;

4. Heka je M daxtop. Jlokasaru 1a je oH THna I ako ¥ caMo aKo MMa Py UOUIHY perpe3eHTaIIU]y.

5. Hexka je M C B(H) ¢oun Hojmanosa anre6pa. 3a T € M neduHHIIEMO HETOB EHTPAIHU HOCAY,
Kao

2(T) = inf{p € Z(M) | p je npojexrop, pT =Tp =T}.

3a npojekrope P, ) € M KaxxeMo [a Cy HEHTPaJIHO OpTOroHanHu ako je z(P)z(Q) = 0.

a) Jlokasaru J1a 3a npojekrop P € M Baxu z(P) = MPH = {TPx |T € M,z € H};

6) IToxazaru na cy cienehu yciaosu mel)ycoOHO eKBHBaICEHTHU:

(1) P 1 () cy UEHTPAIIHO OPTOTOHAJIHH;

(i1) PMQ = {0};

(#4i) He mocroju He HynTH mpojekropu Py < P, Qo < Q, taksu na je Py ~ Qo (y Mapej-hon
HojmaHoBOM cMmuCITY).

B) Axo cy P u () npojekropu y M OHZIa MocToju LEHTpalIHU npojekTop R TakaB na je RP < RQ un
(I - R)Q < (I — R)P. [okazaru.




8. HEOTPAHUYEHMHU OIIEPATOPH

OCHOBHHA TIOJMOBH

8.1. ledpunnuuja. Heka cy X u Y Banaxou npocropu, D(A) nureapaH moTmpoctop mpocropa X
(wro He 3Haum jpa mopa Outu u 3arBopeH) u A : D(A) — Y nuneapan omeparop. VYkonuko A Huje
HEMpeKU/IaH, OHIa ra 30BeMo Heolpanuyen. Ckyn D(A) HazuBamo gomen omeparopa A.

Hebununmja je nata 3a banaxose nmpocrope, nako hieMo y jajbeM UMaTH y BULY HCKIbYYHBO XHIOSpPTOBE.

I'paghux oneparopa A je ckyn I'(A) = {(z, Az) € X x Y |z € D(A)}. Tpaduk je yBek nuHEeapan
normpocrop. 3a omeparop A kaxkemo na je saiieopen ako je ckym I'(A) 3arBopen y mpoctopy X x Y.
JemHOoCTaBHO Ce BHIH Ja je 3aTBOPEH omeparop Je(uHHCAaH Ha 3aTBOpeHOM moTipoctopy D(A) orpauu-
YeH - TO CJIEAM U3 TeopeMe O 3aTBOPEHOM rpadKy. YCIOB 3aTBOPEHOCTH CE MOXKE HcKa3aTH cienehoM
HMILTAKAIIA]OM:

Tp > TN Az, >y =12 € DA Ny = Az.

3a omneparop Koju, MOXe OUTH, HeMa 3aTBOPEH rpaduK KaKeMO J1a j€ 3aili6opus, aKko je 3aTBOPCHE CKyna
I'(A) (y mpocropy X x Y)), rpadmk HEKor omeparopa, TO jeCT ako 3a (PUKCHPaHO & U3 IPOjeKIHrje CKyIa
T(A) Ha pBy KOMIIOHEHTY, TIOCTOjH TauHO jeHO ¥ TakBo Aa (z,7) € I'(A). Taj ce ycIoB MOKe HCKa3aTH
Ha cnenehn HauuH:

(1) Ty, — 0 A Ax,, kouBeprupa = lim Ax, = 0.

3aucra, axo (z,y1) u (z,y2) € I'(A), onna (0,y1 — y2) € I'(A), na u3 ycnosa (1) cnenu 1a je y1 = yo.
O6parHo, ako je A 3arBopmB, OHEA U3 z,,%, — x U Az, — ', Azl — " cnemn x}, — ) — O u
A(z!, — x!') xoBeprupa, na je BEros JIUMeC Hya, OTHOCHO §' = y’/.

Ipumegba. Ycnos (1) MoXe HEKOME Ja JIMYM Ha HEMPEKUAHOCT y HYJH, IITO OW OHJA 3HAYMJIO Ja je
TaKaB oreparop, Oynyhin TuHeapaH, HempeKuaaH cByaa. Melhytum, Huje Tako, jep ce mpeTnocrasba 1a Az,
KOHBEPIHpA, & OHO MOXE U []a TUBEPrHpA.

Onepartop uuju je rpaduk jennak ['(A) oznauasamo ca A u Ha3MBaMo 3aiiéopervem oneparopa A.

Hucy cBu oneparopu 3aTBOPHBH, Ha IPUMED....

3a omeparop A ca qomenom D(A) kaxeMo 1a je rycro aeuHHCaH, ako je W = X.

Kaxemo na je B pawuperse oneparopa A, axo je D(A) C D(B), u3acse © € D(A) Baxu Ax = Buz.
Tanma numemo A C B. JacHo, ysek je A C A.

8.2. Ilpumepu. OCHOBHU NpUMEpU HEOTPAHMYCHHX OlepaTopa Cy oreparopd nudepeHuHpama, U
MHOXEHa (€CEHIIH]aJTHO) HEOTpaHMICHOM (DyHKIIH]jOM.
(1) Omneparop f +— f’ nuje nepunucan 3a ceaky pynkuujy f € L2(0,1), anu jecTe Ha CBys1a rycTOM
ckymy monuHoMa P. OBaj omeparop je 3aTBOpHB, jep u3 f, — 0 u f/, — g cneau ga mocroje
IIOZHW30BHU KOjH KOHBEPrHUpajy y MepH, 03HAYNMO HX Paju Kpatkohe y mucamy Takohe ca f, u f/,.

89
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[Ipema JeropoBsbeBOj TeOpeMH OHM KOHBEPIUPajy paBHOMEPHO Ha CKYIy cKopo IryHe Mepe. OTyna
je Ha TakBoM ckymy g = 0, omHocHO g = 0 ckopo cByna. MelyyTum, Taj oneparop Huje 3aTBOPEH,
jep ra canpxu oneparop AubepeHIupama Ha CKyITy CBUX AudepeHnnjadunaux Gpynkuuja us L.

CnnuHO pacyhuBarme BaXu U 3a orneparop anudepeHimpara Ha cBakoM o1 ipoctopa LP (0, 1)
3al < p < oowum C[0,1]. Takobe, u 3a oreparope APYror W3BOAA H CII.

(2) Hawucrom npocropy L2(0, 1) oneparop f(x) — f(x)/x HUje HUTH OrpaHUYEH HUTH CBY/IA JeUH-
HcaH, ay je Ae(MHNUCaH Ha TYCTOM IOTIIPOCTOPY CBHX HENMPEKUAHUX (YHKIMjA ca KOMIAKTHUM
Hocauem y (0,1). Taj omeparop je 3arBopus, jep u3 f, — 0 u f,(x)/x — g(x), cnenn na
MOCTOje OIHM30BHU KOji KOHBEPrupajy CKOpo CByAa, ma kaxo je x # 0, c.c, o je g(x) = 0 ckopo
cBy#a. MelyTum, OH HHje 3aTBOPEH, jep Ta CaJp Ky OllepaTop MHOXKeHa ca 1 /2 Ha mpeM JoMeHy:

{feL?| f(z)/z € L?}.

O cajta na Hagaswe, moapasymMmeBaheMo 1a cy HeOrpaHHYEHH OIIepaToOpH JaTH Ha XUIIOEPTOBOM IIPOCTOPY
H, ocum ako HUje ApyKuHje HA3HAYCHO.

8.3. AnjyuroBanu omeparop. U 3a meorpanuuen oneparop A : D(A) — H, D(A) C H moxemo
nedunucaru anjynrosan A*. Haume, 3a nomen oneparopa A* y3umMaMo CKyIl CBUX OHHX BekTopa y € H 3a
KOj€ je IpecINKaBamke

x — (Ax,y)

orpanndeHo; (OHO je yBek OMIMHEapHO, a HE MOpa OUTH YBEK OIpaHUuYCHO, ako A HHje OrpaHuueH.) 3a
TakBe y HocToju jenuncriBeHo z (PucoBa Teopema) TakBo 1a je (Ax,y) = (x,z). CraBumo A*y := z.
Hakne,3ax € D(A)uy € D(A*) ={y € H |z — (Az,y) je orpaHI4CHO } HIMaMO

(Az,y) = (z, A%y) .
U3 jennakocTn
(x, A*(My1 + Aay2)) = (Az, Ay + Aaye) = A1 (Az,y1) + A2 (Az, y2) = A (2, A" 1) + Ao (z, A*ya)

BUaM ce aa je A* yBek nuHeapaH. MelhyTuMm, ocraje criopHO muTame na Ju A* yommire MOCTOjH, WM
onpehennje, na nu je moxkaa D(A*) TpuBHjasaH, y CMUCIY Jia CaIpKK CaMo HyIry?

8.4. TeoMeTpHjcKH MPHCTYN aAjyHroBaHOM omepatopy. I[locmarpajmo Xunbepros mpoctop H &
H ca cxanapaum mpousBopoM 3agatum momohy ((x1,y1), (z2,y2)) = (x1,z2) + (y1,y2), U Ha HEMy
npeciukasawe W : H & H — H & H naro ca W(x,y) = (y,—x). JenHocTaBHO ce MpoBepaBajy
UICHTUTCTHU:

wW?=—-1I, W* = —W, WW =WW*=-W?2? =1,

onakie je W yHurapas.
ITomohy npecnukaBamwa W mnpexncraBuhemo rpaduk anjyHroBaHor omeparopa. Hamme, ypehen map
(y, z) npunana rpaduky I'( A*) ako u camo ako

2) 3acee x € D(A) Baxu (Az,y) = (z,2).

3aucra, ako Baku (2) OHJIA je JleCHa CTpaHa OrPAaHUYEHO [PECIUKBALE 110 X, & TUME U JieBa, na y € D(A*),
u tana je no nedununmju z = A*y. O6parHo, ako (y, z) € D(A*), tana je nesa crpana y (2) orpaHHYEHO
IIPECIIMKaBamke M0 T, a camMa jeJHAKoCT (2) Baku 1Mo AeGUHHIH]H.

MebhyTum, (2) je eKBUBAICHTHO ca

3acse x € D(A) Baxu ((z, Ax),(z,—y)) =0 < W(y, z) LT'(A).
Jpyrum peanma W (T'(A*)) = T'(A)*, onsocuo
€)) D(A") = WH(I(A)1) = W(D(A)H) = (W (A)*,

jepje W* = —W,T'(A) = —I'(A) (y nuramy je uHeapa noTupocTop), 1 W Kao yHUTAPHO IPECITUKABAE
MOYE 3aMEHUTH METO €A Y3UMAHEM OPTOTOHAITHOT KOMIIEMEHTA.
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8.5. Cras [cBojcTBa anjynroBanor oneparopal. a) A* je yBek 3aTBOpEH oreparop;
6) A** = A. TlocebHo, axo je A 3aTBOpeH, oHJa je A™* = A;
B) A* je rycro ne(hMHHCAH aKO U CaMo aKo je A 3aTBOpHUB;

r) Ako je A C B onna je B* C A*.

Hoka3s. a) Ha ocHoBy (3) rpaduk I'(A*) je oproroHanHu KOMILIEMEHT, U KO TAKaB YBEK je 3aTBOPEH;

6) Ha ocnoBy (3) umamo I'(A**) = (WT'(A*))+ = (W(WT(A))H)L = (W2T(A))++ =T(A), jep je
W2 = —IuTl(A) = —T'(A) (nuEeapan NOTIPOCTOP);

B) Veaos y | D(A*) exksusainenrad je ca (y,0) L T'(A*). [akme, y L D(A*) ako u camo ako
(y,0) L W(I'(A)1) ato je exupanentno ca (0,y) = —W(y,0) L I'(A)L, 1j. (0,y) € T(A).

Hexka je A satBopus uy | D(A*). Tana (0,y) € T'(A), wro je Takohe rpaduk HeKor oneparopa, na je
y = 0, onHocHo D(A*) je ryct. O6parHo, Heka je D(A*) rycru (0,y) € T'(A). Tamajey L D(A*), naje
y = 0. Jlpyrum peunma, ako D(A) 3 z,, — 0 u Az, — y, onna (0,y) € T'(A) na mopa 6utu y = 0;

r) Hekay € D(B*). To no aerHALKMjH 3HAYHX J1a je IpecinKaBatbe x — (Bx, y) orpaHHYeH JnHeapaH
¢yuximonan va D(B). Ho, kako je D(B) 2 D(A), To je MOMEHYTO HPECIHKaBambe OrpaHnyeH QyHKIHOHAT
nHaD(A), may € D(A*). O

8.6. Jlema. Heka je A rycro nedunucan, 3arBoper oneparop. Taza je
ker A* = (R(A))*,

rie je R(A) o3Haka 3a ciuky oneparopa A.
Kao nocnenuue, umamo ker A = (R(A*))+, H = ker A* @ R(A) = ker A @ R(A*).

Iokas. Heka je y € ker A*, 1o jecr y € D(A*) u A*y = 0. Ilpema peduHuumju, TO 3Ha4YU 1a je
npeciuikaBame © — (Ax,y) He caMo OrpaHrYeHO, Beh U MICHTHYKH jeHaKO HyJH, oqHocHO (Ax,y) = 0
3acse x € D(A). dpyrum peunma y L R(A). O

Ipumegba: 3aTBopeHoOCT omneparopa A ce KOPUCTH caMmo MPUIKKOM H3BOlCba MPBE MOCISAUIIE, 1a Ou
Ce OCHOBHa TBP/Itha IpUMeHmIa Ha A* 1 To na 6u Baxmio A™* = A.

8.7. Texumuxka aema. a) Heka je A : D(A) — H, D(A) = H rycro nedhrHHCaH 3aTBOPEH OMEPaTop
u Heka 3a ce * € D(A) Baxu

@) 2]l = dlall, ¢ > 0.

Tana je ciuka R(A) oneparopa A, 3arBopen notnpoctop. Takobe, npeciukasame A~ : R(A) — D(A) je
OrpaHMYEHO;

0) Hexa je, jou, B orpaHnueH omeparop Takas 1a je ||B|| < ¢, rae je ¢ koHcranTa u3 (4). Tana u 3a
oneparop A + B Baxu jeHaKocT (4) ¢ THM IITO yMECTO KOHCTaHTe ¢ ctoju ¢ — || B||. Takohe, mornpocropu
R(A)* u R(A + B)* umajy ucry aumensujy.

Jokas. a) Heka R(A) 3 y, — y. Tanaje v, = Az, 3a Heke x,, € D(A). Kako je y,, KOHBEeppreHTaH,
To U3 (4) cnenu na je x,, Kommwmjes y H, na x,, — x € H. W3 ycnosa 3arBopenocty ciequ ja je x € D(A)
uy = Azx. Jaxie, ciuka je 3arBopera. OrpaHHYEHOCT UHBEP3HOI OMEpaTopa CIeAd HEmocpenHo us3 (4)
3ameHoM Az u x, pefom ca y u A" y;

6) Ipsu neo TBphema jennocrasro cnemu u3 ||(A + B)z|| > ||Az|| — ||Bz|| > (¢ — ||B]|)||z]|.

3a apyru neo TBphema oclamaMo ce Ha jemHOCTaBHy TBpamy: Axo cy K, I < H nBa 3aTBopeHa
MOTIPOCTOpa, TakBa Aa je dim K > dim L, oHza je mocroju Bektop z € K TakaB maje z 1 L. (Y3me ce
npojexija P = P, ua normpocrop L u mocMarpa meHa pectpukiuja Q = P|x Ha K. AKo TakBOT BEKTOpa
z Hema Tafa 6u 6uio ker ) = {0}, ogHocHo @ 6u 6uo nnjektuBa, u Taga dim K = dim Q(K) < dim L,
jep je Q(K) mormpoctop ox L.)

pernocrasumo ja je dim(R(A)L) < dim(R(A+ B)1). Taganocroju z € R(A+B)1, 2z L R(A)*,
omHocHO z € R(A),1j. 2 = Aznz L R(A+ B). Tanazacsey € D(A) umamo (Az, (A+ B)y) =0,nau
3ay = x. Onawie je ||Az||? = (Ax, Ax) = — (Ax, Bx) < ||Az||||Bx||. Mehytum, ||Bz|| < ||B]|||z|] <
c||z|| < ||Az||, na usnasu ||Az||? < ||Az||?, wTo je Hemoryhe.

Ciuuo ce ocnobahamo u npernocraske dim(R(A)+) > dim(R(A + B)1). O
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CUMETPUYHU U CAMOA IJYHI'OBAHU OIIEPATOPU

8.8. depununmja. a) 3a rycro pedunucan oneparop A : D(A) — H, D(A) = H kaxemo ja je
cumeilipuyaH ako 3a cee , y € D(A) Baxn

(%) (Az,y) = (z, Ay) .

Onmax Tpeba pehu na To jour yBek He 3Haum aa je A = A*. U3 (5) cienyje camo A C A*.

MelyTum, cBaku cHMETpHYaH orepatop je 3arBopuB. Hawmme, ako x, — 0 u Az, — z, Taga u3 (5)
3a cBe y € D(A) umamo (Azy,,y) = (xn, Ay) — 0, ogrocHo (z,y) = 0. Tako z L D(A), 1j. z = 0.
JeIHOCTaBHUM TIPOJIACKOM JIMMECOM Kpo3 (5) Hanasumo f1a je Tajia u A Takohe cumeTpryan.

BaxHO CBOjCTBO CHMETPHYHOT OMEpaTopa je Aa My je kBaapaTHa (opma peanHa. OJHOCHO 3a CBe
x € D(A) Baxu

©) (Az,7) € R.

3aucra, u3 (5) Hanazumo (Az, z) = (x, Az) = (Ax,x).

0) 3a rycro nedunncan oneparop A : D(A) — H, m = H xaxeMmo 1a je camoagjyniosan axo je
A=A~

[Tokazahe ce 1a HeorpaHMYeHH CaMoOaJjyHIOBAHHU OIEPATOPH, MMajy CIIEKTPAHO pa3jiarambe CINYHO
CIIEKTPAJHOM pa3iiaramby OrpaHHYCHOT caMoajljyHIOBaHOT omeparopa. HajBakHHja pasiuka ce cacToju y
YHEHEHHIM J1a CaMOaJIjyHIOBaH OIIepaTop HeMa OrpaHHuyeH criekrap. Hberos criekrap Moske yak OUTH YnTaBa
peanHa mpasa. Y ciiydajy CHMETPUYHHUX OTlepaTopa CUTyallrja je 3HaTHO CII0XKEHH]a, T1a j€ JeIHO O] BAKHHjUX
MHUTakba MUTAKE J1a JIM CUMETPUYaH OlepaTop MMa caMoajljyHroBaHo paummpemne. OIHOCHO, /1a Jiu 3a AaTH
cumerpudan A nocroju B D A ca cBojctBom B = B*.

8.9. CnekTap HeorpaHu4ieHor omeparopa. [lojMoBH criekTpa ¥ Pe30IBEHTHOT CKyMa JAe()UHUIIY Ce
3a HEOTPAaHWYCHE OIleparTope, CIMYHO Kao U 3a OrpaHHYeHE, ONHOCHO CIMYHO Kao 3a eixeMeHTe baHaxose
anreope.

Hekaje A: D(A) — H, m = H 3aTBOpEH rycTo AcQHUHUCAH OIIepaTop.

Kowmiutekcan 6poj A je Taduka pe3oiBeHTHOT CKyIa oreparopa A, y o3nauu p(A), axo je ciuka R(A— A1)
jennaxa uenom H, u axo je A — \I unjexrusno. Taja 3akmbydyjemo u naje A~ : H — D(A) orpannuen
Ha OCHOBY TeopeMe o 3aTBopeHoM rpaduxy. (Haume, rpaduk I'(A~1) ce nobuja ox rpaduka oneparopa A,
npecinkaBaweM (z,y) — (y,).)

Cuexrap oneparopa A je 0(A) = C\ p(A). Uy 0BOM, HEOrpaHUYECHOM CIIy4ajy, CIIEKTap pa3BpCTaBaMo
Ha TPH JIelia.

Taukacitiu ciiexiiap, y o3Hauu o, (A), je ckyn ouux A € C 3a koje A — Al Huje unjextuBHo. To cy
3aIrpaBo couclieere 6peguoCciiu;

Heiipexugnu ciiexiiap, y o3uanu o.(A), je ckyn ouux A € C Koje HUCY COIICTBEHE BPEIHOCTH, JECY Y
criektpy u R(A — M) jerycray H.

Pesugyannu cilexiiap, y o3Hauu o,.(A), unHe cBe ocrane tauke cuekrpa. Jdakme, To cy onu A € C 3a
koje A — A\I jecte MHjEKTHBHO, all HEMa I'YCTY CIIUKY.

8.10. Crag. a) Heka je A cumerpuyan omeparop (cama u yoyayhe To hie 3HAUMTH [1a je ayTOMaTCKH
3aTBOpeH U rycto Aehuuucan) u Heka je A € C\ R. Tagaunu A € p(A) unu A € 0,.(A);

6) CorncrBeHe BPEAHOCTH CHMETPHYHOT OIepaTopa Cy peaHe;

B) Heka je A = A* camoanjynrosan. Tana je o-(A) = (). Tloce6ro C\ R C p(A).

Hokas. a) Hekaje A = a +1if3, 5 # 0. Tana je

(A= AD)z|* = (A = al)z — ifz|]* = [|(A - al)z||* - 2Re (A — al)z,ifz) + [B]*[|||*.
IIpBu cabupax je Behu on1 Hyne, a ipyru je jennak nynn. Hanme, (A — al)z, ifz) = —if ((Az, z) — of|z|?) €
iR. Tako je
) (A = AD)z|[* > |B]?[]]|*.

Ha ocuosy Jleme 8.7, cinka R (A — AI') je 3aTBOpeHa, M MHBEp3 je OrpaHnuyeH. Pasnuikyjemo aBa ciiy4aja.
Nmn je R(A — M) = H,urtaga X\ € p(A), i R(A — A\I) Huje rycra, ma A € 0,.(A);

6) Cieau HEMOCPEIHO U3 MPETXOHOT,
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B) Hexa je A € C rakas na ciuka R(A — A\I) uuje rycra y H. Tana Ta ciuka uMma HeTpUBHjaliaH
OPTOTOHAIHU KOMIUIEMEHT, ma mmocroju y # 0 takBo ga 3a cee v € D(A) Baxu ((A— A)z,y) = 0.
[Mocnenme je ekBuBaieHTHO ca (Ax,y) = A (z,y). Kako je mecHa cTpaHa orpaHHYeHO NPECIUKABALE 110 T,
TO je oHna M neBa crpana, ma y € D(A*) = D(A), nsaxu (z, Ay) = A (z,y), omsocro (x, (A — X )y) = 0
3a cee x € D(A). Kako je D(A) rycr notnpoctop, 1o je Ay = Ay, na no nperxonsom A € R.

IIpumegba: MomeHar TIe cMO KOpPUCTHIH camoafjyHroBatoct je D(A*) = D(A), u 3aro noka3 He

MIPOJIa3d 3a CHMETPUYHE OIlepaTope KOju He Mopajy OUTH caMoa]]jyHTOBaHH. O

8.11. IMMocaenquma. Heka je A cumerpuyaH, 3aTBOpPeH, TycTo Aedunucan oneparop. Tama je auMeH3uja
dim ker(A* — AI) ucta 3a CBe A U3 TOpEbE MONTYPABHH, M KCTA 33 CBE A U3 JIOHE TTONyPaBHH.

Ioka3. Heka je, na npumep, Im Ao > 0. Youumo § < Im g, u mocmarpajmo A € K(\g, d). Ilpema
Jlemu 8.10, npeumsuuje mpema (7), cuka R(A — Aol) je 3arBopena. C apyre crpane ||(Ag — A)I]| < § <
Im A, ma je npema Jlemu 8.7, u cauka omeparopa A — Al = A — A\l + (A\g — A)I Takobe 3arBopeHa, u
BUXOBU OPTOTOHAJIHN KOMIUIEMEHTH CY HCTE JUMEH3H]e.

Tpeba jom npumeTuTH, 12 je npema Jlemu 8.6, ker(A* — M) = ker(A — A\I)* = (R(A — M)+, na
61 3aKIbYYMIH 72 je auMensuja motmpoctopa ker(A* — M) ucra 3a cee A € K (Ao, ). Kako je, y oBom
ciyuajy, Im A < 0, KaKo je 10ma MojypaBaH MoBe3aH CKyTl M MpeciukaBame A — dim ker(A* — \I) nokanHo
KOHCTaHTHO, 3aKJbY4YjeMO JIa j¢ OHO ¥ KOHCTAHTHO HAa YMTABO] JIOK0j MOTypPaBHH.

Jloka3 ce MAGHTHYHO U3BOMH U Yy cIydajy Im \g < 0, omHocHo Im Ag > 0. O

8.12. Unnexcu nedexra. Heka je A cumerpudan oneparop. tberosu nedexrau mornpocropu cy
K (A) = (R(A—il)* =ker(A* +il), K_(A) = (R(A+il))* = ker(A* —il),

a MHeKcH AedeKTa
ny(A) =dim K (A), n_(A) =dim K_(A).

Jacnon, (A) = dim(R(A—\I))* 3a 6umno koje A u3 ropme nomypasuu, an_ (A) = dim(R(A—N))*
3a OWJIO KOje \ U3 JIOH-€ MOITypaBHU.

Vkonuko cy uHAekcH aedekra crporo Behlin on Hyne, taga je o(A) = C, Oyayhu na je yBexk ped o
3aTBOpEeHOM cKyIry. Takolje, Taza cy cBe tauke u3 C \ R concreene Bpenuoctn omeparopa A*.

Wupexcu nedexra ce Mory aeduHucatd u kaaa A Huje 3aTBOpeH, Beh camo cuMeTpryad rycto aeduH-
ucan oneparop. Tana je ny(A) = n_(A) = 0 exBuBanenTHo Tome ja je A camoanjynrosan. Takas A
30BEMO €CeHYUjanHo camoagjyHIO8aH.

8.13. CraB. Heka je A 3aTBOpPEH M CHMETPHYAH.
a) 3a 6uno koje A ¢ R Baxu

®) D(A*) = D(A) + ker(A* — A1) + ker(A* — \I),
[pH YeMy je y IUTamby AUpeKTaH ariebapcku 30up. (Cymuparme, HapaBHO, HUj€ OPTOTOHAIHO, jep ¢y U D(A)

uD(A*)ryctuy H.)
6) dim D(A*)/D(A) = ny(4) + n_(A).

Hoxkas. a) Ha ocuoBy Jleme 8.7 ciuka R(A — M) je 3arBopena, na Ha ocHoBy Jleme 8.6 Baxu H =
R(A— M) +ker(A*— ). Hexkay € D(A*). Bekrop Y oqHOCY Ha Ty pENPe3EHTAIH]Y PA3I0KHMO BEKTOP
(A* — Al)y na 36mup Bexropa (A — M)z € R(AxI) n Z € ker(A* — AI) u craBumo 2 = (A — \)z, e 2
3ajenHo ca Z npunana ker(A* — AI). Nmamo
©) (A* = XDy = (A= XDz + (X —N\)z.

Kako z € D(A) C D(A*), 10 je Ax = A*x. Takohe A\z = A*z, na je (9) eKBUBANEHTHO ca

Ay —x—2) =AMy —z - 2),
mTo3Haun fa u = y —x — 2z € ker(A* — \I). Takojey = x+z+u, npudemy x € D(A), z € ker(A* — )
uu € ker(A* — AI).

Ocraje jom aa ce JOKaXe Ja je cyma IUPeKTHa. AKO IPBH cabupak MMa HETPUBHjaIaH MPECEK ca HEKUM

ol ipyra JBa, To OM 3Ha4YMIIO 1a A MMa CONICTBEHH BEKTOP KOjH OATOBOPA COIICTBEHO] BPEIHOCTH KOja HHje
peanHa, mTo je nporuBHO Ctay 8.10 6). Ako npyru m Tpehu uMajy HeTpuBHjajaH npecek, To Ou ce OHZa
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HAIIA0 COTNICTBEHM BEKTOP orepaTopa A* Koju oJroBapa jaBama pa3InuuTUM COIICTBEHUM BPEIHOCTUMA, [ITO
je Hemoryhe.
0) Cienu HEMOCpEHO 13 ). O

- . z+1
8.14. Kejinujesa Tpanchopmanuja. bunnneapHo npecnukaBame 2 — —— MPOLIMPEHE KOMIUIEKCHE
z—1

paBHH, IIpeciInKaBa peajgHe OpojeBe y jenuHUYIHN Kpyr. Kam 6m Teopema o mpeciiKaBamy CIIEKTpa BaKHiIa
W 3a HEOrpaHWYEHe oIeparope, Tafa O ce TAKBUM IPECINKaBambeM CaMOaljyHIOBaH OINeparop Mpecinkao
y omeparop uuje Tadke Jexe y ckymy {z | |z|] = 1}, omHocHO y yHurapan. Buaehemo ma To 3amcra n
BaxH. Taxolje CHMETPUYHH OIEpaTopH, HaBEJCHUM OWIMHEApHUM IpeciINKaBambeM, TpaHchopMully ce y
JIETUMUYHE HU30METPH]E.

Hexka je A 3aTBopeH cumerpuuan oneparop. Hberosa Kejnujera Tpancdopmanuja je oneparop V : H —
H 3apar ca

Vo= (A+il)(A—il) "'z, x€R(A—il),

10
(10 Vo =0, L R(A —4I).

KejnujeBa Tpanchopmanmja je mapuujanHa n3oMeTpuja — OHa M30MeTpu4HO mpecnukaBa R(A — il) Ha
R(A + iI). 3amcra, axo je © € R(A — il), onma je ¢ = (A — il)z 3a Hexo z € D(A), u Tnme
Vz = (A+il)z, na umamo

|[V||? = (Va, V) = (A+il)z, (A+il)z) = (Az, Az) + 2Rei (Az,2) + (2, 2) .

Mebhyrum, A je cumerpruanna (Az, z) € R,onHocHoRei (Az, 2) = 0,utume Rei (Az, z) = —Rei (Az, z).
3aro je

|[Vz||* = (Az, Az) —2Rei (Az, 2) + (2,2) = (A —il)z, (A —il)z) = (2, 2) = [|2]|*.

Tume cmo niokasanu 1a je V| (4—ir) n3omeTpuyno. Ha ciuyan HaunH MOKEMO MOKA3aTH H J1a je IPECHKa-
Bame (A—il)(A+il)~! usomerpuuno na R(A+il), a kako je oHo nuHBep3HO Kejnujesoj Tprancpopmanmju
V, 3akspydyjemo na V mpecnuxaBa R(A — i) na R(A — iI).

Haxie, Kejnujepa TpancopMaiiija qator CHMETPUYHOT oreparopa A je mapiujaiHa u30MeTpHja, ca
nostasHuM npoctopoM R(A — iI) u nonasuum R (A + ¢I). Ona ,,He Buau™ nedexrae npocrope Ky (A).

He moxe, melhytum, cBaka napuujanHa uzomerpuja outu KejnujeBa Tpancdopmaiiija HEKOr CUMET-
puuHor onieparopa. Cnene cBojctBa KejmmjeBe Tpancopmarmje.

1) Ciauka npocropa R(A — iI) oneparopom V' — I jenHaka je D(A). 3aucra, axo je ¢ € R(A — il)
onmajex = (A —il)z3aHeko z € D(A), na je

() (V-Daz=V-I)(A—il)z2=V(A—il)z— (A—il)z = (A+il)z — (A—il)z = 2iz € D(A).

Taxo je (V — I)(R(A—iI)) C D(A). C npyre crpane, 3a z € D(A),x = (A—il)z € R(A—il), na360r
(11) mmamo (V' — Iz = 2iz, wro mokasyje oOpaTHy HHKITY3H]y.

2) bpoj 1 uuje comncrBena BpeqHOCT oneparopa V. 3aucra y CynpoTHOM OM IIOCTOjajlo & ca CBOjCTBOM
Vx = . 360r nepununmje (10) mopa 6urn © € R(A — i), utaga 6u3acee y € R(A — iI) Baxuno

0= (Va,Vy) — (z,y) = (x,Vy —y),

rie cMo uckopuctiiy aa je V nsomerpuuno Ha R(A—il) u Vo = x. Tosnaun maje x L(V —I)(R(A—il)),
a KaKo je nmocienmu ckyn rycty H 1o je x = 0.

IMonasHu cumetpryaH oreparop A Moxe ce peKOHCTpyHcaTH Ha 0cHOBY cBoje KejijeBe Tpancdopma-
mje V kao

A=i(V+D(V -1,

3auncra, akojex € D(A), ramajey = (A—il)x € R(A—il),uVy = (A+il)z, To je eKBUBAICHTHO
cay = Azx — iz, Vy = Az + iz, wro kaga cabepemo mobujamo Vy + y = 2Ax, a xaga oay3mMemo
Vy —y = 2iz. U3 nocnenwe je (V — I)y = 2iz, omnocno y = 2i(V — I)~ 'z, na onpa nanasumo
2Az = (V + Iy = 2i(V + I)(V — I)~ 'z, mrro je n tpre6ano nokasaru.

IIpumegba: YeryT cMO TOKa3ajlH Ja CBaka MapliijaiHa H30METPHja Koja Helymasa cBojersa 1 ¢ o, (V)
W CllMKa Tojla3Hor npocropa oneparopom I — V' je rycra y H jecre KejnujeBa Tpancdopmaiuja HEKor
CUMETPHYHOT oreparopa A.
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8.15. CraB [Pamupema cumeTpu4HOr oneparopal. Heka je A cumerpuyan omeparop, 1 B HeroBo
CHMETPUYHO parmpeme, Tj. A C B C B*. Tana je:

a) Kejmmjea tpancdopmarija Vp oneparopa B je pammpeme Kejianjese Tpancdopmaruje V4 oneparopa
A, 1. VB|r(a—ir) = Va;

6) ny(A) —n_(A4) = ny(B) —n_(B);

B) OOparHo, cBaka mapuujaina uzomerpuja W koja je pammpeme Kejnujere Tpancdopmarme V4 ore-
paropa A jecte Kejnujesa Tpanchopmariija HEKOT CHMETPUYHOT palIuperha oneparopa A;

r) Oneparop A UMa caMoajjyHroBaHoO pammpere ako u camo ako je ny (A) = n_(A).

Hokas. a) Ilosnaro je (Bumetn CraB 8.5), maje A C B C B* C A*. Kako je A C B, 10 je
R(A—il) <R(B—il). Hame,3ax € R(A—il)jex = (A —il)z3anexo z € D(A) < D(B), naje

Vpr = (B+il)(B—il) ‘e = (B+il)(B —il) (A —il)z =
=(B+il)(B—il)"(B—il)z = (B+il)z = (A+il)z = V.

6) Kako cy aumeH3Hje OpTOrOHAIHHMX KOMIUIEMEHATa IIOJAa3HOT M JOJIa3HOT MPOCTOpa MaplyjaiHe
u3oMeTpuje V4 KoHayHe, To ce V4 MoXe NPOLY>KUTH caMO Ha KOHAYHO AUMEH3HOHAIHOM IIOTIPOCTOPY
on R(A — il)*, na npumep mumensuje k € N. A Taja ce U J0Na3Hu NOTIpocTop mosehao 3a motmpoc-
Top ucre nuMeH3uje k. Kako cy monasHu M HonasHM IIPOCTOp HapuujaiHe u3oMeTpHje Vp penoM jeHaku
R(B —il), omrocuo R(B + iI), To 3akibyuyjemo 1a je

ne(B)=no(A) =k, n_(B)=n_(4)—k,

OZIaKJIe CIIEN TPayKEeHO;

B) Heka je V4 Kespujesa tpanchopmarimja oneparopa A. OpTOKOMIUIEMEHTH HEHOT MOJIa3HOT, OHOCHO
JonasHor mpocropa cy penom, ker Vi = ker(A* + iI), onHocHo ker V4 = ker(A* — iI), u onu cy 360r
dopmyie (8) nucjynkrau. CBako u3omerpudHo pamuperme W oneparopa V4 obnuka je W = V4 & Vy, Tie
je Vo : ker(A* +4I) — ker(A* — iI) mapumjansa nzomerpuja. bpoj 1 Huje COCTBEHA BpEAHOCT Orieparopa
V4 mpema cBojcTBYy 2) omespka 8.14, a Huje Hu omeparopa Vg jep cy My IOJa3HH M JOJa3HU HPOCTOPH
JIIC]YHKTHH, I1a cTora 1 HHje HU corcTBeHa BpeaHoct oneparopa W = Vy & V. Takobhe kako nonaszuu
mpocTop omneparopa W caapku MoiasHUA MPOCTOp omeparopa V4, TO je HCIYHEHO U CBOjCTBO 1) ojieibKa
8.14. Otyna W notude o1 HEKOT CHMETPHYHOT oneparopa B D A.

r) Ako A nMa caMoajIjyHroBaHO paliupere, peuumo B, ouaa je ny (B) — n_(B) = 0, na je npema
nperxogHoM u ny (A) —n_(A) = 0.

C npyre crpane, ako je ny(A) = n_(A), oHIa Cy HOJa3HK U I0Ja3HU moTHpocToT Kejnujese Tpawc-
dopmarmje V4 ucTe KOHaUYHE KOMUMEH3H]je, Ta CTOra TIOCTOjH EeHO YHHUTAPHO PalUpPEehe, 03HAUYMMO T'a ca
U. Tlpema nperxonaom U = Vp 3a HeKo cUMeTpu4HO pammperme B omeparopa A. Mehytum, Taga cy
Ie(eKTHA TOTIIPOCTOPH Oreparopa B TpUBHjaTHH, OAHOCHO OH j& CaMOaJIjyHIOBaH. (|

CHHEKTPAJIHO PA3JIATAIBE HEOTPAHUYEHUX CAMOA/IJYHI'OBAHUX OIIE-
PATOPA

8.16. Tloacehame. Heka je (£2, M1, E') mpoctop ca criekrpanaom MepoM. IToxcetnmo ce (omesbak 4.2)
naje E : M — B(H) dyukuuja koja ucnymasa cBojcrsa: (i) E(A) je opromnpojexrop 3a cBaku MEpJbHB
B e M, (i1) B(0) = 0n E(Q) = I; (i) (L2} Bj) = 3,5 E(By); (iv) E(Bi N By) = E(B1)E(By).
ITomohy crniekrpanie mepe F 3a nare Bekrope x Uy € H koHCTpyHcanu cMo (haMuinjy KOMIUIEKCHUX Mepa
M,y CA

1oy (B) = (E(B)a,y).
Mepy fiz . ckpaheHo hemo o3HadaBaru ca [i,,. Kaxo je E(B) camoajyHIroBaH IpojeKkTop, To je f,(B) =
(E(B)z,z) = ||E(B)z||?, u otyma p,(Q) = ||z||*> < +oo. Takohe, u3 popmyne (1) onecosmka 4.2
JEIHOCTABHO M3J1a31

(12 0l(B) < Jie By (B) < 5 (12 (B) + o (B),

Jlasbe, pasBuim cMo uHTerpanujy gpyskuuja us L>°(Q), nedurunuryhu unrerpai |, o f dE kao jenuncTBen
oneparop 7'y 3a KOjU BaXH

(sz,y> = /fd,ua:,y
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U IMoKa3ajin I[aje pecCiInKaBamC
LOO(Q) =] f — Tf,

M30METPHYKH *-m30Mopdusam anredpe L () (ca uuBonymmjoM f — f) 1 Heke KOMyTaTUBHE Mojanreope
anerebpe B(H ).

Y oBOM 0/1eJbKY pa3BuheMo HHTETpaIijy HeorpaHuueHnx QyHKIHja. Y Ty cBpXy Kopuctuhemo cienehy
JjeMHAKOCT KOjy U3BOANMO Ha OCHOBY (popmysie (3) omesbka 4.3. Haume, 3a orpanuuene GyHKIuje fu g ©UMaMo

(13) ||Tng:::\|2 = <T;Tngx,ng> = /Q |fI? dur,e-

8.17. Cras. Heka je f : 2 — C mepsbuBa, CKOPO CByAa KOoHauHa (QyHKIMja. HapaBHO, OHA HE Mopa
6urtu orpannueHa. Ckym

(14) D= {we | [ 1fFau < +oc)
j€ cBya IyCT BEKTOPCKH MOTIpoCcTop XmidepToBor npocropa H.
Jlokas. 3aucta, 3a CBaku MEpJBUB CKyNl B MuMamo
pary(B) = ||E(B)z + E(B)y|* < (|| E(B)a|| + |E(B)yll)* =
= ||E(B)a||* + 2| E(B)z || [|E(B)yl| + |E(B)y|]* <
< 2(|[E(B)z|* + || E(B)y|[*) = 2(na(B) + 11y (B)),

O7laKJie HEMOCPEHO creau J1a je Dy 3aTBopeH 3a cabupame BeKTopa. MHOXKEHE CKaapoM HHje poOieM.
Hoxaxkumo na je Dy ceynarycry H. Heka je

(15) A= {z € Q| [f(z) <n}.

Kaxo je f ckopo cByna koHauHa, 10 je | J,,~; A, = € (10 Ha ckyn Mepe Hyna), na E(A,,) — I jako, u cTora
3acBe ¢ € H umamo z,, = E(A,)x — x. JJoBOJBHO je, cTOra, JI0Ka3aTH Aa &, € Dy. Mehyrum, Ha ocHOBY
(13), 3a cBe m > n UMaMo

/A P dua, = /Q P dusane = T, Toa, @l = [T, 2l? = /Q FPxa, die < 2ol

IITO j€ JIOBOJBHO, jep Kaja MyCTUMO M — +00, 100ujaMo

14 4, < el < 4.
Q

d

8.18. Jedpunnuuja. Cana nepuHumemo fQ f dE xao jenuncteen oneparop 1y : D — H TakaB 1a 3a
cBe T,y € Dy Baxu

(16) (Tyx,y) = /Q fdpay.

Jokaxumo 1a je neduHANja KOpeKTHA. VHTerpan Ha JecHoj cTpaHu moctoju 30or (12) u 3aTo mTo
J1fI? < +o0c noBnaun [ |f| < +oo kan rox je Mepa KoHauHa.

Jasse, axo je u Pagon HUKOIMMOB H3BOI MEDE Ly o, [IO MEPH | 145, , | OHIA 33 CBaKy OrpaHHUYCHY (YHKLI]Y
v, nmajyhu y Buny (13), umamo

1/2
L 16l diasl = [ loludiiny = Topz,n) < [Tl ol = ( / |¢2dﬂx) Iyl

[Tpumeryhn 1o Ha ¢ = fya, ¥ mymrajyhu ga n — 400 Hala3uMo Ja ¥ 32 HeorpaHuueHe QyHKuuje f

BaXXH OLICHA.:
1/2
JRIIE ( / f|2dux> 1yl
Q Q

IITO 3HAYM Jia MHTErpal Ha JiecHoj cTpaHu dopmyie (16) nmocrtoju 3a cee x* € Dy ucse y € H, xao u na
NpeICTaB/ba OrPaHNYEH (aHTUIIMHEApaH) QyHKLUOHAI I10 ¥, T€ CTOra, 3a CBe T € Dy MOCTOjU jeIMHCTBEHO
onpehen Bektop 1'px Takas ma Baxu (16). JInneapHOCT NpecnukaBama * — 1¢x CIEON jep je AecHa CTpaHa
y (16) nuHeapHa 1o .
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Axo cy ckynosu Dy u A, naru ca (14) u (15). Taza je 3a cBe € Dy HCIYBEHO

(17) / Fxa, diey — / F ey,
Q Q

Hpyrum peunma Hu3 orpanuueHux omneparopa T’y .~ €1abo KOHBEPrupa ka HEOrPAHUYEHOM OIIEPATOpy
Tt Ha ckyny Dy, 1j.
(Trxa, @ y) = (Tyz,y)
3aceexr € Dyucsey € H.
3aucra, pasnuka uaTerpaia y (17) mo Moayiy je Marmba WK jeHaKa o]

1/2
/ Fldla, < ( / f|2duw> lyll = 0,
AN\A, Q

360r nepununmje ckyna Dy (14).

8.19. CnekTpanHa Mepa caMoaJjyHroBaHor oneparopa. Heka je A camoajjyHroBan omeparop, u
Heka je U weroa Kejnujesa tpanchopmanmja. [lokasamu cmo na je U yrutapad, naje o(U) C U = {z €
C | |z| = 1}. Hexkaje Ey cniekrpanna mepa oneparopa U. Kaxko 6poj 1 Huje corncTBeHa BpeJHOCT oneparopa
U roje Ey({1}) =0, ocrocuo Ey (U \ {1}) = 1.

Younmo dyukunjy g : R — U, g(t) = (¢t +¢)/(t — i). Popmyiy (10) yCI0BHO MOXKEMO [1a HHTEPIIPE-
tupamo kao U = g(A) — ycioBHO, jep HHCMO Ie()MHKCAIH, jOII YBEK, HUKAKaB (yHKIHOHAIHHN PadyH 3a
HeorpaHw4eHe oneparope. Mehytum, yrnpaso he HaMm GyHKIH]a g TOCTYKHUTH J1a NePUHUIIEMO CTIIEKTPAITHY
Mepy HEOTpaHHUYEJHOT CaMoaljyHroBaHoT omeparopa A moMoly criekTpaine mepe oreparopa U.

Hauwme, dynkumja g, kao u mwena uusep3na g~ (z) = i(z + 1)/(z — 1) je MepsbuBa, Na NpecInKaBa
Bopenore ckynose y bopenose. Crora 3a bopenos ckynr B C R nedunumemo

EA(B) := Eu(9(B)).

Kako je g bujexinja, cacBUM jeTHOCTaBHO ce IPOBepaBajy ce dyetupu ocodune Jepurnnmje 4.1. [Toctymxom
KOHCTPYHCAHHM Y OJIeJbKY 4.2, IMaM0 H30MeTpHUIIKo yTaname anrebpe L>°(R) y B(H) naro ca

(18) f s F(A) = /R SO AEA(N).

MebhyTum, 300T IPEeTXOAHOT MOAOAEbKA, U 3a €BEHTYAaJIHO HEOTpPaHWYEHE, alli MEPJBUBE M CKOPO CBYHa
KoHauHe QyHkiMje, unTerpan (18) uma cmucna, U MpejcTBa/ba HEOTPAHUYEH OMNeparop ca JoMeHoM Dy
nmatuMm ca (14).

8.20. CraB. ®yHknmoHaTHA pauyH neduaucad opmynom (18) nma cieneha cBojcTa:
a) Dy NDy C Dosipg i (f+g)(A)x = f(A)z + g(A)z,3acBe x € Dy N Dy;
0)Dsg = ...

1. Jlaro je npeciukasamwe A : D(A) — L2(0,1) ca D(A) = C[0,1], (Az)(t) = x(1)t. Nokazaru na A
HHje 3aTBOPEH OIeparop, Kao HU [ja Ce He MOXKe 3aTBOPUTH, TO JECT Jia 3aTBOPErbe heroor rpaduxa I'(A)
HUje TpaduK HUjeqHe QyHKIHje.

2. Jlato je npecmkasame A : D(A) — L2(0,1), D(A) = {z : [0,1] — C|z ancomyTHo Henpekumna, v’ €
£2,2(0) = 2(1) = 0}, Az = %az

a) Ozpenutu ajjynrosan oneparop A*, Kejnujesy tpancdopmarmjy (A + il)~1(A — il) u unnekce
nedexra ny (A), n_(A);

6) Joka3zaru na cBaku omeparop B ca cBojctBom A C B C A* uma obnuk B = Ay, tae je 0 € C,
Ay : D(Ay) — L?(0,1), D(Ay) = {z : [0,1] — C | z ancomytHo Henpekunna, ' € L% x(1) = 0x(0)}
(cnyuaj € = oo, mocmarparu kao 2(0) = 0). Jlokasaru aa je Ay caMoa[jyHroBaH ako u camo ako je |0| = 1,
JIOK y CyHIPOTHOM Ay HHje HU CaMOa[jyHroBaH HU CHMETPHYAH.



98

3. Jlaro je npeciukaBamwe A : D(A) — L2(0,+00), D(A) = {z : [0,+) — C | z ancomyTtHO
1
nenpekuna, v’ € L2 x(0) = 0}, Ax = ~2'.
(3
a) Ozpenutu ajjyHrosan oneparop A*, KejmujeBy tpancdopmarmjy (A + il)~'(A — il) u unnekce
nebexrany (A), n_(A);
0) IIpoBepuru na iu A ¥Ma caMoa(jyHIOBaAHUX PaILIHPCHHA.
4. Jlaro je npecnukapame A : D(A) — L?(—00,+00), D(A) = {x : (—00, +00) — C | x ancomyTHO

nenpekuana, v’ € L2}, Az = —a'.

a) Oxpenutn A*, ycraHoBuTH ja je A* = A u okasary aa je, y oBoM ciay4ajy ni (A) =n_(A4) = 0;
6) Heka je F : L?(—o00,+00) — L?*(—00,+00) dypujeosa TpanchopManuja, 1o jecT Fx(s) =
I ;
\/? / x(t)e "' dt 3a x € L' N L2, u npoxyseHo 1o HenmpekuaHocTH. Jlokasatu 1a je F' yHHTapHO
T J—oc0

[peCInKBambe, Kao 1 Ja ce oreparop F'AF* moxe 3amaru ca F* AFx(t) = ta(t);

B) Kopucrehu nperonso nokasaru na hpon Hojmanosa anre6pa M = {f(A) | f € L>®(—o0, +00)} uma
LUKJIMYHU BEKTOP, TO jECT /1a Oneparop A nMa mpocT CreKTap.

5. Jlokasaru 1a 3a caMoaJijyHroBaH (HeOrpaHHYeH, alli He camo cumerprdan) A u A ¢ o(A) Baxu

((A=XD)""a,y) z/ L

O’(A)S_A

d <EA(>‘)':E’ y> )

rie je £ 4 () ckpahena o3naka 3a F 4 ((—o0, \)).
Opnamiie, npy4uBIy nperxoaHo CTuitjecoBy TpaHchoMpalujy, U3BECTHU Jla BaXKU

(Ea(N)z,y) + (Ea(A )z, y)) =

N | =

1 A
= lim */ (A= (+inD) "z, y) — (A= (& —in)]) z,y)] d;

n—=0+ 278 J_ o

6. Heka je A : D(A) — H (H XwuibepToB mpocTop) 3aTBOPEH OIepaTop.
a) JloxasaTu na je ca
<1‘, y>A = <A17, Ay> + <1‘, y>
nebunncan ckanapuu npoussoy Ha D(A), kao u na je D(A) koMIuIeTaH y OHOCY Ha HOPMY KOja M3 Ebera
MPOUCTHYE;
6) Heka je B : D(B) — H Heku Ipyru HeorpaHH4eH omeparop, mpu uemy je D(B) D D(A). 3a
omneparop B kaxeMmo j1a je A-orpaHudeH, ako 3a HeKe peaiiHe a, [ Baxu

(19) [1Ba]* < al|Az|[* + B[],
a 6poj ||B||la = inf{a |3acBex € D(A) Baxu (19)} ce 30Be meroBa A-Hopma. J[lokazaru ma je (19)
eKBHBAJICHTHO Ca
(20) |Ba|| < anl[Az][ + B |],
3a HeKe Ipyre o1, 31, Kao U Jia je
[|B||a = inf{o | 3a cBe x € D(A) Baxu (20)};

B) Jlokasaru na u3 D(B) D D(A), B 3arBopus u A 3aTBopeH, creau 1a je B A-orpaHuteH;

r) Ako je B omeparop mudepenumpama, a A : D(A) — L?*(—o0,+0o0) nar ca D(A) = {x :
(—00,+00) — C | 2’ anconytho menpexuana u @’ € L?(—o0,+00)}, Az = z”, nokasaru na je B A-
OrpaHnyeH.

7. Heka je A oneparop u3 3aaarka 6poj 4.
a) Tlokasaru za 3a merosy pesonBeHty (A ¢ R) Baxu:

-t iA(t—s)
_ if e x(s)ds ImA>0
A= AD7te(t) =3 oo ’ ;
( )7 e {—' t+ etz (s)ds, TmA <0
0) [Tokazaru Ja ce CHIeKTpaliHa Mepa oneparopa A MOKe H3pas3uTH MoMohy
1 +oo 6iﬁ(tfs)

Bata,f)a(s) = 5 |

21 J_

_ eia(tfs)

- x(t) dt.

[To ce moxe yunnutu nomohy ®dypujeose Tpanchopmanuje, anu 1 nomohy 3agarka 5.]



8. HEOI'PAHUYEHU OITEPATOPU

3aTUM MOKA3aTH /1A 33 BeroB KBaapaTr A%z = —z” paxu
1 [T sinvVA(s—t
Ep2(—00, N)z(s) = f/ M
T J_ o s—1

x(t) dt.
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9. JETHOIHAPAMETAPCKE ITOJYI'PYIIE

OCHOBHH ITOJMOBHA

9.1. Jepmnunuja. Heka je X BanaxoB mpocrop. ®Pammiuja orpaHHYeHHX JHMHEApHUX OIeparopa
Si: X = X, t € ]0,400) je jegnoiiapameitiapcka ioayipyiia ako Cy UCIYHEHU YCIOBH:

(1) So =1,
(2) Ss+t == SsSt.

AKo je mopen Tora HCIyHeH H YCIIOB

(3)3acBe x € X je npeciukasate [0, +00) D ¢ — Syz € X HenpekuHo,

OHJIa TAaKBY IOJIYIPYIly HA3UBAMO jako Heipexkugra nonyrpymna uia Co-ionyipyia.

AKo je yMecTo ycioBa (i4i) UCIIYECH jaud YCIIOB

(3’) npecnukaBame [0, +00) S t +— S; € B(X) je HenpekuaHo, Tj. ||S: — St || — 0 xamt — to,

OHJIa TaKBY HOJIyTPYITy Ha3UBaMO pagHomepHo Hetipekugra nionyrpyna wim U C-ionyipyiia.

Ilpumegba: Ycnos (2) omoryhaBa na ce HENPEKUIHOCT CBEJC Ha HENMPEKUIHOCT y Hynu. Haumme, u3
Syx — x kax t — 0 jemHOCTAaBHO U3BOAMMO Ja je Sy jako HempekuaHa, a u3 ||S; — I|| — O xaxt — 0 na je
S; paBHOMEPHO HEIPEKUIHA.

OCHOBHH TIPUMEp jeHONapaMeTapckux rpyna je dammmija S; = e, tie je A € B(X) ¢ukcupan
OrpaHHYEH omeparop. 3aucta, kako tA u s A ounrienHo KOMyTHPajy HCIykeH je ycioB (2). (IIpeu ycioB je
TPHUBHjaJHO HCITyeH.) HaBeneHa rpyma je paBHOMEpHO HENpPEeKUIHa, jep je

+oo +oo  —1 n—2 n—1
1 ik =2t t
e —eloAl = |37 (" — t5)A" §|t—t0|z| s fﬁ £ g <
n=0 n=1 ’

— 1o ||A|‘e(to+5)|\AH

t0+5” 1||AH7L 1
<|t—to|\|A||Z 0

Bunehemo kacHuje 1a je 0BO jeIUHU MPUMEDP PABHOMEPHO HEMPEKUIHUX MOTYTpyTa.

Jpyru npumep Mosxe 6utu oBaj. Ha mpocropy LP (0, +00), 1 < p < +00. mocMaTpamo mpecinKaBamba
Sy : LP — LP nara ca Six(u) = x(u + t). Iomyrpynau ycios (1) je TpuBHjanHo 3amoBosbeH. OBa
TONYTpyIa je jako HempekuaHa, jep ||z(u) — z(u + t)||, — 0 xag t — 0+. Hauwme, nocuentse je TaqHo 3a
HenpekuaHe GpyHKIMje (ca KOMIAaKTHUM Hocadem), jep Taxa z(u + ¢) — x(u) JOK IPaHHYHM Openas moj
3HAKOM MHTerpasia 06e36ehyje Teopema 0 TOMHHAHTHO] KOHBEepreHIMjU. [lasbe, HenpekunHe GpyHKIHje cy
rycre y LP, a HU3 HOPMH OrpaHUYEH, 114 MOKEMO J1a IPUMEHUMO TIPUHIKIT KoHBepreHuuje. OBa mojyrpyna
HHje PABHOMEPHO HETIPEKHIHA.
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9.2. Cras [orpanndenoct Cy-noayrpyne]. Heka je S; Cy-nonyrpyna Ha banaxoBoM mnpoctopy X.
Tana je:

(i) pynxumja t — ||.S;|| je orpaHrUeHa y HEKOj OKONMHH HYIIE;

(22) TTocroje xoHCcTanTe M ¥ w TaKBe J1a BAXKH

(1) HSt” §M€Wt.

Jokas. Kaxo je bamunnja S;x koHBEpreHTHa 3a cBako * € X, 10 ||S|| Mopa 6uTH OrpaHu4eHa y HEKOj
OKOJIMHHM HyJIe HAa OCHOBY IIPUHIUIA YHH(DOPMHE OrpanuyeHocTH. To nokasyje (7).

Hokaxxumo (iz). [locmarpajmo peanny GpyHkuujy ¢ (t) = ||S¢||. Ilpema nperxogHoM, ¢ je orpaHuyYeHa
y Hekoj okonuHH Hyne. Baxu u o(s +1) = ||Ssie|| = ||Ss S]] < |96 [|Sel] = @(s)p(t). 3at > 0 mocroje
jenuHcTBeH mpuposaH 6poj k u s € [0, ) TakBu na je t = kd + s, na je

o(t) < p(0)Fp(s) < M- M" < M- MY = Me**,
axo crasumo w = (log M) /6. O

Haiiomena: VIndumym cBux OpojeBa w 3a koje Baxku (1) Ha3uBa ce dopegak Monyrpyine, u Hajuemnrhe
o3HauaBa ca wy. O ToMe Kako ce u3padyHaBa IopeJak Moayrpyne BUAETH 3aarak 7777

9.3. BexTop ycpeamen noayrpynom. Hexa je S; Cy-nonyrpyma.
3a gato x € X ¢dopMupaMo BEKTOp T; ca

1 t
Ty = f/ S-xdr.
tJo

KaxeMmo 1a je x; cpegroa 6pegrociti BEKTOP T 1O MONYTrpymu Sy, uin kpahe na je x; ycpegroen 6exitiop.
Yepenmenu BekTopH UMajy cieneha cBojcTsa:
(?) xy — x xan t — 0. 3aucra

1t 1t 1t
.Tt—l':*/ST.TdT—J}*/ dTZ*/(ST.’L‘—QT)dT.
tJo tJo tJo

Kako S, — x, To 3a 6110 Koje yHarpen aato £ > 0 MOCToju ¢ JOBOJFHO MaJIo TaKo a Baxu ||S,x —x|| < €
3ace 0 < 7 < t. Tana je mehyTum,

1 [ 1 [
th—x”gf/ (HSTx—IEHdTSE*/ dr =¢,
tJo tJo

HITO 3aBpIlaBa JOKa3.
(47) Ckyn cBHX ycpeameHnx Bekropa je ryct y X. To ciean u3 npeTxogHor.
(ii1) Ssxy = (Ssx);. aucra,

1/t 1/t
Sexy = f/ S, Srxdr = f/ S-(Ssx)dr = (Ssz);.
tJo tJo

(4v) Cnn4HO CBOjCTBY (7) DOKa3yjeMo U Ja je

t+s

lim — Srxdr = Sx.
s—0 8 t

9.4. Unpununre3umaanu reneparop. Heka je S; nponssossHa Cy-nionyrpyma. Oneparop A : S(A4) —
X pmar ca

2) Az = lim Lx -
t—0+ t
npu uemy je D(A) = {x € X | mumec y (2) mocroju}, je 3aTBOpeH, TyCTO qeHHICAH OMeparop, y OIIITEM
Clly4ajy HeOrpaHUYCH.
Oneparop A uma ciencha cBojcTBa
(i) AS; = S; A, onHocHO A KOMyTHpa Ca MOIYTPynoM S;
(47) Iomyrpyna Sy je nudeHpeHnjaduIHa Y CMUCITY

d
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Hoka3s. Jlokazahemo npso na D(A) canpsku cBe ycpenene Bekrope. Onarie 3akibyuyjemo aa je D(A)
ryct notnpocrop. Haume, Ha ocHOBY ?7?? nMaMo

_ - 1/ [ °
Stxs Ts :<St$)5 Ts - (/ STStde _ / ST.TdT) =
t t st 0 0

1 t+s s 1 s+t t
=— ( STxdT—/ Sfmd7> = — (/ Srxdr —/ Sfmd7> —
st t 0 st s 0

1
—>E(Ssm —x),

kan t — 0+. OnaBne oamax Hanasumo u A(zs) = (Ssx — x)/s.
Axo yBenemo oneparop A; : X — X ca
S —1
-
onga umMamo A(z,) = Agx. Tpema neduHuumju oneparopa A HanasuMo

Ay

1 1 1
4 SiAs = Stg(ss —1I)= g(5t+s -5 = E(Ss —1)S; = AS,,

oftHOCHO omeparopu Ag u Sy komyTupajy. Takohe, Ax = lims_,o4 Asx 3a cBe x € D(A).

Heka x € D(A). Tana lims_, o4 Asx mocroju, na Ha ocHOBY (4) noctoju u lims_,o4 AsSix U jennak je
SiAz. Opyrum peunma Six € D(A) u Sy Ax = AS;z. To mokasyje IpBo CBOjCTBO.

U Bumre ox Tora, 3a cBako t > 0 umamo

d+ . Sttt — Six . Six —x
—Sx = lim PP iy 6,25 = G Ax = AS;z,
dt s—0+ s s—0+ s
a+
e je ~p O3HaKa 3 JECHH H3BOL.
TToKa)kKMMO | J1a JIEBH M3BOJ] MMa UCTy BpeaHocT. Mckopuctuhemo oneny || S| < M - e*t, na ocnoBy

Koje je ||:S;|| moxanno orpannyena. Hexa je ¢ > 0. Mmamo

:‘St_(; <x—55x —S(;AJJ)

1)
<ISis] (

Ssx —x
1
kag § — 0+. Tume je moka3aHO CBOJCTBO (it).
Ocrtaje jou na [okaxemo ja je orneparop A 3arsopen. [Ipernocrasumo na D(A) 3 x, — xu Ax,, — y.
Tana je

St_(;l‘ — St.lf

5 — StA.’I}

E

— Az

+||Az — smn) -0,

. S —w . .
lim = lim lim
t—0+ t t—0+ n—+oo t

MelhyTtum, npema BbyTr-JIaj0HUIIOBO] POpMYITH, IMaMO

Stxn — Tn

t t
Sixy — xp = Sixy, — Sox, = / i Sixdr = / S;Ax, dT,
o dt 0

t=1
maje
Spx — I I
lim o lim lim f/ S;Ax,dr = lim f/ Srydr =y.
t—0+ t t=0n—+oo ¢ [, t—=0+ t Jq
Haxie, x € D(A) ny = Ax. OBUME je 10Ka3 y MOTITYHOCTH 3aBPILEH. U

9.5. Cras. Heka je S; mexa Cp-monyrpymna, u weka je A : D(A) — X mweH MHPUHUTE3UMATHU
reneparop. Crnenehn ycnosu cy MeljycoOHO €KBHBaJICHTHH:

(1) D(A) = X (tume je ayromarcku A orpaHudeH 360T TeOpeMe O 3aTBOPEHOM TpaduKy);

(2) S; je paBHOMEPHO HENPEKHIHA;

(3) S; ce Mmoxe mpomykuTH 10 rpyne Sy, —oo < t < +00, Koja je MpH TOME aHAIUTHYKA, OJHOCHO
MOCTOj! aSt = hl_i)I(I)l+ % Y OIEepaToOpPCKOj HOPMH;

(4) S; = e 3a Hexu orpannuen oneparop A : X — X.
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Hokas. (3) = (1). U3 ycnosa (3) cinenu ia moctoju usBox, usmehy ocranor u y wynu, na (S, — I)/t
KoHBeprupa o Hopmu. OHna xouBeprupa u (S;xz — x)/t3acBe x € X, maje D(A) = X.

(1) = (4). Ha ocHoBy opmyre (3) umamo

d d
= 5 e S AT = ASe T - S de T =0,

jep Sy u A xomyTtupajy. Otyna je Sy = Ce'?, akako je So = I o je C = I, onHocHO Sy = e,

(4) = (2) cnenu Ha ocHoBy IIpumepa y yBomHOM maparpady.

2)= (3). ||[I — S¢|]| — 0,maszat € (0,6) Baxu || — S;|| < 1 onaxne je S; nuBeprubunan. Mehytum,
Baxcu u || — 1 foh Sydt|]| < 13a0 < h < §, na je nuuBepTHOHIAH U foh Sy dt. Jlasse umamo

1 h 1 R h 1 s+h h
f(SS—I)/ Sy dt =— /St+sdt—/ Sydt | = — / Stdt—/ Sy dt | =
s 0 S 0 0 $ s 0
1 h+s s
=— / Stdt—/ Sy dt | .
s R 0

Mebhytrm, U3 paBHOMEpHE HENPEKUIHOCTH IOJIyrpyne S; Jako Hajla3uMo % fos Sidt = So =1m

h
s T8, dt — Sp, kax s — 0, OIHOCHO

Ste_tA) —

1 h d h B
*(SS—I)/ Stdt%Sh—I, TJ 7515:(5}7/—[) </ Stdt> .
S 0 dt 0

Taxo je S; audepennujadbmiHa y Hynu, 6apeM ¢ gecHa. Oparie je oHa audepHenrjabriHa ¢ IeCHa U 'y Ma
K0joj Tauku s > (), 300T moTyrpymHOT cBOjcTBa. J[ndepeHnnjabriIHOCT ¢ JIeBa ce M3BOAU HAa HCTH HAYMH Kao
y 7?72

Ocrtaje jour aa JOKaXeMO Ja ce .S; MOXe MPOMYKUTH IO jemHomapamerapcke rpyme. Kako je Sy
uHBepTHOMITHO 32 0 < ¢ < ¢ Oulie, jouI jenaHmyT 300T MOMYTPYITHOT CBOjCTBA, MHBEPTUOWITHO 1 3a cBe t > 0.
Craumo S_; = S; ', n Baskuhe rpymHo cBojcTBO. JIeBH M3BOJ y HYJIH jeTHAK je

S, —1T Syl T Sy —1I
lim 2= = = — lim Zt— = = lim ;2 —JA=A
t—0+ —t t—0+ t t—0+ t
Jlakite BUXOB cacTaB y HYJH j€ TIIAaK. O

XWJIE JOIINJINHA TEOPEMA

[Ipema ynpaBo qoka3zaHoM craBy noctoju oujexunja nzmely ceux U C-nonyrpyna u cBUX OrpaHHuSHUX
oneparopa A € B(X), mnara taxo wro ce U C-noxyrpynu nonesbyje beH nHdure3umantu reaeparop. da nu
ce CIIMYHO MOjKe NokasaT 3a Cp-moyrpyne? OTHOCHO, ja JIU CBAKOM 3TaBOPEHOM oliepaTopy A oarosapa
Heka C( Tonyrpyna 4uju je uHpHUTe3uMaIHu reneparop ynpaso A? OAroBop je HeraTuBaH.

9.6. Cras. Heka je S; Cy-nomyrpyrma, 1 Heka je wy HBeH IOpelaK pacTa, Tj. 32 CBE w > wq MOCTOJU
koHcTanTa M 3a kojy Baxu ||S¢|| < Me“!, u neka je A men nHQuEUTE3MMATHN reHepatop. Tana Baxu

(1) 0(A) C{\ € C| ReA < wp}, omHOCHO criekTap oreparopa A CMELITEH je y JIEBO]j IOITypaBHU Ca
TPAHULIOM W .
(2) 3acse A € C3axojeje Re A > w > wp Baxu oreHa

M
(Re X —w)™’

Hoxka3. Hekaje Re A > w > wy. Younmo oneparop R nar ca

+oo
Rw:/ e NS,z dt.
0

(A =AD™"| <

OH je 1o6po neduHuCaH, jep je NoAuHTerpaaHa GpyHKIMja HEIIPEKUIHA, a BaKU U OLlCHa
lle™ S| < e | [[Se] ]| < Me@™ RN ],

a MHTEerpas nocieame GyHKIUje KOHBeprupa jep je w — Re A < 0.
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Hokasahemo jia je pe3onBenta oneparopa A jenHaka —Ry. 3a x € D(A) umamo

“+oo +oo d
RyAx z/ e MS, Az dt = / e M —Gxdt =
0 0 dt

+oo d
:/ (dt(e_)‘tSt:v) + )\e_’\tStx) dt =
0

= e*”Sth;OO + AR)xx = ARz — z,

OZIHOCHO
Ry(M[—A)=1.
C npyre cTpane

S, — 1 1/ [t +oe
Ryx =— (/ e MG, dt —/ e MG dt) =
S S 0 0
1
s

+oo +oo
(e’\s/ e_’\tStxdt—/ e_’\tStxdt) =
s 0

eM—1 [T 1 [° 5
= / e NS,z dt — 7/ e MG xdt - ARz — x,
s S Jo

s
kag s — 0+, oqaocHo Ryx € D(A) u
ARy = ARy — I,

omHocHo (A — A)Ry = 1.

Tako Re A > wp nosnauu A € p(A), mro gokasyje (1). U3 jemnakoctu (A — A\I)~! = —R, onmax
FIMaMo ¥ OLCHY
o
Rel —w’

IITO je CBOjcTBO (2) y cnenujamHoM ciydajy n = 1. Jla GMcMo u3BeIM ONIITH ciy4aj, fokazahemo Gpopmyiry

+oo +oo
Ia=ADTI < [Tl sdde < p [T e er gy -
0 0

(=D" [T x

(A—/\I)_"zi/ t"T e S, dt,
(n—=1!Jo

710 Koje cTHKeMo udepenimpameM jennakoctu (A — A\I)~1 = —Ry no A\, n — 1 myra. He 3a6opasumo 1a

je pe3osiBeHTa aHamuTHYKa QyHKUja. Oarie uMamMmo

1 Hoo
( 1>' / tnflefRe)\tMewt dt =
n—1!J

M

O

Jakne, He MOXe CBaKH 3aTBOpEH orneparop outu reaeparop Cy-nonyrpyine, Beh To MOy OUTH caMo OHH
KOjHU HCITy’HaB0ajy cBojctsa (1) u (2). HaBenenu ycnosu cy, MehyTuM u 10BOJBHU.

9.7. Teopema [Xuie-Jomumal. Heka je A 3arBopeH rycro neduHHCaH OMepaTop KOjU HCIyHhaBa
ycnose (1) u (2) mperxonHor Crasa. Tana nocroju Cy-nonyrpyna S; 4uju je MHPUHUTE3UMAIHU TeHEPaTop
ympaso A.

U Buwe, tana Baxu ||S;|| < Me“*, rne cy M u w KoHcTauTe U3 yciosa (2).

Jlokas. Buio 6m maeanHo kaga 6u Mo ga gedunumemo S; = et. Meljytum, Tako HemTo Hema
cmucna, 6epl 063upa mTo je pyHknuja A — e apamuriuka. Haume, y cirydajy HeorpaHHUYEHHX ONIEpaTopa,
HHje jacHo Yak U mTa je A% u 1a 1u yommre rycto aeduHuCaH.

Crora hemo moctynuty oBako. YounheMmo oreparope

By=X N\ -A)" =X, 3:aR3\>uw
dbopmupary nomyrpymne St(A) = e'Bx| a 3atum nokazaru:
(i) Ha Byx — Az, xag A — +oo3acse xz € D(A),

(i1) da pamunmja St()‘) KOHBEprupa Kag A — +00, T J1a ’beHa TPAaHUYHA BPEIHOCT Sy jeCTe TpakeHa
Moyrpymna.
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IIpe cBera, KaKo CBH peaJlHi A > wq IPHIIAAajy PE30JIBEHTHOM CKYITY, 3aKJby4yjeMo aa je By KOpeKTHO
nebuHrcaH orpaHuyeH omeparop. Jokasyjemo mpBo cBojcTBO. 3a 6mio koje y € D(A) umamo

MM =A™ —Dy=N—A)" TN = (M —-A)y= N —-A) 1Ay =0, A = +oo.

Kako je D(A) ryct y X, u kaxo 360r ycinosa (2) uMaMo paBHoMepHy oneny |[A(A] — A)~t — || <1+ M
TO Ha OCHOBY TIPUHIMITA KOHBEPTEHIIMje 3aKibydyjeMo a1 3a ce iy € X umamo (AN — A)~t — Iy — 0
kag A — +oo. IIpumernmo nperxoxHo Ha y = Ax 3a Heko © € D(A), ma Hanasumo

Byz — Az =X*(\ — A) 'z — \x — Az =
=AM —A) Az — (M — A)YA - A))x — Ax =
=AM — A)" 1Az — Az — 0,
Kag A — +oo. Tume cMo mokazanu ().
Caza n3BOIMMO OIIEHY HOpMe ofroBapajyhe momyrpyre St(’\) = etBr. Mimamo

tBx || :Hef)\te)?(/\IfA)_l || <

lle

o0 2
_ (A2¢)" _
<3 Or - 4y <
n=0

(5) "
XN M
=€ EZ:O nl (A—w)”
—e Mg ;fg

1To Texu Ka Me“?, kaj A — 400 paBHOMEPHO 110 ¢ Ha OTPaHUYEHUM UHTEPBAIMMA.
o) .
Capna hemo nokasatu na pammikdja S, ucnymasa Kommjes ycnos. Hanwme,

SISIL) - SLE)\) _ S(N)St()\)s s=

s —

¢ t t
- / i(sgwsgil)ds: / (B,SW SN — s g™ By ds.
0 0 dS 0

MebyTum, By u B, komyTupajy, jep cy o6a gpyHkimje ox A, ma Kaxo je Sto‘) bykuuja on By, a St(“ ) ¢byHkuuja
on B jy u By n S B, uS™. 3aro
1 B,,, To komytupajy u By u S;"’, onnocso B, u S;”. 3aro je

p2(t—s)

t t 2, ’
150 = S < [ 1B, = BAllISYISO1ds < 1By = Bl [ MPevved om0 as,
0 0

Kazx A, 1t — +00, OHIa H3pa3 0] MHTErPaonM KOHBeprupa ka e“se(*=5) = ¢! papnomepHo 110 s, t Ha
oA

OTpaHMYCHUM CKYNOBHMMA, a || By — B, || Texu ka Hynn. Tume cMo 1oka3anm 1a Gpamuinja St( ) nenymasa

Komnjes ycioB (y onepaTtopckoj HOpMH), Kafi A — —+00 PaBHOMEPHO 110 ¢ Ha OTPaHUYEHUYM CKYIIOBUMA.

Crora 1nocroju rpaHIYHA BPEJHOCT

U3 onene (5) onmax uznasu ||Sy|| < Mewt. Jlokaxumo u na je S; jako Henpekuana. Mimamo
1S = Ssal| < [1Sx = S Val| + 115V = SVal| + ISPz — Sal.

[MTpBu u Tpehu cabupak 6Guhe MPoU3BOJEHO MAJIH 32 A JJIOBOJBHO BEJIHKO, jep St(’\) = S} paBHOMEpHO 110 ¢ Ha

KOMITaKTHUMA, a IPYTH TEXXHU Ka HYJIH, Kax t — s, jep je .S’t(’\) jako HamepkuaHa (4aK ¥ BUIIE, YHU(POPMHO).
Ocrtaje jom qa [oKakeMo 1a je reHeparop monyrpymne .S; ynpaso A. 3a z € D(A) umamo

t ¢
Six —x = lim (Sg)‘)x —z)= lim SN Byzdr = / SrAzdr,
A—+oo A——+oo 0 0
jep SNB . — S, Ax paBHOMepHO 10 7 € [0,t]. Kana mocnease mogenumo ca ¢ u myctumo na t — 0+
nobujamo Br = Az, tie je ca B (mpuBpMeHO) o3HaueH WHOUHUTE3UMAITHH TeHeparop momyrpyme Sz. To
3ampaBo 3Hauu jaa je B D A, 1j. na je B pammpeme oneparopa A. Mehytum, ako yamemo A € p(A) N p(B)

(a mocnmenm U Mpecek caapxu dapem peaitHe OpojeBe Behe ox wy), oHaa je

X = (A - M)D(A) = (B — \[)D(B),
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OIHOCHO
D(B)=(B—-M)"'X =(A-\)"'X =D(A).

Jlokas je 3aBpIieH. (]

9.8. TMocaenuua. 3a Cy-monyrpymy S; KaxeMo [1a je MoIyrpyma koniipakyuja ako je ||St|| < 1 3a cse
t > 0.

3aTBOpeH, rycTo aehHUHNCAH omepaTop A je HHPUHUTE3UMATHN TeHEepaTop MOIYTPyIie KOHTPAKIIHM]ja aKO
M CaMO aKO BaXH

(H)o(A) C{re C| ReA< 0}

(i) [|(A = M) 7| < &L 3a cBe A 3akoje je Re A > 0.

Jlokas. Tlomyrpyna KoHTpakmmja je crienmjanan ciydaj Co-TIoTyTpyIie, Koj Koje y onenH || Sy|| < Me?
MO’KEMO y3€TH MPOU3BOJEHO Majio w > 0 u M = 1, u 3atum myctuty w — 0 (caga je M yaudopmHO 1o w).

U3 ycnora (i¢) Jako HaJa3suMo M 1a je 3a cBe npupoane n uciymeHo |[(A — A1) 7"|| < 1/(Re )™
Crora je pesynrar nocnenuia Crasa ??? u Xwuie Jomuanae Teopeme. O

9.9. Teopema [Cton]. Heka je H Xunbepros mpoctop, u Heka je U; € B(H ), t € R jako Henpekuaua
yruiiapua tpyna (1j. Uy je yautapas 3a cBe ¢t € R). Taga mocroju camoanjyHroan (Moryhe HeorpaHHYEH)
oneparop A takas ja je U; = e'4.

Joxkas. INocmarpajmo noxyrpyne Uy, t > 0, omHocHO U_4, t > 0. Obe cy nmomyrpyrne KOHTpakIyja, jep
je ||U¢]| = 1. Crora muxoBu nHbHHATE3NMAITHA reHeparopu B, onHocHo C uciymasajy ycnose [locnenune
?7?. Haxue, o(B) u o(C) cy moackynoBu 3aTBOpeHe JieBe moiaypasau. Mehytum, u3z [ = Uy = U_,U;
Hamasumo U_; = U; ' = U}, ma je

3aro je criexrap o(B) noackyi u 3arBopene fecue nonypasuu. axie o(A) C iR.
Hase, 3a cee x € D(B) ncse y € D(C) nmamo

1 1 i} 1 B
(Az,y) (Upr — z,y) = lim n (x,Ufy —y) = Jm 2 (x,U_y —y) = (z,Cy).

= lim -
t—0+ t t—0+

To 3nauu ga je D(C) C D(B*), onnocuo —B = C' C B*. Opawie je A = —iB cumerpuyaH oreparop, a
kako je o(A) peanat (jep je o(B) 4ucTO HMarMHapaH), To Cy UHAEKcH nedekra oneparopa A 00a jenHaka
HyIH, Tj. A je caMoaIjyHroBaH.

DyHKIMOHAIHN pauyH 3a caMoajljyHroBaHe omneparope o6esbelyje na je rpyma e'? = e*4 kopexrno
neduuucana. Jlako ce M3padyHaBa Ja je MHUHUTE3MMAIHA TeHepaTop noayrpymne e''4 jexnak iA = B, a
KaKo JIBE Pa3IMYHTE MOMYTPyIIe He MOTY MMATH MCTe TeHepaTope, To cieau aa je Uy = e't4. O

EBOJIYIIMUOHA JU®EPEHIINJAJIHA JEJHAYNHA

9.10. Jdepununmja. Heka je A 3arBopeH, rycro nedunucan oneparop Ha banaxoBom mpocropy X.
IIpobiem

d
©) ax(t) = Ax(t)

x(0) = xzo € D(A)
e je x : [0, +00) — D(A) nenpexunHa GpyHKIHUja HA3UBA ce aiiciupakiian Kowujes ipobnem. JenHaunna

y (6) Ha3uUBa ce egoaYYUOHA gupepeHyujanrHa jegnaduna.
On peniea Tpaskumo ja 6yze knace C'* y Banaxosom npocropy X.

9.11. CraB. Ao oneparop A ucnymaga yciaose Xuie JomuanHe Teopeme, ona ancrpakrad Komrijes
npoOJieM UMa JeAMHCTBEHO pelIee.
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Hoxkas. Tpema Xune JoumanHoj Teopemu moctoju Cp-moayrpymna Sy 4uju je reHeparop jeaHak A.
Crasumo z(t) = Sixg. [loueTHu ycnoB je ounriento 3agoBosbeH: x(0) = Spxg = o, @ UMaMO U
d d
—x(t) = = Stxo = ASizo = Ax(t).
320 = 3 Seo 2o (t)
JokazaHa je ersucTeHnuja. JIOKa)XKHMO M jeAMHCTBEHOCT. [IpeTmocTaBMMO /a MOCTOjU jOIN jemHa
¢byHKIMja y Koja 3agoBosbaBa (6). Taxa je

. t d t
y(t) = Sio = ST = [ S (Sap(®)ds = [ (-ASyls) + SimiAy(s)) ds =0,
0 0
Hakie, y(t) = Sixo. O
3agann

1. a) Heka je ¢ : [0, +00) — [0, 4+00) dynkumja 3a xojy Baku 1) 0(0) = 1; 2) (s +t) < o(s)p(t).
Jlokasaru f1a je
logp(t) _ . ¢ loge(t)

= lim =in
o= A T >0 t

kao u a je p(t) < Met, 3a cBe v > g U 3a HeKy KoHcTanty M = M (7).
6) Heka je S; Heka Cy-nionyrpymna. Jlokasaru ja je mopeiax noiyrpyrne Sy jeqHak

i lsllsd
wop = lhm ————.
t—0+ t

2. a) Hexka je ¢ : [0, +00) — B(X) yuudopmuo HenpekuaHa GpyHKuuja (He Mopa OUTH HOIyTpyIia) ca
uHpUHATE3NMATHIM TeHepatopoM A, 1j. ¢’ (0+) = A € B(X). Jlokasaru 1a je nonyrpyna Sy koja uma A
3a MHQUHUTE3MMAITHH TeHeparop aara ca Sy = s — lim,—, oo ©(t/n)™.

6) Ipumemyjyhu nperxomno Ha bynkumjy ¢(t) = e!4e'? uspectu Tpoitieposy gopmyny:

AP =5~ lim (eA/”eB/">n.
n—-+oo
3. a) Heka je S; : LP(0,400) — LP(0,+00), Six(u) = x(u + t). Jokasaru na je S; jenna Co-
HOJIYTpyIia U OJPEIUTH HheH HHpUHUTE3UMANIHH rereparop A kao u D(A). V ciydajy p = 2 ompenutu
uHaeKce nedexra oneparopa A.
0) [lIta ce mema axo ce ymecto LP (0, +00) mocmarpa LP(—o0, +00)?
4. Hexka je k npuponan 6poj u S; : LP(RF) — LP(R¥) naro ca

1 7\u—s\2
Srx(u) = <47Tt)k/Q/Rke = x(s)ds.

a) Jlokasatu aa je .Sy moyyrpymna KOHTPaKIlyja.
0) Jlokazartu na je uHPUHUTEIUMATHHU TeHeparop moiyrpymne S Jlamtacujan A. Onmpeautd JoMeH
MH()UHUTE3UMATHOT TeHEPaTopa.

. 0
B) Onpenutu pelewme napaboanyke jeqHaunHe Frike Ag, g(z,t)],_g = f(2).
r) llIta ce moxe pehiu o cnekrpy Jlaracujana?

[Viryrerso: IIpenraBuru S; npeko kononynuje Sz = W * x ca moroguo opabpanom ¢ynknujom W. Kopuctutu
u dypujeoBy Tpancopmanyjy.]
5. Hara je ITyaconosa momyrpymna P, na Banaxosom npocropy LP(R) ca

I t
Pix(u) = ;/_Do mm(s) ds.

Joxkazaru 1a je ped o Cp-IONyrpyIH.
6. Heka je A uHGUHUTE3UMATTHY TEHEPATOP MOJIYTPyIe KOHTpakija S;. Jlokasaru na je

AN\ "
St:S— lim (1—t> .

n—+4o0o n
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7. a) Heka je A camoanjynrosas oneparop Ha Xunbeprposom npocropy H, takas naje o (A) C (0, +00).

Jlokasaru Ja arcTpakTaH npooiem
2

d
z(0) = zo € D(AY?)
2'(0) =z € H
uMa pememe y o6muky z(t) = cos(tAY?)xg + A71/2sin(tAY/?)z), npu uemy cy dyHKHMje cos u sin
neduHUCAHE CTIEKTPAITHOM TEOPEMOM 3 HEOTPAHMYEHE CAMOAJIjyHIOBaHe OIepaTope.
6) IIpuMeHNUTH IPETXOHO HAa MEIIOBUTH IpoOIeM

2 2

d d
@U(t7 .’I,') = —KQ@U(L .’L')

u(t,0) =wu(t,1) =0
u(O,x) = w(x)vu;(ovﬁ) = 1/)(1‘)



10. XUWJIBEPTOBHU C*-MOAYJIN

OCHOBHHA TIOJMOBH

10.1. Jepmuummja moxyna. Heka je A mpousBosban npcteH. Jechu mogyn Han A je ckyn M Ha kome
cy nedpunucane oneparmje + : M x M — M u-: M x A — M 3a xoje Baxu

(1) (M, +) je Abenona rpyma. (MU3mely ocranor M nocexyje Hyity 0 1 CylpOTaH eIeMEHT —2 JaTOT
enemenTa x. Hehemo npaButu paznuky usmely uyie y M u Hyie y A, kao HU pasnuky usmely
yHapHOr MuHyca y M, onHocHo A.)

(2) (rt+yla=xa+yazaceex,y € Mucsea€ A;

(3) z(a+b) =za+axb3aceex € Mucsea € A;

(4) (za)b = x(ab)3acBex € M ucsea € A4,

JakJie, MOy je YOIIITEHhEe M0jMa BEKTOPCKOT [TPOCTOPA, C TUM IITO CKAJIAPH HE YWHE [0Jbe, Beh mpcTeH.
Hexe ctBapu cy ucte, Ha ipumep yBek Baku 2 - 0 = 0,jepjex-0=2-(0+0) =z -0+ -0,ay M Baxu
3aKOH CKpahuBama.

MehyTtum, uma u paznuka. [Ipe cBera mpcTeH He Mopa Jia UMa jeTUHHMITY, a U KaJja ©Ma He MOpa Ja BaKU

(D z-1=uzx.

[Tpumep je T3B. TpUBHUjaJiaH MOYI, TIE je MHOXeHe Aeuduucano cax -a = 03acBez € M ucsea € A.
WNnak, cBakd MOMYJT je AUPEKTaH 30up jeaHor mMoayia y kome BaxH (1) W jeAHOT TPHUBHjaIHOT MOJYJIA.
M3omopdu3zam ce HOCTIKE NpecnukaBameM & — (z- 1,z —x - 1). 3Boherme neraspa je jeqHocTaBHa Bex0a.
Monyn (HaJ1 TPCTEHOM ca jeJMHUIIOM) y KoMe BakH (1) Ha3uBa ce yHuiliaian.

Hajoutauja pa3nuka omiena ce y mojmy 6aze. Hema cBakm momyn 6asy, a U Kaja nMa 06a3e MOTy UMaTu
pasIMYnTe KapAWHATHOCTH. AKO MOIyl nMa 6a3y Ha3uBa ce c1000gaH MOLYIL.

10.2. Jepununuja Xuadeproor moayiaa. Heka je M necun momyn uag C*-anrebpom A u Heka je
Ha eMy JehMHUCAHO MpecTuKaBame (-, -) : M X M — A koje uma CBOjcTBa:

(1) (z,z) > 0y cmucny noperka y C*-anrebpu A. Takolje, (x, x) = 0 ako u camo ako je x = 0;
) (y,z) = (z,9)"
() (z,y101 + y2a2) = (T, y1) a1 + (¥, y2) az.

Takas Moxyn HasuBa ce upegxunbepinos C*-mogyn. Tlpecnukasame (-,-) Hasua ce A-epegnocuu
CKanaphu fipou3eog WA CamMo CKAIapHU iIpou3eog.

Ipecnukasawe M € z +— ||z||pm = || (z, z) H114/2 € [0,400), tme je || - || 4 o3Haxa 3a HOpMy y C*-
anre6pu A jecte jenna Hopma Ha M. Haume, kako je (z, z) > 0,10je || (z, ) || 4 = sup,, ¢((z, )), onnocHo
||2|[ar = sup,, ¢({(z, x))'/2, rie ce cynpemyM y3uma 1o CBEM cTambiMa . MelhyTHM, Kako je MpecinKaBame
M x M 3> (x,y) = ¢({x,y)) OYMIIETHO JTHHEAPHO TI0 Y, AHTHIIMHEAPHO 110 T W MO3UTHBHO (HCTHHA HE
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CTpPOro) Ha AMjaroHau, To uspas ¢((x,z))"/? yunn jenny nomynopmy. Ompa je u ||x||5; monxyHOpMA Kao
cympeMyM noixyropmu. 360r yciosa (2), ||x||a je HopMma.

VYoynyhe nehemo craBmmari A ogHocHO My HHACKCY HOpME.

Axo je mpemxunoepToB Momyn M KoMIUIeTaH W OJHOCY Ha TakKO 3a7aTy HOpMY, OHJa T'a Ha3HBaMoO
Xunbepitios C*-mogyi.

10.3. Xun6epToB Moay:n kao BekTopcku mpocrop Hax C. Heka je M XunbeproB C*-momyn Haz
C*-anrebpom A. Ako je A yHUTaIIHa, OHA y ceOH calp ki N30MOPQHY KOIH]jy M0Jba KOMILIEKCHUX OpojeBa,
HanMme eneMmeHTe obmuka A1, A € C, rxe je 1 jemunnna anredpe A. Tana ce Ha M Ha npupopaH Ha4uH
IeduHuIIe MHOXKEHE KomiuiekcHnM ckanapom: C x M 3 (A, x) — x - (A1). Y ToM ciydajy ce jerHOCTaBHO
IpOBepaBa Jia Baxu

(@) z-l=z,  (z,yA\) =Xaz,y),  (Azy)=X(z,y).
Tako M yjenHo nocraje u banaxos npocrop Hax C.

Hcro ce moxe moctuhu 1 kaga A HeMa jeIMHUILY, CaMo je H3BOhemhe HEeLITO ClokeHuje. Ako A Hema
JEAMHUITY, OHA UIaK MIMa alpOKCHMATUBHY jeIHHUILY, 03HAYMMO je ca e,. 3a Omino koje x € M, dpammimja
x - e, je Kommjesa dpammuja y Hopmu || - || a5 jep je

||req — eg||? = eq (T,7) eq — €a (T,2) €5 — €5 (v, 2) €0 + ep (x,2) €5 — 0.

3ajenHo ca oM 1 Gpammimja = - (e, ) je Kommjesa u crora KOHBEpreHTHa, T€ CE OTyIa AT MOKE Ae(pUHUCATH
Kao meH nmuMec. Taga ce popmyrie (2) U3BOIE TPaHUYHUM [IPEJIA30M, HIIP.

(z, A\y) = lim (z,yreq) = lim A (x,y) e = A (x,¥) .

Haxite, 6e3 003upa Ha npucycTBo jeaunuiie y A, M je yBek banaxos mpoctop Hax C.
Iocnentwe omoryhaea na ce, y ciydajy nmotpebe, jeAnHUIA qomnuIIe anredpu A.

10.4. Yuuranusanuja monyia. Heka je M XunbeproB C*-monyn Haxg C*-anredbpom A koja Huje
yauranna. Hekaje AT = {a+ A1 | a € A, A € C} wena yunntanusanmja. Tana ce M Ha nIpupoiaH HAYMH
MOe CHabieT CTpyKTypoM Moayna Hag A+. Haume, craBumo

z-(a+Al):=x-a+ \x.

VY toMm ciryuajy Baxu

®) M=M-A
3aucra, 3a IPOoU3BOJBHO * € M uMamo
|z — zea|]* = (z,7) — (2,2) eq — € (2,2) + eq (T,T) 0 — 0,

IIPU YeMY je e, alpoKCHMaTHBHA jeinHKIA aireope A.

10.5. CeojcTBa A-BpeaHocHOr cKajgapHor npoussoaa. a) (x,0) = (0,z) = 0;
6) (r1a1 + T2a2,y) = af (z1,y) + a3 (z2,y);

B) Baku T3B. IOTapH3aLHOHN HACHTHTET

13

4

(x,y) = i* <x+iky,x+iky>.
0

k=
0)||lz-al| <|lz||||a]|3az € M uac A,
1) Ymecro kmacuuHe Ko [1IBapioBe HejeTHAKOCTH BaKd

O o) | < Myl Go,)2,
nipu vemy je | (x, y) | anconytha Bpemoct enementa C*-anrebpe, 1j. | (z,y) | = ((z,y)™ (z,y))'/2. TocebHo,
BaXW U

[ w) 1 < Tl lyll;

Jloka3z. a), 06) u B) IPOCT padyH,
r) Umamo (za, za) = a* (z,x) a < a*||z||?a, jep je (x,z) < || (z, ) ||e (Makap camo yHuTanusanmju
anrebpe A) u otyna ||zal|* = || (za, za) || < ||z|[*||a*al| = [|z][*|al|%;
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B) 3a 6uio xoje a € A umamo
0 <(z—ya,z—ya) = (z,x) = (r,y)a —a” (x,y) + a" (y,y) a,
amoce6bno 3aa = || (y,y) ||~ (x,y) T0 nocraje
2 « 1 *
Iy, ) | Iy, ) |17
Melyrim, kaxo je (y,y) < || (y,y) |[1, 10 je u (z, )" (y,y) (z,y) < |[{y,9) || {x,9)" (z,y), na nmamo

2 . . :
Ty &y @) < @2) + = () (@),

omaxie 100ujamo
[ {2, 9) 2 < (@, 2) [ {y, ) |-
1/2 oneparop MOHOTOHA DyHKIH]a.

W2y, )t

Komru [1IBaprioBa HejeTHAKOCT CIEOH jep je a — a

A

IIpumegba: 'V ommreM ciydajy, Hejemuaxoctr |(z,y)| < (z,z , kao nu | (m,y)|?

(x, z) (y, y) HUje TauHa.

O

10.6. IMpumepu Xuadeprosux C*-monyna. (i) Heka je A C*-amrebpa. Ha ckyny A" = {a& =
(1,2, ...,2n) | Tk € A} neduHHIIEMO AECHO MHOXKEHE Ca

z-a=(r10,720,...,750),

a CKaJlapHU MPOU3BOJ ca
(z,y) = 2iy1 + 2392 + -+ + 2 Yn.

Anrebpacka CBOjCTBa M KOMIUIETHOCT C€ JIako IpoBepasajy. OBaj MOAyJI Ha3UBAMO C1000gaH KOHAYHO
lenepucan mogyn, npeMaa Ou oApeaHHIA ,,alredapCKi KOHAYHO FeHeprucaH” Ouiia npelu3Huja.

(i1) Heka je A C*-anrebpa u J 3arBopen necHu uaean y A. Tana je J Xmnbepros C*-Momyn, ako je
MHOKerbe HacieheHo u3 A, a ckanapuu nmpoussos aar ca (a,b) = a*b. Taza je Hopma exeMenTa a € J nara
ca ||a*a||*/? omHocHo mokmana ce ca Hopmom y C*-anreGpu. OTyja je 3aTBOPEHOCT MJEaia JOBOJbHA 32
KOMIUIETHOCT. Jlakiie, MOy, 3a pas3iMKy Ol BEKTOPCKOT IIPOCTOPA, MOXKE Y CKYyIIOBHOM CMHCITy OUTH MamH
O TIPCTEHA CKaJapa.

M3mely octaior, cama anredpa je Moayn Haa camoM cobom. To je crenujanan ciydaj OBOT IpuMepa 3a
J = A, amu v nperxonHor 3a n. = 1.

(i17) Heka je A C* anrebpa. PopmMupamo CKyI

—+oo
P(A) = {2 = (z1,22,...) | xx € A, Z 2T}, KOHBEprupa y Hopmu anrebpe A}.
k=1

Ha [%(A) yBOIMMO JECHO MHOXEE H CKAIIAPHH IIPOU3BOJL Ca

+oo
x-a=(r10,220,...,Tpa,...), (x,y):Znyk.
k=1

IMocnenmwu pes KOHBEprupa y HopMu ajirebpe A, jep je kao y nokasy Komu [IBapiioBe HejeHAKOCTH
12 spip 1/2
(=)
k=n

1/2

n+p

> vivk
k=n

n-+p

Z TRyk| <
k=n

a ofiatie je

n-+p n+p n+p 1/2

* * *
E TrYk E YrYx E LTk
k=n k=n k=n

OBaj MoIyn HasuBa ce ciiangapgnu Xunbepitios mogyn nag A, a nopen osnaxe [2(A) xopuctu ce u
o3HaKa H 4.

Bunehemo yop3o na je crangapaan XuadepToB MOAY/ Y HEKY PYKy OCHOBHH MPUMEP MOJyJIa.

(iv) Ha cnmuan HaumH n3Boaumo u cienehu npumep. Axo cy M, ¢ € I XunbeproBu C*-mMonynu, oHia
ce Ha CKyIy

<

M = {(z;) € H M; | Z X T; KOHBeprupa y Hopmu anrebpe A}.
iel i€l



112

Ha CJINYaH HAYMH MOXKE YBECTH CTpyKTypa Xuideprosor C*-monyrna.
Ogaj Moyl obenexaBamo ca

M = ®ierM;,

Y Ha3uBaMo gupexiuna cyma monyna M;, i € 1.

10.7. Oproronaanocr. Kaxemo na cy Bekropu x, y € M opinoionammu ako je (x,y) = 0. To
obmexaBamo ca xly. Pemammja je ounro cumerpuyna. Hyna BeKTOp je OpTOrOHaJaH Ha CBAaKH APYTH
BEKTOP.

3a garu ckyn S C M, 1eroBy opitioionany goiyHy nehuHHUIIIEMO ca

St ={yeM|xzlysacsexzc S}.

360r HENMPEKUTHOCTH ¥ A-THHEapHOCTH CKalapHOT MPOM3BO/A JIaKO 3aKJbydyjeMo aa je S~ 3aTBopeH moj-
Moy moayna M.

Jo cana je ananoruja ca XnioepToBUM pocTopumMa 6mita notiryHa. [IpBo pasMuMoniiaxkeme nojaBbyje
ce kot jennakoctn St = Lin 4 (S) xoja He MOpa TauHa y OTIITEM CITy4ajy.

Ipumep. Heka je A nexka C*-anreopa u J unean y A koju uma cBojcTBO 1a ax = (0 3acBe a € J monauu
x = 0. (Ha npumep, moxxemo yzetn A = C[0,1], J = {z € C[0,1] | (0) = 0}.) Tana je J 3arBopeH
noamonyn Mogyna A - 06a mag A. Mehyrum, J& = {z € A| (a,7) = a*x = 03acea € J} = {0}.
Onamwie je J*+ = {0} = A, nok je Lina(J) = J.

Ome 3aTBopeHe moamoxyie [N Moxyna M 3a Koje Baxu

(3) N++ =N, 1. M=N®N+t

HA3UBaMO OPIIOIOHAIHO GOUYRUSU, OMHOCHO CaMO goiymU6lU aKO HE IMTOCTOjH OMAcHOCT of 3a0yHe. MHaue
3a0yHa MOXe HACTaTH, jep IMOCTOje MOAMOIYIH KOji HUCY OPTOTOHAIIHO JOIYEHUBH, AT jeCy TOIIOIOIIKA
JOTIYEUBH, Tj. IOCTOjU oaAMOIya /N, TakaB Ja HHje TadHO (5) ajau MOCTOjU 3aTBOPEHHU moaMoayn L Takas
naje M = N + L, onHocHO TakaB 1a 3a cBako x € M moctoje jemuHcTBenn y € N u 2 € L ca cBOjCTBOM
rT=y+z

IIpumep. Heka cy J u A kao y nperxoanom npumepy, u Heka je N = {(a, —a) |a € J}. To je 3arBopeH
nonmonyi Monyna J @& A. C jenHe cTpaHe je

Nt ={(z,y) e JB A| ((a,—a),(z,y)) =a’z—a*y=03acsea € J} ={(bd)| b€ J},

ucrora N ® Nt =J@®J S J& A, 1. N uuje oproronanso gonymus. C apyre crpane, N + L = J @ A,
axo ce yame L = {(0,2) | = € A}, jep je (a,z) = (a,—a) + (0,2 + a).

ITonmomyn N je OpTOTOHAITHO JOMYHUB aKO U CaMO aKo TIOCTOjH OPTOTHOATHA MIPOjeKIrja Ha HeTa, Tj.
aKo 1 camo axo mocroju P € B4(M), h. P = P* = P? u Pz = x ako u camo ako z € N. 3aucra, aKo je
N oproronanHo nonymus, ouaaje M = N @ N+, ma3az € M noctoje jenuncteenn y € N, z € N+ .
x =y + 2. Tapa craBumo Pz := y. OOparHO, ako NOCTOjH NpojeKTop I ca Ha3HAYEHUM CBOjCTBHMA OHJA
je Nt = (I — P)(M). Jlerasbu ce PeMNyIITajy YATAOLLY.

OIIEPATOPHU

10.8. Jdepuuummja. Hexka cy M u N Xwunbeprosu C*-momynu Hag C*-amreopom A. Kako je Beh
ycranoBibeHo, M u N cy u Banaxosu npocropu uaa C, Te je, crora, L(M; N) cKyn CBUX OrpaHHYEHUX
C-nuHeapHuX npeciinkaBama Takohe banaxos npocrop Han C. Mely muma n3iBajaMo oHa NpecinKaBama
Koja cy A-THMHeapHa, Tj. OHa 3a Koja BaXKH

T(x-a)=Tx-a, 3acBex € M,a € A.

Takas ckyn ozaagaBamo ca B(M; N). Akoje A = C He camo jia Hema pasnuke usmehy L(M; N)u B(M; N)
Hero u cBaku oneparop u3 B(M; N) uma ajjyHrosad. AJjyHroBaH oreparop aeQHuIieMo jeasakonrhy

() (Tw,y) = (x, T"y)

rze je (-, +), pasyme ce, 03Haka 3a A-BpeIHOCH CKaJapHH TPOU3BOI.

V omiteM citydajy HeMa CBaKH OIepaTop aJijYHTOBaH (BUACTH MpuUMep Koju ciienn). CTora yBOJuMO, Kao
moceOHy Kiacy, CKyI A-JIHHeapHUX Oleparopa KOjiu MMajy ajijyHIOBaH K KOjU JOMYIITA]y aJljyHTOBabe.
Taj ckymn o3nayaBamo ca B*(M; N).
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3aHUMIBHMBO je Aa U3 peranuje (6) HernocpeaHo cienn aa je 1’ A-auHeapan U orpaHudeH (a ucto u3a ™).
Haunme, necHa cTpaHa je A-aHTUIIMHEapHa 110 , 1a TAKBa Mopa OMTH | JieBa, ofakJie cnenyje A-muHeapHOCT,
JIOK 3aTBOPEHOCT cllefyje Ha BHEH HaYWH W3 TEOpeMe O 3aTBOPEHOM rpaduky. 3aucra, ako T, — T U
Tx, — y Taga 300r HENPEKUAHOCTH A-CKaJapHOT MPOXU3BOIa HMaMO

(Te —y,z) = {(x,T*2) — (y,z) = lim ((xp,T"2) — (Tan,z)) =0,
n—-+o00
omaxue je Tx = y.

10.9. ITpumep [onepartop koju Hema anjynroan]. Hekaje A = C[0, 1] nuHekacy ¢, € A, mo3uTHBHE
GbyHKIHje unju je Hocad caapikaH y uatepsaity [1/(n + 1), 1/n], u unja je Hopma jenHaka 1 (permo aeo mo
neo nuneapue). Ha cranmapanom Monyiy 12 (A) nepunumemo npeciukpame T ca

T(’Jfl,ZL’Q,...):(@1Z1+§02.’£2+...,0,0,...).

Hema cymmbe, ped je o A-nuHeapHOM mpeciukBamy. KopekTHo je aedunucan, jep pen Z:g (P Ty, KOHBEP-
rupa y Hopmu npocropa C[0, 1]. 3ancra, Kako je ¢, @, = 03am # n 1o je

n-+p n+p

- < < Z k] [1/2 .
I3 punell = s Nl < pae el <113 aiandl? =0, n = 40
=n =n

W3 uctux pasnora BUIUMO 1 1a je 1’ orpaHudeH.
MebyTum, Taj oneparop Hema agjyHroBaH. Hawme, Taga 6u mopano na Baxu (Tz,y) = (x,T*y), na
aKo 03HauMMo z = 1™y, umMamo

+00 *
(Z Qonxn> Y1 :IET»Z’l +x§,22+...,
n=1

omHocHo y3umajyhu y = (1,0,0,...) mxz = (0,...,0,1,0,...) e je jexuHHUIA HA N-TOM MECTY Oy, = Zp,
OJIHOCHO

Ty = (¢1,02,---)-

¢ 2 He KoHBeprupa y HopMu anrebpe A.

n=1

To melyyTum Huje morythie, jep pea >

10.10. C*-anre6pa B*(M). Heka cy M u N Xwunbeprosu C*-momynu nan A. Cxkyn B*(M; N) je
yBek banaxos mpocrop. Hamme, jemnocraBo ce nposepasa ga u3 ||T, — T|| — 0u T,, € B*(M;N)
caenyje na u T € B®(M; N). 3aucra, kako je ||T|| = sup||Tx||as, TOE ce cynmpeMyM y3uMma 10 CBHM
jenunynum Bexropuma, To u3 ||T, — T'|| — 0 crenyje u na T, — T 3a cBaku Bektop © € M. Otyna je
T(za) = limy, 400 Tn(za) =lim, oo Tnr-a =Tz - a.

Ja GrcMo ToKa3aiu 1a rpaHuvHH OIepaTop Takole uMa ajjyHroBa, u3seanmo npso aaje ||T|| = ||T%|.
3a jemIMHIYHN BEKTOP & UMaMO
17| = |[(T"2, T*2) || = [{TT 2, 2) || < [|TT"||[l]| < ||T|{|T"]],

. [|[T*z|| < ||T||, omakne je (y3umajyhu cynpemym) ||T*|| < ||T||. O6parHa HejeaHakocT cienu jep je
T =T.

Oryna, axo ||T,, — T'|| — 0, onza je uuz T, Komuujes, na je Kowmjes u 7, u Tume koHBeprenTas. Jlako
ce mpoBepasa jia ¢y iumecd Huzosa Ty, u T)F jenan Apyrom ajijyHroBaHu.

Ca B*(M ) ckpaheno obenexxasamo B* (M ; M). Ilpema nperxoguom, B¢ (M) je Banaxos mpoctop. On
je u Banaxosa anre0pa, jep je u3 L(M) nacnehena uejequaxoct ||T'S|| < ||T||||S||. Ta Banaxoa anreGpa
MMa HHBOJIYIH]Y Koja je unHu C*-anredpom, jep je 3a jeMHUYHN BEKTOp '

IT2|[* < (T2, T2) || = |(T*Tw,2) || < |T*T]],
na y3umajyhu cynpemym nanasumo ||T'||? < ||T*T||. O6parna nejennaxoct cnenyje us ||| = ||T|.
10.11. Cras [kapakTepu3anuja no3utuBHux oneparopal. Heka je ' € B*(M). Tana cy cienchn
YCJIOBU CKBUBAJICHTHH:

(¢) T je nosurusaH exement C*-anredpe B*(M);
(i) 3a cBe x € M Baxu (Tx,z) > 0.
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Hoka3s. (i) = (i4). Axoje T > 0 onpma je T = S*S 3a mexo S € B%(M), na umamo (T'x,x) =
(S*Sx,x) = (Sz,Sz) >0

(22) = (2). U3 ycnoBa (i¢) MOCPENCTBOM ITOJIAPU3AIIIOHOT HICHTUTETa MOXKEMO 3aKJbyunTu naje I’ = 1.
3aucra, kako je x + ify = i*(y + (—i)*x), 10 je

3 3
4(Tz,y) :Zik <T(m—|—i y), x +i* y) sz i)kx),y+(—i)kx>,
k=0 k=0

ma je
3
Tz, y)" =Y (=) (T(y + (=)"w)y + (=i)fa) = 4(Ty,2) = 4 (2, Ty)" = 4(T"z,y)".
k=0
Baroje T =T, —T_,tnecy Ty, T_ > Otakeunaje T T_ = 0. KakojeuT> > 0, mpema IpeTXoqHOM
cMepy UMaMo
0<(T3z,2) = (T_(Ty —T)T-w,x) = — (TT-x,T_z) <0,

OIHOCHO <T§:v, y> = 03acBe z, y € M (monmapu3anyioHN WACHTHUTET), ofakie je 1 8 = 0. Onamie jen
T_=0,17.T =T+ > 0. O

10.12. Cras [kapakTepu3anuja orpannderoctu]. 3a T € B*(M) Baxu
(7 ||T|| = inf{K | (Tx,Tz) < K*{(x,z), 3aceex € M}.

Jlokas. Kako je (z,x) < ||z||* - 1, 10 3a one K 3a xoje je (T'z, Tz) < K? (z,z) umamo (Tx, Tx) <
K?||x||? - 1, onakne je ||Tz||? = || (Tx, Tz) || < K?||z||?. 3ar0 je ||T|| < K, onnocno Baxu <y (7).

IIto ce Tuue obparHe Hejennakoctu, uz C*-ycnosa umamo 0 < T*T < ||T||*1, onnocuo ||T||?1 —
T*T > 0, rue je ca ] 03HAYEHO MACHTHYKO IpecinKaBambe Moxyina M. Crora je mpema IIpeTXOIHOM CTaBy

0 <{||T|]Px — T*Tx,z) = ||T|]* (z,2) — (Tz,Tx).
O

10.13. Cras. Hekaje T € B%(M). Tana je:

(@) ker T = ker |T'|, u uwre ||Tz|| = || |T|x || 3a cBe € M,

(i7) ker T* = T(M)*, u tame (ker T*)+ = (T(M))*+ D T(M); mehyTum, y onurrem ciydajy ce He
MOJKe IMOCTUNH jeTHAKOCT.

Jokas. (i) Kao u y cinydajy Xunbeprosux npocropa umamo (I'x, Tx) = (T*Tz,z) = (|T|z,|T|x) n

oryza ||Tx|| = || |T|z|| omakime je ker T' = ker |T'|;
(13) © € kerT™ ako u camo ako (I™z,y) = 0 3a cBe y € M, ma xaxo je (T™xz,y) = (z,Ty) 10 je
exkBuBaseHTHO ca x L T'(M). O

10.14. Cras [0 monapuom pa3naramy]. Heka je T € B*(M). Taza cy cinenehlin ycioBU e€KBHBa-
JICHTHU:

(i) T wma nonapuo pasnarame y B%(M ), 1j. nocroju nemumugna usomerpuja W € B*(M) Taksa na je
T=W|T|,ker W =ker T, ker W* =ker T*, W(M) =T(M), W*(M) =T*(M);

(1) mogmomymu T'(M) u |T'|(M) cy OPTOrOHAIHO IOy HBH;

(1)) M =%ker |T| @ |T|(M) =ker T* & T'(M).

Hoxkas. (i) = (it) Axo nocroju W, onna cy W*W u WW™ npojextopu, ciIvke THX HPOjeKTOpa Cy
penom W* (M) =T*(M)u W (M) = T(M) u to cy npema ??? IOMyHUBH HOAMOTYITH.

(ii) = (iii) Axo cy moamomymu T(M) u [T|(M) nonysusH, oHIa Cy 360 IPETXOIHOT CTaBa HHXOBE
OPTOTOHAITHE JOIYyHE, peaioM, jenHake ker T, onHocHo ker |T|* = ker |T'].

(#i7) = (i) Koncrpyumemo npecnukaatbe W : |T|(M) — T(M) ca W(|T|x) = Tx. Ouo je 1o6po
nedunucato, jep ako je |T'|x = |T|y, onma x —y € ker|T| = kerT, maje T'(x —y) = 0, 1j. Tx = Ty.
Jlobujeno npecnukaBambe 4yBa A-ckanapHu npou3Bof, jep je

(W|T|z,W|T|z) = (Ta,Ta) = (I"Tx,z) = (|T*x,z) = (|T|z,|T|z)
OJlaKJIe JIAKO Ha OCHOBY Tonapu3auonor uaeHrurera Hanasumo (W T |z, W|T|y) = (|T|x, |T|y). Oryna je
W orpaHnueHo, a ce ce Moe MPOJLYKHUTH [0 IpeciiKaBama Ha 3arBopemy |T'| (M) (koje orer 03HauaBamo
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ca W na e O6u komrurkoBanu o3Hake). Hajsan, W je A-nuneapro, jep cy taksa T u [T, 1j. W (|T|za) =
R

Tza = (Tz)a = (W|T|x)a. lpecankaBame W npoxyxumo HynoM Ha |T'|(M)™ = ker |T'| = ker T..

Cana xoHcTpyumemo npeciukasawe V @ T(M) — |T|(M) ca VIz = |T|z. Haje V A-nnneapHo,
JIa je U30MeTpHja, T [a CE MOKE MOPOLYKUTH Ha 3aTBoperse T (M) 3aKibydyjeMo CIMYHO Kao M MAIOIIPE.
Ocraje jour a jokaxemo aa je V = W*. 3aucra, Heka ¢y & = 21 + o, x1 € ker |T|, zo = Tz € |T|(M)
Uy =11 +y2 41 €EkerT*, yo = Tu € T(M). Tana je

Wz,y) = (War,y1) + (War, y2) + (Waz, y1) + (Waz, y2) -
Kako x1 € ker [T u Wlier |7 = 0, TO cy ipBa 1Ba cabupka jeHaka HyIH, Tla HIMamo
<W£C,y> = <W|T|Za y1> + <W|T‘Z7y2> = <T27y1> + <TZ>y2>) = <Z7T*y1> + <Z7T*y2> .
Mebhytum, T*y; = 0, na je
(Wa,y) = (2,Ty2) = (2, T*Tu) = (,|T1*u) = (|Tz, |T|u) = (z2,|T|u) .
CIn4HO U3BOAUMO

(2, Vy) = (21, VTu) + (2, VTu) = (21, [T|u) + (o, [Tfu) = (|T|21, w) + (xo, [T|u) = (xa,[T|u),

jep je x1 € ker|T|. Kaxko je kerT* & T(M) ryct y ker T* & T(M) = M, a ker |T| @ |T|(M) rycr y
ker |T'| @ |T|(M) = M, noxas3 je 3aBpILCH. O

10.15. Ipedpojuso renepucann moxyau. 3a XundepToB Moayn M kaxemo 11a je ipebpojuso ienep-
ucan axo y \beMy MOCTOju IPeOPOjUB CKyM {1, Lo, ..., Ty, ... } TakaB aa je Lina{zi,za,...} rycTy M,
OJIHOCHO aKO je CBaKH APYry BeKTop u3 M jrMmec KOHaYHUX A-JTHHEapHUX KOMOWHAI[H]a HEKOT peOpojuBor
ckyna. Cxyn {x1,z2, ... } HA3UBAMO IeHEPAOPCKU CKYi.

OcHOBHM pUMep NpebpojuBo reHepucanor moayna je [2(A) nan ynurannom C*-anrebpom A, y kome
je ckym T3B. 6a3uux Bekropa e, = (0,0,...,0,1,0,...), r1e je jeqUHUIA HA N-TOM MECTY, TeHEPATOPCKU.
V oapehenom cmucy, Taj mpuMep je U jequHd. [Ipenu3Hnje BaKu:

10.16. Teopema [KacnaposmbeBa o crabunau3zanuju]. Heka je M npebpojuBo reHeprcan MOIYI HAJ
A. Tamaje M @ I2(A) =2 I2(A).

JIpyrum peunma, cBaky MpedpojHuBO FeHepPUCcaH MOJTYJl MOKE CE BUJIETH Kao MoaMoya Moyna [2(A).

Joka3s. IpernocraBuMo 3a moyeTax Aa je anredpa A yHUTaIHA, U ca e, 03HAYNMO HheHe Oa3He BEKTope.

Hexka Bextopu x,, n > 1 uuHe TeHepaTopcku ckyn moxyna M. DopmupaMo HHU3 ¥, y KOME Ce CBaKU Of
BETOpA T, T0jaBbyje GECKOHAYHO MHOTO MyTa U AeunumumMo npeciukasame 1 : [2(A) — M @ 12(A) ca

+oo
1 1 1
8 Tx = n /2" n yEn/ oy j. Tn: n ny
®) x n§:12n(y @ (1/2")en) (z, €n) Tj en = 3¥n © €

Taja ce HemocpeHO poBepaBa ja je
+o0 1
©) Ty ®2) =) goen (Y@ ,yn ® (1/2")en) .
n=1
Tepaumo na je ciuka T(12(A)) ryctay M @ [?(A). 3aucra, 360r (8), clMKa cajipu CBe BEKTOPE
Yn @ (1/2")e,,, OOHOCHO canpxH cBe BekTOpe oOiMKa x) @ (1/2P)e,, Kan rox je y, = x,. Kako TakBux
HHJEKCa p UMa GECKOHAYHO MHOTO, 1 Kako (1/2P)e, — 0, To 3arBopemse ciuke 1'(12(A)) campku BekTop
r3, @ 0. C npyre cTpane, kako je 0 @ e, = 4¥Te), — 282, © 0, Tou 0 @ ey, € T(12(A)).
Jokazahemo na |T'| uma rycry ciuky, tako mrro hemo yrBpautu ga T*T WMa TycTy CIHKY, IITO je
NOBOJBHO, jep je T*T(I%(A)) = |T|2(12(A)) C |T|(I*(A)).
Ha ocHoBy (8) u (9) umamo T'e,, = 27 "y,, & 4™ "e,, u oTyna
T*Te, =T (27 "y, @47 "en) = (47" (Yn, yn) + 167 "1),
rae je 1 o3Haka 3a jemuamiy amreope A. Enement a = 47" (y,,yn) + 1671 je unseprubuinas, jep je
a>16""1,naje T*T(e,at) = e,. Tako ciuka T*T(I2(A)) canpxu cBe 6a3He BEKTOPE, U CTOTA je TYCTa.
Kako cy 3arBopema ciuka |T|(I12(A)), onnocno T(12(A)) jennaka uutssum momymuma M @ 12(A),

onnocHo [?(A) oHa cy jomysmHuBH MOfyiH, na npema CTaBy O MOJApHOM pasiaramby MOCTOjU JeIMMUYHA
msomerpuja W takea ma je T = W|T|. Kaxo je y oBom ciyuajy ker |T'| = ker T* = {0}, nenumnuna
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usomerpuja W je, 3ampaBo, YHHTApHO MNpEJICHKaBame, U OHO ocTBapyje m3omopduszam usmehy [2(A) u
M@ 2(A).
‘OBume je TBpAma 0Ka3aHa y ciydajy fa A uMa jenunuiy. Y ciydajy 1a A Hema jeAuHAILY, O3HATMMO

ca A meHy yHUTAnu3auujy, u npumetumo aa je [2(A) - A = [?(A). Taxobe, kako je Beh HaNOMEHYTO y

onesbky 10.4 M ce moxe cMmarparu U Moayiiom Haj A, u taga je M - A = M — popmyna (3). Cama umamo

Mo PP(A) = (M-A) @ (%A - A) = (Ma2(A) - A=12(A)- A=1?A).

O

»KOMIIAKTHH“ OIIEPATOPU 1 EKBUBAJIEHLIUJA Y CMYCJY MOPUTE

10.17. ,, KomnakTHu“ onmeparopu. 3a jBa Jlata BeKTopa y, z € M nepuHUIIEMO IPECIMKaBaRE 0y, . :
M — M ca

(10) Oy.-(x) = 2 (y,x).

360r Komwu IlIBaprioBe HejeJHAKOCTH 0, . je OrpaHUYEH:

10y, (@)[| = [[z (ws ) [| <Ml Gy, 2) [ < M=l gl T2l e [0y 20 < [lwll]1=]]-

Oneparop 0, . uma agjynrosad u 1o je 0 . = 0 , jep je

<0y,2xa u> = <Z <ya $> 7u> = <y,x>* <Z7U> = <$, y> <Zvu> = <(E,y <Z,’LL>> = <:L'7 02,9u> .
3arBopeme A-IrHeapHOr oMoTaua oreparopa obiuka (10) o3HauaBamo ca K*(M ), a lerose ejxeMeHTe
Ha3UBaMo ,, KoMiaxiwinum ** oliepaitiopuma. Ha3us nmorude otyza mro ce oneparopu oonuka (10) mory cma-
Tparu oneparopuma A-panra 1 (civka UM je caapxana y moaMoayy zA), a ibixoBe JIHHeapHe KOMOWHALHje
oreparopuMa KOHa4HOT paHra. MehyTum ,,KoMnakTHH  olepaTopy HeMajy CBOjCTBO J1a OTPaHUYEHE CKYIIOBE
NPECIIMKaBajy y peslaTUBHO KoMMakTHe. OTyna HaBOTHHIIH.
Cxyn K%(M) je noctpanu unean 'y B(M). Hanme,

(11 170y, .=0y,71, 0y T = Opy 2,

IITO CE JIAKO ITPOBepaBa.

VY oBoMm TpenyTKy, M uma cTpykTypy aBocrpanor A-B-6umonyna, rue je B = B(M) wmn B =
K%(M). HeramHuje, To 3HAYH JAa ce BEKTOp x € M Moxe ¢ mecHa MHOXHTH enemenTuma C*-anreGpe
A, a ¢ yneBa enemeHTHMa C*-anredpe B. OBO Apyro MHOXEH-E C€ CBOIM Ha H3pauyyHaBame BPEIHOCTH
oneparopa T'y Tauku x, 1j. T - & = T'x. Moxe nu M 6urn Xundepros C*-monyn vag B = K*(M) (unu
Hax B(M)? Y Ty cBpXY, OTPEOHO je MHOXEHE C JieBa IPETBOPUTH Y MHOXCE:E C JAECHA W yBecTH B-
BPEAHOCHU CKaylapHH Npou3BoA. IIpBo HUje mpodiieM, MOXKe ce YUMHHUTH YHTameM (GopMyra ,,[T0 aparcKu‘.
IIITo ce THYE CKaJIAPHOT POU3BOLA YBOAUMO TIa ca (Y, z) 5 = 0, .. Tana ce dpopmyie (11) Mory 3anucaru u
Kao

T(y,2)p =y, T2)p, (. 2)pT =(T"y,2) 5,
OIHOCHO

W,2)pT =(y,2T)p, T(y,2z)p = WI", )5,
aKo IPEBPHEMO MOpeIaKk MHOKema, u To 4uHd na M mnocrane XunbeproB C*-momyn nany K*(M), amu
1 Haj wupoM anredbpom B¢ (M). Jlormunuju n3bop je mama amrebpa K*(M), 36or nedunnunje iynoi
mogyna. Hanme, 3a Mmomyn M Ham A kaxemo 1a je éiyn axo je 3arBopemse ckyma (M, M) jennaxo A, 1j. ako

cy eneMeHTH obinKa (x,y), x,y € M ryctuy A. Tako je M nyn Hag K*(M), anu y omuirem ciy4ajy Huje
nyH Hag B (M).

10.18. edununuja [ekBuBaseHumja y cmucay Mopute]. Heka cy A u B nee C*-anrebpe. Kaxemo
na je A Mopuitia exeusanenitina anredpu B, ako nocroju myH moxyn M nan A, takas na je B = K%(M).
To obenexasamo ca A ~ B. ,

VY nutamy je penanuja exsuBaienimje. Ja je A Moa nokasyjemo ako yamemo M = A. Tana
cy omeparopu obmuka (10) 6, .2 = z(y,x) = zy*z, 1j. 0. = L,y-, tne je L, o3Haka 3a omeparop
JIeBOI MHOXEHa ca a. Y THTamy je usoMopdusam, jep je, Haume, K%(A) =2 A ®4 A (npeciikaBarmbe
AXxA> (y,2) — 0, je A-GunuHeapHo), TOK ce Jako u3Boau 1a je A ® 4 A = A, myTem npeciukaBama
Y ® z — yz. MlMa oBzie MaJia reTJpaHIuja ca ,,3Be310BabeM ... ajIH IPOJIasy.
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. M . M . .

Axo je A ~ B mytem monyna M, ouna je B ~ A mytem moxayia M°P xoju ce nobuja on M untamem
MHO)XEHa Haorako (1o aparcku). To Hehemo unHNTH, Hero heMo camo IPOBEPUTH KaKo U3IIIE/Iajy ONlepaTopy
obnuxa 6, . Ha B = K*(M). NImamo

Oy () =(y,2)gz="0y(2) =2 (y,2) 4,
ofaKie mpeciukasame 0, . — (y, z) octBapyje usomopdusam usmehy K*(M°P) u A (o6a uspasa cy A
OmmHeapHa).

Haj3an, tpausutuBHOCT. AKo je A XBuBX C, onma mocroje moayau M u N Ham A, OMHOCHO
B, takBu jma je B & K%(M), C = K% N). ®opmupamo moayn N ®p M reHepucad eleMEHTapHUM
TeH30pUMa Yy ® =, x € M,y € N y3 ugaudukanmjy yb ® x ~ y Q@ bx, 3a b € B. Taj moxyn he octBapuTn

A¥ o,

10.19. Teopema [0 monyay Hen3BopHocTH]. Heka cy A u B nee C*-anrebpe. Tana je A X B axo
u camo axo je Rep(A) = Rep(B), rne Rep(A) o3HauaBa CKyn CBHX HEH30MOP(HUX HEIETeHEPHCAHUX
penpeseHTpaimja anreope A.

Joka3. 3acama 6e3 mokasa..... O

AYAJIHOCT

10.20. Jdepmunumja. Heka je M Xunbepro C*-mony:n Hag A, Cama C*-anre6pa A je jenan Xunbep-
TOB Momyn Hany camoMm cobom. Enemenre ckyma B(M; A), a To cy cBa A-muHeapHa IpeciHKaBamba
@ : M — A (koja He MOpajy MMard aJjyHroOBaHO), Ha3uBamo A-runeapnu @yuxyuonanu, camo A-
@yHKyuoHau VA IPOCTO YHKYUOHAAU aKO HE TIOCTOJU OMACHOCT O] 3a0yHe.

Cxyn cBux A-(pynxunonana na M wasuBamo gyannu mogyn, u obenexasamo ca M’'. Ha M’ nocroju
HpHpPOJHA CTPYKTypa Moayia. Hamme, MHOXeme ca a € A 3anajemo ca (¢ - a)(z) = a*p(x), a cabupame
ca (¢ +v)(x) = p(z) + ¥(x). Mehyrum, nocroje onpelere Temkohe TPUITMKOM AepUHACAA CKATAPHOT
npoussona Ha M.

CkajapH MPOU3BOAM Ca (PMKCHPAHUM ejIeMEHTOM u3 N 4YuHEe OCHOBHHM mpumep A-QyHKIMOHAa.
Hanwme, 3a y € M mpecnukBame ¢, : M — A 3amarto ca

(12) py(x) = (y,2)

je A-nmuHeapHo M orpaHuyeHo, jep je ¢y (za) = (y,za) = (y,x) a = gy(x)a, u ||y(x)|| = || (y,z) || <
|ly[| ||z]|. Ono uma anjynrosano, u To je npeciukasame ¢, : A — M nato ca ¢y (a) = y - a. Ja je 3aucra
ped 0 MPECINKBabY KOje je a/ijyHroBaHO IPECIHKABAbY (0, BUAMMO U3

<‘Py(l')a a>A = tpy(x)*a = <$a y>M a = <$7ya>1\/[ .
Tume je 3agaro npecnukasamwe ¢ : M — M', &(y) = ¢,. OBo mpecnukaBame je A-THHEAPHO.
Mebhytum, y ommureM ciaydajy HUCY cBU (yHKIMOoHaM 3axaru ca (12), 1j. mpecnukaBame $ He Mopa

6uoru ,,Ha“. ([lakie, He Baxku Pucosa TeopeMa o penpesenTanuju.) Ako je @ ,Ha“, 1j. ako je M’ = M onpa
KaxxeMo 1a je moxyn M camogyanan.

10.21. Cras. Heka je M Xun6epros moxyn nag W*-anre6pom A. Tana je nyanau moxyn M’ nyannu
npocTop, Tj. moctoju banaxos npocrop X Takas na je X* = M'.

Hdoxkas. A je W*-anrebpa u crora npema CakaujeBoj TeOpHMe UMa Mpeayai, 03HaYuMo ra ca A, koju
ce cacToju o CBHX ynTpaciabo Henpekuanux (ynkiponana Ha A. Youumo mpoctop A, Qmax M Koju je
n00H1ja KOMIUIETHPAEEM anre0apcKor TEH30PCKOr Mpou3Boaa A, ®qig M y 0OXHOCY Ha MAKCUMAJIHY HOPMY

n n
doev@a|  =sup ) |lpkll [l
k=1 k=1

IJIe ce CYIPEMyM y3UMa [0 CBUM pacTaBJbarbUMa JaTOT BEKTOPA HA CyMY CJISMEHTapHUX TEH30pa.
3a garo ¢ € M’ (1j. ¢ : M — A) hopmupamo npeciukaBame Ay : Ay @max M — C ca

13) Ay (Z K ® xk) = on(¥(zp).
k=1

k=1

max
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HecHa crpana nedununuje (13) je C-Oununeapna, ma je Ay xopektHo neduHucano Ha A, ®q4 M.
[Moxaxwumo u aa je orpanmdeHo. mamo

A, (Z YL ® xk)
k=1

omakie je ||[Ay|| < ||¢]], ma ce Ay xoje je bopmynom (13) nedunucano Ha A, Qq1, M MOXKE IPOXYKUTH Ha
FbErOBO KOMIUIETHPahe A, @max M.

JHoxaxumo naje ||Ay|| = |[¢||. Hexkajee > Ona € M jenunnunu Bektop 3akojuje || (x)|| > ||¢]|—e.
Tana mocToju HU3 HOPMaNHKUX (yHKIHOHANA ©,, HOpMe 1 TakaB aa ¢, (¢ (z))| — || (x)||. JacHo, Baxu u
llon @[] = |lnl| ]| = 1, u otyna

[Ay(pn @ 2)| = lon (¥(2))| = [P (@) > [[9]] = & = ([Pl] = &)llpn @ ]|,

omakie cuenut ||Ay|| > ||¥|| —e. Taxo je ||Ay|| = ||¢|| u oryma je mpcnukaBame M’ > ¢ — Ay €
(Ay ®max M)* U30METPHUKO yTanarbe.
Ocrtaje jom 1a TOKaKeMo J1a j& CKYTI

AM') ={Ay | € M}
3aTBOPEH y TyaqHOM NpocTopy (A. @max M)*, jep he Tama 6utn M’ =2 A(M') = (A, @max M/ (A(M"))0)*,

e je (A(M'))° osnaka 3a anuxunarop ckyna A(M’). Heka je, nakne, 1, Mpexa taksa 1a Ay, — F'y
¢11aboj-* tomosnoruju npocropa (A, max M)*, 1j.

n
Z@k@xk

k=1

9

< D len@ @)l < I Y Hewl Hzxll < 1]
k=1 k=1

max

[|Ay, (y) — F(y)|| = 0, 3acBe Y € Ay Qmax M.

U3mely ocraior, Taza je u 3a cBe HOpMaiHe ¢ € A, u cBe z € M UCIyHEHO

(14) P(Ya(r)) = Flp ® ).

Meljytum, 3a pukcupano x € M npecnukaBame A, S ¢ — F(p®x) je C-muHeapHO U OrpaHUYCHO (HOpMa
e npesaswiasd || F|| ||z|]), ma xaxo je (A.)* = A to moctoju ¢(z) € A, TakBo 1a je

(15) Fle @) =1d(x)(p) = p(ib(x)).

IpecnukaBame v je ounriento C-nmuHeapHo. JJokaxumo u 1a je A-nuHeapHo. MHOXKEHE eIeMEHTHMA U3
A je ynTpacnabo HENPEKHUIHO, 1a aKO je ( HopManiaH QYHKIMOHAN, OH/IA je U ¢® 3axara ca ¢* () = p(za)
taxolje HopmaiaH. Crora Ha ocHOBY (14) u (15) umamo 3a cBe p € A,

e((za)) = Flp®za)=1lmAy, (¢® za)=lime(,(za)) =
— lim p(ta(x)a) = lim ¢ ($u(2)) = F(9* © ) = p($(z)a).

Kako A, pasusaja tauke, 10 je ¥ (xa) = 1)(x)a, onnocuo ¢ € M’. Taxo je 360r (15) A(M') 3arBopen y
(Ay ®max M)* unme je moKa3 3aBpILeH. O

3aganu

1. a) Heka cy B C A nBe C* anreOpe, u Heka je £ : A — B nuHeapHO NpeciiMKaBambe TakBo Jia je
E? = E, u ||E|| = 1. Jlokasaru ja 3a cBako a € A Baxu E(a*a) > 0, kao u 1a 3a cBe a € A u cBe by,
by € B Baxu E(bjaby) = by E(a)bs. (TakBo mpeciukaBambe HA3UBa CE YCIOBHO OHEKUBARLE. )

6) Heka cy B C A nBe C* anrebpe, u Heka je £ : A — B ycIOBHO OYEKHBambe, KOje je IpHIe Ta4dHO,
1. m3 a > 0u E(a) = 0 cienyje a = 0. Jlokazaru ia ce A MOXKe ONMPEMHUTH CTPYKTYPOM HPEAXUIOEPTOBOT
C*-Monyna axo ce cKallapHH npousBox Aeduuume ca (x,y) p = E(x*y).

2. Heka je M mposuBosban Xundepros C*-momyn Hag C*-anredpom A. Jlokasaru ma 3a cBe © € M
BaXKH

_ -1
x—Eglg+x<x,x>(<x,x>+e 1~

Kaxo TymaunTe OBy jenHakocT ako aiareopa A Huje yHuTanHa?

3. Heka je A W*-anrebpa, u Heka je M XunbeproB C*-momyn Han A. [lokasatu ma mocroju z € M
TaKBo ja je x = z (x, m)l/ 2, (ITonapHo pasmarame.) [IpuMepoM mokasary aa pe3y/aTar He Baku ako A Huje
W*, Beh camo C*-anreGpa. Ilokasaru fa Taja WIaK MOCTOjU Z, €4 CBOJCTBOM T = 2z, (,x)”, Kaj Tox je
0<a<l/2
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4. Hexka je M nogmomyn ctanapanor Moxyia [2(A), u Heka je M anreGapcku KOHaUHO TEHEPHCAH, Tj.
MoCTOoje X1, T2, - - ., Ly € M TakBu 1a je

n
M =) zpar |ax € A}.
k=1

a) JlokasaTy 71a je CKyn HEeCHHTYyNapHHX elemeHara y M=, (1j. onux enemenara x € M~ 3a xoje je
(x, x) naBepTH6HIHO Yy A) TycTy M+;

0) [Tokazatu fa je M OpTOTOHAIHO JTOTYHHB.

5. a) Heka je A mpousBosbHa C*-anre6pa, ur : A — A nuHeapHO npecinkaBame 3a koje je r(a)*r(a) <
Ka*a3acse a € A, uneky puxcupany koncranty K > 0. Jlokasaru aa je tana r(a) = r(1)a;

6) Hexa cy M u N Xunbeprposu moxynu, u T : M — N npecnukaBame 3a xoje Baxu (Tx, Tz) <
K (z,z)3acBe x € M u puxcupano K > 0. [lokazaru aa je T jenno A-IMHEApHO IPECIHKABAbE.

6. Hexa je M npousBosban Xunbepros C*-mony:n Hag C*-anredpom A.

a) Jlokasaru ma 3a cee © € M mocroje z, u, v € M Ttaku na je x = 0, ,(z). [Crautn u = v =
lime 04 2(c + (z,2)%)~1]

6) Hokasaru na je M (M, M) = M.

7. a) Hexka je M,,(C) o3naka 3a cse marpuue Hax C dopmara n X n. Jlokazaru aa je C £ M, (C), na
M3BECTH 3aKJbYYaK 1a (0 Ha m30MOopdH3aM) IMOCTOjU caMo jeIHa HeJleTeHeprucaHa perpe3eHTanuja anreope
My, (C).

6) oxkazaru na je C 9 G0, Tj. Aa je C MopuTa eKBHBaJICHTHA aNreOpH CBUX KOMITaKTHUX OIeparopa
Ha cemapadmiTHOM XMIOepTOBOM MpocTopy. M3BECTH 3aKibydak: IMOCTOjU caMo jeaHa (10 Ha n3oMopdu3am)
HeJlereHeprcana penpesenranuja anreope ..

8. Axo je A yuuranna u M mpousBosbaH, onza je B4(M; A) = M. [3a ¢ € B*(M; A) pasmorpuru
@ (1).]

9. Hexa je M camonyanan, a N mpousBosbaH XmibeptoB C*-monyn Hax A. Jloka3aTu na cBaku
orpaunyeH A-nuneapan oneparop 1" : M — N uma axgjynrosan. pyrum peunma, B(M; N) = B*(M; N)
TIOJ1 YCIIOBOM Jia je ioMeH M camojyasaH.

10. a) Jlokaszaru na je A™ camomyanaH MOy,

0) Jloka3zaru J1a je qyaJHd MOIYIT MOAyJa 12 (A) jemnax

N 1/2

%
E Ty T,

n=1

ZZ(A)/ = (mn)nzl | zn € A, ||(zn)|| = Su>p1 < 400 o

11. Hexka je H cenapabunan Xusi6epros npocrop, u A = B(H). Heka je name H = EB;;OT H;, rae cy
csu H; < H OeckoHayHO AMMEH3WOHAIHHM, U Heka ¢y u; : H — H; oxrosapajyhe uzomerpuje. Jlokazaru
Jia je MPecInKaBambe

S:A— lz(A)l, S(CL) = (aui)i21

n3oMerpuuky n3omopusam. [[lokasaru naje S—' samaro ca S~ ((zy,)n>1) = w* —lim ), z;u.]






