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1. BAHAXOBH H XHJIBEPTOBH ITPO-
CTOPH

OCHOBHH OjMOBH

1.1. Jedununuja. Heka je X BeKTOpCcKkH IPOCTOP HAJ MosbeM ckanapa K, roe je

win K=C unmu K=R.

(AKo ce gpyrauyje He HarjaacH, BEKTOPE 03HauaBamMo MaJIUM JIATUHUYHUM CJI0BU-

Ma, a ckayape rpukuM. Takohe ako ce He HArJlacH LITA je MoJbe CKanapa, y3uma ce na
jeto C.)

(a) dynkuuja ||-|| : X — R Ha3uBa ce Hopma aKko UCTyHaBa:
(i) |lx]|=0wn||x||=0 axxo x =0;
(ii) l2xll= 1Al l1x]);
(iii) [lx+ yll <lxll+1lyll.
Tapa ce ypehen map (X, || -||) Ha3uBa Hopmupan eexiliopcKy UPoCuiop.
[Tomohy HOpMe, HAa TPUPOIAH HAYMH CE YBOAU METpHUKa ca

d(x,y)=Ilx=yll (1)

(Y ctBapy, dyxuuja HOpMe 3aMHUILIJbEHA je Tako Ia UMUTHPA CBOjCTBA allCOJIyTHE Bpel-
Hoctu.) OcoduHe MeTpuKe ce jefHOCTaBHO ITPOBEpaBajy, Te je Tako CBaKW HOpMUPaH
BEKTOPCKHU IPOCTOP Yj€IHO ¥ METPHUUKH IIPOCTOP.

Axo je (X,||-||) xommeran y ogHOCy Ha MeTpUKYy (1), oHza ce Ha3uBa banaxos

wpociiop’.

() dynxnuja (-,-) : X x X — K koja ucnymaBa CBOjCTBa:
(i) (x,x >OH(x x) =0 axxo x =0;
i) (

§ (y, x);
(iii) (Alxl +/12x2»J/> = A1{x1, ¥) + Ao(x2, ¥),

HasuBa ce ckandpHu ipoussogd. (Y cnydajy K = R, y Apyrom cBojcTBy Tpeda U30CTaBUTH
KOMIIIEKCHO KOHjyroBame.) ¥ ToM ciy4ajy ce ypeher map (X, (-,-)) Ha3uBa yHuitlapax
WY fipeg-Xunbepiiog IPOCTOP.

IStefan Banach (1892-1945) — nomcku maremarayap
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CBaku yHUTapaH ITPOCTOP je HOPMUPAH, jep Ce HOpMa MOXe YBECTH Ha MPUPOJAH

HaYMH ca
llxl = v/ (x, x). (2)

Ila HaBeneHa dQyHKLIMja 3aUCTa jecTe HOpMA fokazahemo Mao kacHUje. CaMUM THUM,
CBaK{ YHUTAPHH ITPOCTOP MMa Ha MPHUPOAAH HAUMH YBeIeHY METPUKY

d(x,y)=llx=yll=+v{(x—y,x=y).
AKO je YHUTapaH IPOCTOP KOMIUIETaH Y OOHOCY Ha Tako yBeleHY MEeTPUKy OHJa ce

Ha3uBa Xusbepirios Apociiop’.
[TpeMa TOMe 3a HOBO yBeJieHe Kilace odjexkara BaXKu:

Xunbepiiosu tipociwiopu C  Banaxoeu tipociiopy  C  Mellipuuxy dpociwiopu
U U
Ynuwmapnu upocwiopu € Hopmupanu upociiopu

1.2. OcHOBHa NpaBHjIa padyyHa Ca CKaJJapHHM IPOH3BOOOM. Hmamo:

(i) (x.00=(0x)=0; B

(i) (x, 11+ p2ye) =H1(x, y1) + Ha(x, o)

(iii) (x+y,x+y)=(x,x)+2Re(x,y) +(y, y);

(iv) [(x, )] < (x, x)%(y, y)}/? - Kowu-Illeapuyoea Hejeghaxoctd;

(V) (x+y, x+y)+{x—y, x—y) =2((x, x)+(y, y)) - penayuja iapanenoipama.
ITpumegda: Kaga mokakemo J1a U3pas 4/ (X, x) kMa 0CODMHE HOPME, OCIIEHha TPH

CBOjCTBA MOXKEMO 3alTUCATH U Kao:

llx + yII* = [1xII* + 2Re(x, ) +11yI°,

G )< xHIp L
llx + y 12+ llx = I =2(11x ] + 11y 11°). (3)

IIpumegoa (jow jegna): Axo je K =R oHza Tpeda ©30CTaBUTH KOMIUIEKCHO KOH]y-
roBame U peanHu geo. OBakBe HanmoMeHe Bulle Hehe dUTH nucaHe.

Hoxa3. (i) 3a dukcupaHo x, mpecivkaBawe a — (a,x) je 30or cBojctBa (iii)
CKaJlapHOT NIPOM3BOJia, JTMHEApHO, T€ OTyZa Hyjla BEKTOp CIMKa y Hyay. 3aTo je
(0, x) =0. Onga je u (x,0) = (0, x) = 0;

(ii) Mmamo, xopuctehu penom ceojcTsa (ii), (iii) n moHoBo (ii) ckanapHor npoussopa:

(X, 1 Y1+ o ye) = (U1 1 + U2 Yo, X) = 1 {1, X) + pa(y2, X) =
=1y, X) +u2(ye, X) = pr{x, y1) + da2(x, ¥2);

(iii) CxaymapHu POU3BOZ je afUTHBaH Mo 00e MPOMEH/bUBE (110 IPBOj HA OCHOBY
IeduHULWje, a 110 JPYToj 10 MPeTXO0AHO JOKa3aHOM CBOjCTBY) T€ UMaMo:

(x+y,x+y)=(x,x)+(x,y) + (¥, x) +{y, y) = (x, x) + 2Re(x, y) +{y, ¥)

jepje (x,y)+(y,x) =(x,y) +(x,y) =2Re(x,y); _
(iv) 3a duio koju ckanap A€ K je (Ay,Ay) = AA(y, y) = [A|*(y, y), na umamo

0< (x4 Ay, x +Ay) = (x,x) +2Re(A(x, ¥)) + 1A% (y, y).

"David Hilbert (1862-1943) — Hemauxu mareMaruyap
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Caga hemo omadparu mameTHo A Koje he onm cpemmer cabupka HampaBHTH [{x,y)|.
H3bop mamaHa A =—(x, y)/(y, y). (IIpeTX0HO KOHCTAaTyjeMO J]a TpakeHa HejIHAKOCT
[I0CTaje TpUBHjasiHa ako je y =0, jep y ToM cly4yajy A HUje KOPeKTHO JedHUHHUCAHO.)
Taxo nodujamo

(x, y)I?

(y,¥)

e )P 1)
= <x’ x) -
vy Wy
LITO Ce jeJHOCTaBHO CBOJY Ha TPaXkeHy HejeIHaKOoCT
[IpumeTUMO Oa ce 0BIE jeJHaKOCT AOCTH)KE aKO M CaMO Cy X U y JIMHEApHO
saBuCHHU. 3aucTa |(x, )2 = (x, x)(y, y) ako u camo ako je y = O wiu (x + Ay, x +Ay) =
0. Oso gpyro, Ha OCHOBY fedHHHULIHje CKaJapHOT NMPOM3BOJa €KBHUBAJIEHTHO je ca
x=—Ay;
(v) Ha ocHOBY ocobuHe (iii) mako Hamasumo

(x+y,x+y)=(x,x)+2Re(x,y) +(y,¥),

(X—J’,X—}/) = (x,x)—2Re(x,J’)+(J/rJ’>’
LITO MocJie cadupama J1aje OHO IUTO HaM Tpeda. O

0<(x,x)—2Re

’

1.3. CraB. Hexkaje (X, (-,-)) yHuitiapan apociiop.
(a) Taga je pynxyuja ||-|| gatta ca (2) jegna nopma;
(8) Cxanapnu tipoussog ce ipexo HOpMe MOXce U3PA3UTHU KAO
1 , . . .
(x,y)= Z(le +yIP=llx=yIP +illx+iyl>=illx—iyl®), (4)
y cyuajy ga je K = C, ognocHo

1
(o, yy =7 (e 4yl =llx=yIP), (5)
axo je K=R.

ITpumegda: JemHaxocT (4) ogHoCHO (5) Ha3KBa ce HONAPUAUUOHU UGeHTHUTIET].

Hoxas. (a) [IpBO CBOjCTBO HOpME HEMTOCPEAHO CJIeH U3 MPBOT CBOjCTBA AeUHU-
LIMje CKaJIapHOT MPOMU3BOJia. 3a IPyro, Ha OCHOBY JINHEAPHOCTH CKaJlapHOT IPOX3BOLa
110 IPBOj MPOMEH/BUBOj, OHHOCHO aHTHWJIMHEAPHOCTH 110 APYT0j UMamo

1Ax]1* = (x, Ax) = A%(x, x) = ||| x|,

LITO je JOBOJBHO.
3a 1oka3 HejeqHaKOCTH TPOyTiaa ynorpeduhemo cBojcTo (iii) omerska 1.2 u Komwm
[IBapuoBy HejenHakocT. UMaMo

llx + yII? = [1x1I* + 2Re(x, y) + 11y II° < [1x]* +2[(x, ) + Iy 1I* <
<l 2y I+ Ty 1P = Qe+ Dy 1D,

OJaKJIe TPaKEHO N0dHjaMO KOPEHOBAKBEM.
(6) Ha ocHosy CraBa 1.2 (iii) umamo

llx 4+ y 11 =]+ (x, ) + (. x) + Iyl (6)
lx—yI?=11xI>—(x, )= (¥, x) + Iy (7)
llx +iyl* =I11xI*—i{x, y) + i(y, x) + Iy, (8)
lx—iyll*=lxII*+i{x, y)—i{y, x) + Iy, (9)
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ra pe3ynaTar fodujamo y KOMIUIEKCHOM Cly4ajy u3pauyHasajyhu (6) — (7) +i (8) —i
(9), a y peanHom camo (6) — (7). O

1.4. OcHOBHa NMpaBH/Ia payyHawa ca HOpMoM. Hexa je (X, ||-||) Hopmupan
gexiropcKu tipociiop. Taga saxcu:
(1) [l 4 204+ + xpll < Ml [+ 122 + -+ + [ x| - Hejegnaxocm mrotoying;

(i) [Ilxll =Nyl <llx=yl;

(iii) ITocedHo, ako x, — x waga u || x,|| — ||x||, Wj. pynkyuja ||-|| je Hetpexugna;

(iv) Ako x, = X, Yy, oy ud, D Aongau x,+y, > x+y u d,x, —
Ax, TWj. otiepayuje cadbupara 8exiopa U MHONMEHA 8eKTOPA CKATAPOM CY
HelipeKugHe.

Joxas. (i) Jlako cieny U3 HejeqHAKOCTU TPOYTIa MHAYKLIHjOM;

(i) Umamo [| x| = I(x—y) + y [ < llx=y I+ yIl, Tj. [1xlI=lly Il < [[x—y I, a 3ameHOM
ynora u || y|[—|lx[[ < [lx—yII;

(iii) 3aucra, ako x, — x Taga ||x, — x|| = d(x,, x) — 0, na TpeMa IPETXOAHOM U
[l 1 — 11115

(iv) HermpexumHocT cabupama cienu U3 HejeomHakocTH Tpoyria. Haume, ||(x, +
Yn) = (x + Yl = I(xy — %) + (yo — ¥l < llx, — x[I + 1y, — yll — 0. Henpexunuoct
MHOXXEHa CKaIapoM, Mak, 13

1A %0 = Ax| =145 (%0 — X) + (A, = 2) x[| £ |41 X, — X[+ |2, — Al x]| = O,

jep je A,, KOHBepreHTaH, a TUME U OTPaHUYEH. d

1.5. JIema. Hexa je (X,||-||) Hopmupan sexiiopcku tpocitiop. Pernavuja sap-
anenoipama (3) ekeusaneHiwina je ca peravujom ddapenenenuiieqa

llx +y + 2zl = llx+ yII” +1ly +2l* + 1z + xIP = llxIP = [lyI* = llz]*. (10)

Joxa3. Jaus (10) cnenu (3) BUIUMO aKO YBPCTUMO z =—) .
ObparHo je 3HaTHO Texke. [IouHMMO Tako WTO hemMo MPUMEHUTH penauujy nap-
anenorpama Ha BexTope x + y u z. Jlodujamo

llx+y+zIP +llx+y—zl* =2llx + yII* + 2zl (11)

Jlemno, anu cap cMeTa gpyru cabrpak Ha j1eBoj cTpaHu. Jla ucMo ra Hekako eTMMUH-
WCaH, TPUMEHUMO Pealiyjy napajenorpama Ha BEKTOpe X —z ¥ ¥ a HaJIa3uMOo

llx +y =zl +llx—y—zl* = 2llx—z|* + 2]l yII*. (12)

Capa ce omy3suMameM IIPeTXOHe JIBe HEjeIHaKOCTH MOKEMO OTapacHUTH Ipyror ca-
OWpKa ca neBe CTpaHe MpBe jeIHAKOCTH. AU OcTaje fecHH u3 apyre. la ducmo wera
CKJIOHW/IY MPUMEHUMO PeTaliijy napanenorpama Ha BEeKTOpPE —y —z U X, Ila [oDHjaMo

lx—y—zl>+ll—x—y—2z|> =2lly + z|I* + 2l x|I*. (13)

Cpeha je mTo cmMo Tpu nyTa yBOSWIH 10 jelaH MUHYC, U caja je IecHU cadbupaky (13)
vcro wto U aesn y (11). Jaxne, uspauynamo (11) — (12) + (13) u nobujamo

2lx+y + 2l = 2llx + yII* =2llx — 2> + 2/l + 211> + 2llzl> =2/l > + 2l| <1,
OJHOCHO Kafia CKpaTUMO JIBOjKe

llx +y + 2l = llx+ y I =llx—2l* +ly + 2l + 2l =1y I* + x| (14)
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Ocraje join na 3aMeHMMO Hekako cadupax ||x — z||2. Ho M3 penanuje napanenorpama
umaMo ||x — z||? = 2||x||? + 2||z||* —||x + z||?, na kaga TO yBpCTHMO Yy (14) HOBHjaMO
(10), yuMe je 3aBpILEH JOKa3. O

1.6. Cras (Llopnan - hon Hojman)'. Hexa je (X,||-||) nopmupan apociiop.
Ha X ce moxe ygeciliu ckanapHu tipou3eog 3a koju eaxcu (2), wWj. ckanapHu
fpou3eog Koju leHepuwie 6eh gatlly HOPMY axo U camo axo eaxcu penayuja uap-
anenoipama (3).

Joxa3. Jeman cmep je Beh mokasaH. Haume, ako HOpMa MOTHYE OF CKaJIapHOT
MTPOU3BOJia OHJA pesalyja napanenorpama Baxu npema Crasy 1.2 (v).

3a Ipyru UCKOPUCTUMO IPETXOINHY JIeMy OFHOCHY penauujy napajienenumnesa.
[TpuMeTHMO [a aKkO CKaJIapHW MPOU3BOJ KOjU PENpoAyKyje HOPMy TOCTOjU, OHAQ
mopa dutu 3amat nomohy (4) omHocHo (5). Ctora yBenumo GyHKIHjyY B: X x X —» K
ca

1 . . . .
B(x,y):Z(le+y||2—||x—y||2+z||x+ly||2—z||x—zy||2),

y cnyvajy K= C, ogHOCHO

B(x,y) = (llx +yIP=llx—yII?),

e~ =

y aiydajy K = R. JJokas he dutu HacrasmeH camo 3a ciyvyaj K = C, xao texu.
[Toxaszahemo na je B(x,y) TpakeHM CKaJapHU ITpou3Bof. Hajmpe nM3Bemumo maxa
cBojcTBa (pyHKUUje B. Kmamo

1 . ,
B(0,y)= Z(||J’||2—||J/||2+l||J/||2—l||y||2)=0,
1 . . ) ,
B(y,x)= Z(HJ’ +x|P=lly —xI? +illy +ix|?—illy —ix|]*)=

1 . . . .

= Z(||X+J/||2—||X—J’||2+ illi(x—iy)P—illi(x+iy)ll*)=
1 . . . .

= Z(le+y||2—llx—yll2+ ill(x—iy)lIP=ill(x+iy)l*)=

=B(x,y),

omakie ogMax U B(x,0) =0. 3atum

B(x,x) =~ ([2x|*=0+ill(1 4+ ) x| —ill(1—1)x|]*) =

(4l12l1? + (i1 + il =11 =Dl x]*) = 1 x]1?,

Bl e

TPascual Jordan (1904-1980) — aMepHYKH MaTeMaTHdap (He MeIlaTH ra ca fajeko o3HaTHjuM (paH-
yckum MatemaTtndapem Kamyj Xoppganom), John von Neumann (1903-1957) — aMmepuuku MatemaTu4ap



6 1. BAHAXOBHU U XUJIBEPTOBY ITPOCTOPH

Y Haj3an

(lix + yIP=llix=yl® +illix + iyl =illix—iy|*) =

-

B(ix,y)=

=i~ (=illi(x—iy)IP +illi(x+iy) PP+ i(x + y)IP=lli(x—y)IP) =

=i (=ill(x=iy)IP + il (x + i)+ (x + )P =l1(x=y)II*) = iB(x,y)
(15)
IoxakMMo cafia aiuTUBHOCT MO NMPBOj NpOMeH/bMBOj. Ha ocHOBY penauuje map-

€JIeJIENIUIIENd HMAaMO
llx +y +2l* = llx+ y I + 11y + 2l + 12+ 2l =[xl =y I* =Nl (1
llx +y —2l* =llx + yII* +ly — 2II” +lx = 2I* = [l x ]I~ 1y I = |21, (1
(1
(1

[ I N

lx+y+izl? =llx+yI* +1ly +izll® +llx+ izl = |lx|* =y II* =121,
lx+y—izll® =llx+yI* +1ly —izll® +llx—izl> = |lx|* =y = lz].
Kapa uspauynamo (16) — (17) +i (18) —i (19) nobujamo
4B(x+y,2)=4B(y,z)+4B(x,z),

jep ce cse ,konoHe“ ocum apyre u Tpehe ckpahyjy. To je moBo/bHO 3a Jokas agu-
TUBHOCTH.

Ja drucmo moxasaar XOMOTeHOCT yOUUMO ITpecinkaBame R > a — g(a) = B(ax, y)
3a ¢uxcupaHe x, y € R. 30or aguTUBHOCTH (PyHKUHje B IO NpBOj NPOMEHJBUBO]
umamo g(a+ pB) = B((a+P)x,y) = B(ax,y)+B(Bx,y) = g(a)+g(f). Hakne,
(yHKuMja g 3amoBobaBa KolujeBy (yHKUWOHaNHy jemHauuHy. [Jame, Kako je g
W3pakeHa Mpeko anredpackux onepauuja U HoOpMe, oHa je npema Ctasy 1.4 Hempe-
KUZHA, 1a je crora g(a) = g(1)a, omHOCHO

B(ax,y)=aB(x,y), acR.

Ila ®u ce nokasasno fa ¥ KOMIUIEKCAaH CKaiap ,M3/a3n"” ca MpBe MPOMEHJbHUBE TOBOJBHO
je KOMOMHOBATH afIUTUBHOCT Cca penanujom (15). O

IIpuMmepu

1.7. Mpocrop L?(X;u). Hexaje (X, 9, u) mpoctop ca MepoM. IIpoctop LP (X;u),

p > 1 cHabpeBeH HOpMOM
1/p
ot = [ o anco)
X

je banaxos mpocTop. HberoBa KOMIUIETHOCT CleH U3 PI/IC—C,DI/IUJepOBe1 TEOpeME.
Y cyuajy p = 2, mpoctop L?(X;u) je Xundepros npoctop. CKalapHH TPOU3BO.
je mat ca

(x,y)= f x(6)y(t)du(r).

?? JonucaTty MO3HATe CByAa rycTe CKynoBe ?7?

1Higyes Riesz (1880-1956) — mahapcku matemaTndap, Ernst Sigismund Fischer (1875-1954) —
ayCTPHjCKH MaTeMaTHiap
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1.8. IIpoctop /7. Cxyn

17 = {x = (En)nx1

+oo
D Igjl <+ool,
j=1

oo 1/p
||x||p=(2|5j|p) :
j=1

je Takohe banaxoB mpoctop. Ped je o cmenujamHOM Citydajy mpocropa LP (X;u), roe
je X =N, a u= v, 13B. dpojauka mepa, ogHocHo V(E)=Card(E)3a E CN.
Y ciyuajy p = 2, npoctop [2 je Xundepros. CkanapHu MPOU3BOJ je 4aT ca

ca HOpMOM

+00
(x,y)= Z EkMg-
k=1

1.9. Ipocrop Cla, b]. Cxyn cBUX HENPEKUTHUX (PYHKLHja HA CETeMEHTY [a, b]
Cla,b]={x:[a,b] - C| x(t) HerrpexupHa}

Ca HOpMOM
X||= max |x(t
H H aStsbl ()|

je banaxos npocTop. JJoka3 KOMIUIETHOCTH OBOT IPOCTOPA CafpXKaj je Kypca AHanu-
3e 2.

1.10. IIpocrop L°°(X;u). Heka je (X, 9, u) npoctop ca mepom. ITpoctop ecex-
yujanno oipanuuerux pyHknuja £ *°(X;u) yBooumo ca

L°(X;u)={x:X — C|x MepspuBa 1 €CEHLIHjaTHO OTPAHHYEHA},

IJe ce eceHLUjaJHO orpaHuyeHa dykuuja neduHulle kao oHa yHKIHUja X 3@ KOjy
MOCTOju KOHCTaHTa M > 0 TakBa Ia HejemHakocT |x(¢)| < M BaXXH U-CKOPO CBYZIa, Tj.
TaKBY [Ia je

p{teX||x(t)|>M}=0. (20)
3a HOpMY (PYHKIIHMje X XKEeJUMO Aa Y3MEMO eCeHUUjarHu cyiipemym GyHKuuje | x|,

|x]|loo =supess|x(t)|:=min{M > 0| Baxu (20)}.
texX

Taxo yBenena ¢gyHkuuja, MehyTum, He MOXKe OUTH HOpPMa, jEp Ce JIaKO KOHCTPY-
uie npumep dyxuuje x + 03a kojy je || x||co = 0. Permumo, akoje X = (—1,1),au=m
JleBeroBa mMepa, Tana je pyHknmja x garaca x(0) =1, u x(t) = 0, ”HaYe HETPHUBHjaTHA
dynxuyja, anu je supess|x(¢)| =0, jep jenHowraH ckyn {0} uma JleberoBy mepy Hyna.

Crora mocTynaMmo kao ¥ y ciy4ajy ca LP mpocTopuma. YBOAHUMO penanujy ~
nomohy x ~ y axo je u{t | x(t) #+ y(t)} = 0. Huje Temxko mpoBepuTH Ia je ~ jenHa
penanyja exBUBaJeHILUje, Kao ¥ a pe3yiTar anredapckux onepauyvja He 3aBUCH Of
n3dopa mpencTaBHAUKA Kiace, 1a je KOTHYHHYKU IIPOCTOP

L®(X;u) =2%(X;u)/ ~
KOPEeKTHO JedUHHCaH.
Joxaxxumo 1a je (L°°(X;u);ll|leo) BanaxoB mpoctop. IIpBO ¥ DPYyro CBOjCTBO

HOPME Cy OUMIJIEJHH, Ko U UMIUTHKaudja x € L, AeC=>Ax € L*°. Hekacy x, y €
L°*°. Tana HejenHakoctd |x(t)| <||x]leo 1 |y (£)| <||ylloo BaXke ckopo cBYAA, Tj. CKyN A
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I7Ie He BayKM [IPBA M CKYII B Ie He BaXKH Jpyra UMajy u-Mmepy jemHaky Hyiau. Taga je u
u(AUB) =0, a Bar ckyna AUB umamo |x (1) +y (1) <|x(£)l+y (£) < [1xlloo +11¥ oo,
na je ||x||oo + || |loo JEMHO ECEHIIMjATHO TOPHE OrpaHryene GyHKIHje |x + y|. OTyma
Xx+yeLl®ullx+ Yoo <1Xlloo +1¥loo-

Joxaxkumo u KoMmieTHocT. Heka je x,, € L°° KowmwujeB HU3, Tj. HEKa 3a cBe € > 0
BaKH

supess|x,(t)—x,(t)|=|lx,— x|l <e
teX

3a IOBOJbHO BelnuKe m U n. JJakie, HejeAHaKOCT
Ixn(t)—xm(t)lSsupgSSlxn(t)—xm(t)lq (21)
te
Ba)KM BaH HEKOT CKyna A, ,, , MEpe Hy/la. Y3MHUMO Jia € mponasu ckyn 1/N, 1j. na je
e=1/k, k=1,2,.... YKyIHO CKynoBa Ay ,, , AIMa IPedPOjUBO MHOIO, Ia KaKO je
npedpojuBa yHHja CKyloBa MEpE Hysa Takohe Mepe Hyina, TO 3a € = 1/k Baxe cBe
HejenHakocTH (21) BaH ckynma A = | JAy k., » K0jH je Mepe Hyna. To 3Hauu 1a je 3a
t € X\ A Hu3 x,(t) KomujeB HA3 KOMITIEKCHHUX OpojeBa (jep 3a cBe & > 0 mocroju
k € N ca cBojctBom 1/k < ¢). Crora HHU3 x,(f) KOHBEpPrUpa CKOpPO CBYZA, Tayka MO
tauka. O3Hauumo x(¢) = limx,(¢). Tlo morpebu momeduHUIIEMO QYHKUHY X Ha
ckymy A owio kako. HedutHo je kako, jep je u(A) =0 a enmeMeHTH mpocTopa L™
cy wiace pyHkvja MmehycobHo jemHakux ckopo cByna. Kama ce y HejemHakoct (21)
MyCTH JIUMEC KaJl m — OO, a 3aTHUM Y3Me eCEHIUjaTHU CyIPEMYM, BOOUjaMO

supess|x,(t)—x(t)|<e,
tex

3a TOBOJbHO BEJIUKO 71, OMHOCHO 1A || X,, — X||co — 0.

1.11. IIpocrop [*°. Kagma je X = N, a uy dpojauka Mepa nodujamo crnenujanan
ciy4aj mpocropa L (X, i), mpocTop CBUX OrpaHUuYeHUX HU30Ba [*°. Kako y ogHOCy
Ha Opojauky Mepy Hema JpyTux CKyIioBa Mepe HyJa OCHM IIPasHor, TO Ce eCeHINjalHu
CyIpeMyM CBOAHU Ha 00MYaH CyIpeMyM, Ia je

19 ={x=(En)n1 | Slilflén|<+00}

ca HOpMOM
1xlloo =sup|Epl. (22)

n>1

1.12. IIpoctop c. IIpocTOp CBUX KOHBEPIEHTHUX HU30BA ¢ JEMUHHULIEMO Ca
¢={x=(&n)u=1 13 lim &},

a HOpMY YBOJHMO, Kao U y ciIy4ajy mpoctopa [*° ca (22). Ta HOpMma je KOPEKTHO
neduHUCAHA, jep je CBaKM KOHBEPTeHTAH HU3 OTPaHUYEH.

[Tpumehyjemo ga je ¢ € [°°, Te je 32 KOMIIJIETHOCT ITPOCTOPA ¢ NOBOJHHO JOKA3aTH
Ila je OH 3aTBOPEH MOACKYM ckymna [®°. (3aucra, CBakM 3aTBOPEH MOJACKYN A KOM-
IJIETHOT METPUYKOT ITpocTopa M je kommuietaH. Haume, axo je x, € A Komujes HU3
y A oH je yjegno u Komyjes y M, na noctoju x = limx, € M. Mehyrum, ako je A
3aTBOPEH OHZIA X €A.)

Hoxaxumo pa je ¢ 3atBopeH. Heka ¢ 3 x, — x € [°°. OBge je ped 0 HU3y 4YHju ce
€JIEMEHTH TayKe IIPOCTOpa ¢, JaK/Ie O HU3y HU30Ba. YBEAVMO OBAKBe O3HAKE:

xn:(&:n,l)gn,%---) x:(é’oo,lrgoo,%---)-
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CBaku o HU30BA X,, je KoHBepreHTaH. O3HAUUMO JIMeC 1-TOT 110 Pelly Hu3a ca 1), Tj.
N,= lim &, ,. TBpaumo fa je HU3 1), KolIHjeB HU3 KOMIUIEKCHHX OpojeBa. 3auCTa,

y——+00
KaKo je X, KOHBepPreHTaH Hu3, TO je || X, — X, || < € 32 IOBOJbHO BEJTUKE M U 1, OHHOCHO
3a cBe ¥>1 umamo

|§m,v_§n,v| < Sull)|€m,v_5n,v| <e&.
V=

[Tocnenwy HejemHAKOCT ,HaNafHEMO" TUMECOM KaJl ¥ — 400 U nodujamo |1, —n,| <
€. Jlakne, 1, je 3acta Kouwujes, na je kouseprentan y C.

Konseprenuuja x,, — x y cTBapy 3HauH ga || x,—x|| — 0, Tj. sup 51 1€ y—Xoo,»| — 0.
Mebhytum, npema nosantom KollujeBoM CTaBy, TO 3HauH fa je lim, . o0&,y =Eoo,y
paBHOMepHO 1o v > 1. Otyna je moryha pasmeHa mMecTa [jBa jumeca (Teopema o
KOMYTaTUBHOCTH JINMECA), OOHOCHO

lim o= lim lim &,,=

y—+00 Y—+00 n—-+00 (23)
= lim lim &,,= lim n,
n——+400 y—+00 ’ n——+oo

Kako n11mec Ha IeCHOj CTpaH! MOCTOjH, TIOCTOjU U OHAj Ha JIeBOj, Tj. HU3 X je KOHBED-
TeHTaH, Tj. X €C.

1.13. IIpocrop c,. [IpocTop ¢y Hyna HU30BA OaT je ca
Co = {x = (gn)nzl | nlg',-noo gn = 0}

U oBne HOpMy yBOAMMO ca (22). OunrienHo je ¢y C ¢, I1a je 3a KOMIIETHOCT IOBOJBHO
J0OKa3aTH 3aTBOPEHOCT CKyNa cy. T0 je jeTHOCTaBHO, jep ako X,, € ¢, OHAA je 3a CBe N,
n, =0, na je 3bor (23) u

lim = lim =0.
y——400 goo’v n—+oo "In

1.14. IIpoctop NBV|a, b]. TIpocTop Hopmanu3o8anux QyHKyuja oipanuuene eap-
ujayuje Ha cerMeHTy [a, b| nedunuemMo ca

NBV]a,b]={x:[a,b]->C|x(a)=0,x(t—)= x(t),Vabx <400},

a HOpMY eUHULIEMO Cca

Ixll=Vix= " sup D |x(t)—x(te)l
Pra=to<t;<-<t,=b ]

W3 came nmeduHUIMje BapHjaldje jeMHOCTaBHO cienu ma je |[|Ax|| = Va”/lx =

by _ _ b b b, _
AV x = Alllxll, ka0 w [lx + yll = V2 (x +y) < VEx+Vly = lixll+llyll, na cy
opyro u tpehe nedUHULIIMOHO CBOjCTBO HOpMe 3amoBosbeHH. IlITO ce THUYe MpBOT,
oJMax ce BUIM Aa je ||x|| >0, xao u fa je ||0]| = 0. Axo je ||x|| =0, oHza je 3a cBaku
u3bop Tavaxa t; € [a, b], Y. _, [x(#x) — x(tx_; )| =0, na je GyHKIMja X KOHCTAHTHA, a
Kaxo Mopa outu x(a) =0, 1o je x(t)=0.

Joxaxumo cazia koMrutetTHocT. Heka je x, € N BV |[a, b] Komnjes Hu3, 1j. HeKa 3a
cBe ¢ > (0 Baxu

||xm_xn|| = Vab(xm_xn) <g,

Kafi ToJ Cy m U n JOBOJ/bHO BeMUKU. Kao U y CBM NIPETXONHUM JI0Ka3UMa, Jokazahemo
Ila HU3 X, KOHBEPrUpa Tauka 10 Tayka. 3aucTa, 3a uxcupaHo f € [a,b], Tpojka
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a <t < b 4YUHU jenHy MOJeNny cerMeHTa [a, b], na je 360r HOpMaTH3aLHOHOT YCI0BA
Xm(a)=x,(a)=0

Ixm(t)_xn(t)l = I(xm(t)_xn(t))_(xm(a)_xn(a))| <
<1 () = %0 (£)) = (X (@) — (@) |+ .y
1 (B) = %0 (b)) = (xm () — (£ < 2

= Vah(xm_xn)<€’

3a m, n DOBOJBHO BENMKe, Te je cTora X, (¢) Komujer HU3 KOMIUIEKCHUX OpojeBa U
nmpemMa ToMe KoHBepreHTaH. O3HaumMmo x(t) = 1121 x,(2).
n——+0Q

OBuMe cMO [ODWIM CaMO KOHBEpreHLHWjy Tayka MO Tayka, a Tpeda Jokasatu
KOHBEpreHlYjy y HOpMH npoctopa. Ja ducmo To u3Beny, younMo (pUKCUpaHo € > 0.
Tapa 3a mpon3BoOsbHY Nofieny & :a =ty < t; <+ < t, = b UMaMo

Z |(xm(tk)_xn(tk))_(xm(tk—l)_xn(tk—l))| < Vab(xm_xn) <e&
k=1

3a JOBOJBHO BEJTHIKO M1, N > Ny, IPU YeMy U3D0p 1y He 3aBUCH Of mofene Beh camo
of ¢ > (. Crora NpeTxogHy HejeqHaKOCT MOXXEMO Jla HallaJTHEMO JINMECOM, Kaf m —
+00. U taga godujamo

D1 (t) = x(£)) = (X (i) = % (1)) <, (25)
k=1

a 3aTUM Y3MEMO CyInpeMyM IO CBUM mojenama. Tako mobujamo ||x, —x|| < € 3a
TIOBOJBHO BEJTHKO 7.

Tpeda jom mokasatu fa je x € NBV]a, b]. Ha je x(0) = 0 noBoBHO je camo fa
KOoHCcTaTyjemo. M3 (25) Hanmasumo [1a je x,, — x orpaHHYeHe Bapujaluje, Yak U Ja je
VP (x,—x)<e, ma ogatmie cieiu u 1a je x = (x —x,) + X,, OrpaHUYeHe BapHjaLHje.
Haj3anm ma SucMo ce yBepunu Jia je x HEMPEKUAHA C JieBa, HA OCHOBY HejeqHAKOCTH
(24) 3axspyuyjemMo 11a je KOHBEPTreHIHja HHU3a X, (f) paBHOMEPHA 1O f € [a, b] u Tama
(3dor TeopeMe 0 KOMyTaTUBHOCTH JIUMeCa)

Jim x(6) = lim Tim % ()= ln lm (0= Tm () = x(6).

?? Yka3aTu Ha 3agaTak 1.14. ??

1.15. IIpocrop ./ (X;M). Hexa je M Hexa o-anredpa Hax ckynom X. [Tpoctop
M (X ;) CBUX KOMUIEKCHUX Mepa feUHULIIEMO ca

M ={A:9M— C| A xommIeKkcHa mepa},

a HOpMY Ha BeMy ca
1Al =1A1(X), (26)

rge je |A| o3HaKa 3a TOTanHy BapHjauujy mepe A.
[Tpe Hero mwTo foKakeMo Ha je ped o baHaxoBoM mpocTOpy, MOACETHMO Ce
IeduHULYje TOTalHe BapHjaLyje:

+o0o
A(E)= sup > [A(E)l

E=| {5 Ex k=1
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Taxohe, momceTuMo ce ¥ [1a je TOTaJIHA BapHjallKja |A| KOMIIEKCHE Mepe A HajMamwa
OIf CBUX IIO3WTUBHUX Mepa U KOje UMajy CBOjCTBO Iia je 3a CBaKH MepJbUB CKyT E € M
ucnymweHo |A(E)| < u(E). Oaxne, |A(E)| < |A|(E) u jou je |A| HajMara Taksa.

Ouurneno je [|A|| = |A|(X) =0, u [|0]] = 0. Axo je ||A|| =0, oHIa 3a CBaku MepJbHB
cxyn E Baxu [A(E)|<|A|(E) <|A|(X) =0, maje A=0.

3a duro koju ckanap a € C umamo |aA| = |a||A], maje|laA|| = [aA|(X) = |a] |A|(X) =
|a|||All. Hajsan, ako cy A ¥ u OBe KOMITJIEKCHE Mepe, OHZIa je 32 CBaKHd MEpJbUB CKYTI
E wenyseno |(A+ p)(E)| < |A(E)|+ [u(E)| < |2I(E) + [ul(E), omsocro |A] + u| je
jenHa Mo3UTHBHA MeEpa KOja JOMHUHHApa KOMIJIEKCHOM MepoM A + u. Otyzna je Ha
OCHOBY CBOjCTBa MHHHUMATHOCTHU |A + u| < |A|+ |y, ma je u ||[A + ul| = |A + ul(X) <
[AN(X) + [ul(X) = [IAll + ||ull. Tako je noxasaHo ma dyHKUHja (26) UCIymaBa CBOjCTBa
HOpMe.

Hokaxkumo cana komrieTHocT. Heka je A,, KourujeB HU3 mepa, Tj. HEKa 3a CBe
£>0Baxu A, —A,|(X) <&3am, n>ny Taga3a ceaku ckyn E € 0 umamo

Ao (E) =2 (E) <A = Anl(E) < Ay — Al (X) <. (27)

[Tpema Tome, HU3 A, (E) je KolmjeB HU3 KOMIIEKCHUX OpOjeBa, M CTOra KOHBEepTeH-
TaH. O3HauUMO weroB muMec ca A(E). Tako cMo godumu Mmoryhy rpaHUYHY BpEITHOCT
Hu3a A,. [IpuMeTrumo jom ma mymrajyhu ntumec kag m — +00 y HejeqHAKOCTH (27)
3aKspydyjemo na A, (E) — A(E) paBHOMepHO 1o ckymy E € 9.

Joxka3syjemo pa je A mepa. IIpso A(@) =0, jep A(0) = lim,, | o0 A, (0) = LimO.
Iaree, jemHOCTaBHO MOKa3yjeMo fa je A KOHauHo aguTuBHa. Hawume, ako je E =
|_|’;:1 E; oHfia 3a CBe n UMaMo A, (E) = Z’L An(Ej), na kana npohemo muMecom,

j=1
. k
nodujamo A(E) = >, A(Ey).

Ia ducmo mokaszanu mpedpojuBy afUTHBHOCT, JOBOJBHO je TIOKa3aTH Ja 3a CBaKy

MoHOTOHY amumjy F C K, - C R C..., F = J{55 K Baxu

lim A(E.)=A(F). (28)
k—-+o00
3aKcTa, aKo TO MOKAKEMO, OHAA je ¥ ciy4ajy E = |_|;“:°f E; damunuja F, = |_|’jf:1 E;
MOHOTOHA, 1 Uk L F=E, naje

+
AE)= lim A(F)= lim A Z
Hctu pauyyH noxasyje He camo ja (28) mosnauyum o-aguTuBHOCT, Beh u obpaTHo, Tj.
(28) je (3a KOHAYHO aJUTHBHE MEPE) EKBUBAJIEHTHO O -aJUTUBHOCTH.
Haxie, nokaxxumo (28). Kako cmo Beh xoHcTaToBanu A, (E) — A(E) paBHOMEPHO
no ckyny E, ma tume u A, (F,) — A(F,) paBHOMepHO 110 k > 1. Tako je Ha OCHOBY
TeopeMe 0 KOMyTaTUBHOCTH JIUMeca

hm ME)= lim lim A,(F)= lim lim A,(F)= hm A (E)=A(E).

Ocraje jom ma Jokakemo ga A, — A y HOpMHU MPOCTOPa, a HE Camo ,CKYI IO
“ . +00
ckyn“. M3 (27) 3a cBaky napruuujy ckyna X =| |, 2, Ex uMamo

|Am(Ej)_An(Ej)| < |Am_kn|(X) <¢

~.
Il gl
T
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LITO MOCJIe y3UMata JIMMeca KaJi m — +00 U CyipeMyma 1o CBUM k > 1 nocTaje
+o00
D IAE) = An(Ep<e.
j=1

Caza y3aMeMo CynpemMyMm 110 CBUM MapTHIIHjama 1 1odujaMo |[A—A,|| = [A—A,|(X) <e
3a IOBOJBHO BEJHMKO 1, A A, — A y HOpMHU nipocTopa ./ .

IIpumegoa 1: Tlo3Hato je, U3 Teopuje Mepe, [a MOCTOjU OUjeknHja U3Mel)y CBUX
HOpPMAaJIM30BaHUX (DYHKIIHja OTpaHUYEHe BapHjaLiHje U CBUX KOMIUIEKCHUX BopenoBux
Mepa Ha [a, b], IIpu Tome yukuuju g € NBV]a, b] onroeapa Jleder-Cruntjecosa
Mepa Ag, M jOII je WeHa TOTaJHa BapujauMja jenHaka |Ag| = Ay, rme je Vg(t) =
Vig. Otymaje |Agl(la,b]) = Aygla,b]=Vg(b)—Vg(a)=VPg. Crora je mpoctop
N BV]a, b] cnenujanau ciy4aj mpocropa ./ (X ), roe je X = [a, b], a M = % bopenosa
o-anredpa.

IIpumegba 2: V BULlIe MPETXOAHUX IIPUMeEpa, jaBsba Ce T3B. Sup-HOpMa, duo 1a je
Ped 0 CympeMyMy WIH 0 MAaKCKUMYMy. 300T ITO3HATOT CTaBa

lim sup|f,(¢#)—f(¢)|=0& f,(¢t) 3 f(¢t), paBHOMepHO IO t € T,
a—=0o reT

sup-HOpMa yBek 00e3delyje paBHOMEPHY KOHBEPTEHLIH]Y.
Bexdama

1.1. Jloxasaty #a cy dyHkumje 1, £, £2, ..., t" TMHEAPHO HE3aBHCHE, Na OAATIIE H3BECTH AA Cy MPOCTOPH
Cla,b], L?(a,b),1<p <+00, NBV|a,b] beckoHaUHO TUMEH3HOHAHH.

1.2. Ioxasatu Knapkconose HejenHakocTu: 3a x, y € LP (X; u) Baxu
I+ y L+l =yl =277 (L + Uyl 1<p<2,
OIHOCHO
x4 ylI2 +llx=ylll <227 (lD +UylE),  pz2.
1.3. JJoxasaTH Jia je CKyn
{x:[1,4+00) - C| x HenpexupHa, x(t) = O(t%)},
baHaxoB IIpocTop, ako ce HOpMa yBeJie ca

Ilx|] = sup t“|x(¢)l.
=1

1.4. Jloxa3aTy fa y CBAKOM YHUTapHOM IIPOCTOPY BaXu

1 21 ) )
(x,y):—f Hx—i—elgyllze’edﬂ
2r ),

1.5. Heka je e, € I' uu3 Bexropa, e, = (0,0,...,0,1,0,...). (Y BEKTOpPY e, Ha n-TOM MECTy CE€ HANa3H
jenuHHMIA, a HA OCTAJIOM HyJIe.) JIoka3aTH a HHU3 e, HEMA HU jenaH KolixjeB NogHuU3.

1.6. ITokasaTu mpumepom fa y npocropuma Cla, b], LP(a,b), p # 2 He Baku peylaliyja napaienorpama,
Ia 0JaT/Ie U3BECTH 3aK/by4ak Ja Ce y TUM MPOCTOPUMA He MOxe leHHUCATH CKaJIapHU IIPOM3BOJ CariacaH
ca JaTOM HOPMOM.

1.7. a) Heka je x, € IP u Hexa x, — x y HopmHu npocropa [”7. Axo je x, = (£,1,€p,2,...) H X =
(00,1, E00,2,---) HOKA3ATH A 33 CBAKO VBXU lim &, =E&co y;
! ! n—+4oo "’ !

6) Ia i Baku 06paT? PasMoOTpUTH MpuMep Husa x, = (1/n'/?,1/n1/?,...,1/n"/P,0,0,...), rue Hyne
TIOYHBY Off 72-TOT MECTa.
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1.8. Jla v HU30BU ByHKIMja X, (t) = t" — "+, y,(t) = nt"(1—t) xouseprupajy y npoctopy C[0,1]? A
y npocropy L”(0,1)?

1.9. Hexka je D € C[0,1] ckyn cBux pudepeHunjaduinnx dyHkuuja. Ja nu je D BEKTOPCKH MOTIPOCTOP
npocropa C[0,1]? Ila v je D 3aTBOpeH noackyn npocropa C|0,1]?

1.10. Toxasatu pa je ckyn A={x € X |V¢|x(¢)| < 1} orBopeH y BaHaxoBom mpoctopy X = C|[0,1]. Ja nu
je ckym A oTBOpeH ako je X = L1(0,1)?

1.11. (beprmanosu npocropu) Heka je D = {z € C | |z| < 1} OTBOpEH jeIUHUYHH OUCK Y KOMIUIEKCHO]j
paBHH, 1 Heka je L2(D, dm/rn) Banaxos mpocTOp ca HOPMOM

1 1/2
\|x||=(*f |x(€+iﬂ)|2d5dﬂ) )
TJp

e je 3ampaBo dm/m 00WYHA ABOSUMEH3HMOHA Jlederosa Mepa, cCaMo HOpMHPAHA TaKo Aa Mepa LeJIor OUCKa
dyne 1.

a) HanucaTy Kako IJlacH CKaJapHH TPOM3BOJ y OBOM Tpoctopy. Ako cy dyHkuuje xi(z) = z¥,
k=0,1,... u3pauyHatH (xi, X,);

6) [la nm je ckyn B2 koju ce cactoju of cBUX GyHKIHja x € L2 Koje Cy MpH TOME M XOIOMOpGHE
3aTBOPEH?

1.12. (Xapaujesu mpocropu) Heka je 3a dyHKuujy f xXonoMopdHY y jeDMHHYHOM AUCKY D yBEOHMO

21 1/p
Cpenmy BPeSHOCT Ha KpyTy HoaynpevHuka r ca M (f;r;p) = (Q—IW f |f(rei®)|P d0) (pema p>1).
0
a) lokasaTu fa je npecnukasawe r— M (f;r;p) pactyhe.
6) Moxasatu na je HP = {f : D — C| f-ananurnuka, sup M (f;r;p) < +00} BEKTOPCKH MPOCTOP,
0<r<1
Kao ¥ 1aje sup M(f;r;p) jenHa Hopma Ha weMy. Jla /4 je Taj MPOCTOP KOMIUIETaH?
0<r<1

B) JlokasaTH a je H? XunbepToB MpOCTOP U ONPENUTH CKaTapHH MPOU3BO.
r) M3pavyyHaTH cKajapHe NPOU3BOZE (X, X,) Ie cy (QyHKIHje x; U X, UCTe Kao y MPETXOZHOM
BeXOamy.

1.13. [JoxasaTH [ja je HOpPMHUPAH BEKTOPCKH IMTPOCTOP X KOMIUIETAH ako U CaMO aKo je CBAKH aICONYTHO

+o0
KOHBEPIeHTaH pell yjeNHO W KOHBEPIeHTaH, Tj. Ba U3 . ||xk|| < 400 cenu na je HH3 NETUMHUYHAX CyMa

n
> x) KOHBEpreHTaH HH3 Y X.
k=1
?? Moxna nmpedaluTH y OCHOBHHU TEKCT ?7?

1.14. Jato je npecnukasawe A : L1(0,1) —» NBV[0,1] ca (Ax)(¢t) = fol x(7)dr. Jokasatu na je A IUH-
€apHO U U30METPUYHO, Tj. Aa je ||Ax||ypy =lx]|z1.






2. IIOTITIPOCTOPH

ITornpocTopu

2.1. ODedpununuja. Heka je X banaxos npoctop. tberos monckyn L je banaxos
Howmupociop aKo je banaxos npocTop nocmMaTpaH cam 3a cede.

To 3HauW fa je L BEKTOPCKH MPOCTOP, aJIU U 1a je 3aTBOPEH, jep y TPOTUBHOM He O
0no kommietaH. OcoOHMHE HODME CE He MOpajy IPOBEPABATH jep Cy CBE YHUBEP3AJIHO
KBaHTHU(HUKOBAHeE, 11a aK0O Bake Ha MIMpeM CKymy X, Bake U Ha y2KeM L.

Yuwenuny na je L banaxos nornpoctop on X odenexasamo ca L < X. Taxobe,
nsocrasbahemMo peu baHaxoB, OIHOCHO KaZa KaXKeMO CaMO MOTHPOCTOP MHUCIHUMO
Ha banaxoB notmpoctop. Tek ako MOTHPOCTOpP HHUje KOMIUIeTaH To hemo mocebHO
HarjalaBaTH.

CnuuHo, ako je X Xui1depToB MpoCTOP, BEroB NMOACKYN L HasuBamo Xuidepinios
ot ipocitiop ako je oH XundepToB MPOCTOP MOCMATPaH caM 3a cede.

W3 ucTux pasnora kao U Ko baHaxoBux npocTopa, L je XunadepTos NOTIPOCTOD,
aKo je 3aTBOPEH BEKTOPCKU notnpoctop. U oBy unmeHnully obenexasamo ca L < X.

2.2. Konmnynauuku npocrop. Heka je X banaxos mpoctop, u L < X. Konuu-
HUUYKU MIPOCTOP YBOOUMO ca X /L = X/ ~, rIe je ~ penaudja eKBUBaJeHLIUje 3afaTa
ca x ~ y aKo U caMo aKo je x —y € L. Tlo3Haro je (13 1uHeapHe anredpe) na je CKyn
X /L jenaH BEKTOPCKH IIPOCTOP, Ca MPUPOLHO Ae(UHUCAHUM CabUpameM U MHOXe-
BEM CKaJapoM. 3anpaBo, kjaca eJIeMEeHTa X CaCTOju U3 CBUX BEKTOpa 0dJIMKa X + z,
z € L, Te ce crora o3HayaBa ca x + L, Tj. BaXxH

X/L={x+L|xeX}, (x+L)+(y+L)=(x+y)+L, Alx+L)=Ax+L.

Heyrpan 3a cabupame unHu Bektop 0+ L, ogHOCHO X + L 3a duso koje x € L, a
CYIIPOTaH eJIeMEHT eJIEMHTY X + L je eneMeHT —x + L.

[Tokasahemo za ce X/L Ha MpUPOIAH HAYMH MOXe cHadmeTw HopmoM. Haume,
Ie(UHUILIEMO

llx + L|| = inf ||x — z]|. (1)
zel
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Kako 3ajemHO ca BEKTOPOM z, MOTIPOCTOP L Cafpu U BEKTOP —z, U 0OPaTHO, TO
BaKH U

[|x 4+ L|| = inf ||x + z||.
zeL

Hokasahemo ga je X /L banaxos npoctop. IIpBo Tpeda nokasatu aa je pyHknuja
yBeneHa ca (1) sancra Hopma. JacHo ||x + L|| >0, xao ¥ || x + L|| = 0 akko 0CTOju HU3
z, € L TakaB ma ||x + z,|| — 0. [Tocnenwe, MehyTum, 3Hauu ga je x = 1121 (—z,), a

n——+090
Kako je L 3aTBOpeH U —z, € L Tojeu x € L, Tj. x + L = 0 (Hy7ITH BEKTOP Y KOTUYHUKY ).
[a ckanap u3nas3y ca MOIYJIOM CJIein U3

IAx + L|| = inf ||Ax + z|| = inf | A(x + (1/A)2)|| = inf |A|]|x + 2|,
zZ€L z€L z’elL

jep 3ajemHo ca z u 2’ = (1/A)z mpunaga L (y MUTa®wy je MOTIPOCTOP).

Haj3an HejemHaxocT Tpoyria nodujamo Ha cnemehu HayuH. 3a mate x + L w
y+LeX/Lucsee>0mnocroje z, z’ € L Taksu 1a je ||x + L|| > || x + z||—&/2, omHOCHO
lly +L||>|ly + zl|—&/2. Ho, Tana je

||x+y+L||:h€1£||x+y+z||§||x+y+z+z'||S
Z

<llx+zll+lly + 2l <llx + LI +ly + Ll +¢,

T1a TPAKEHO CJIe[H jep € MoKe DUTH TTPOM3BOJBbHO.

Joxaxumo Ha Kpajy, Aa je X /L xommietaH. [TocnykuhemMo ce kapakTepH3aldjoM
KOMIUIETHOCTH ONTUCaHOM y BexDawy 1.13. Haume, HOpMUpaH IPOCTOP je KOMIUIETaH
aK0 M CaMO aKo alCoJyTHa KOHBEPTeHLHja pefa MoBiauu 0duuHy. [lakie, Heka je
X, + L Hu3 y X/L TakaB na Z:j [|x, + L|| < +o00. Ilpema nedpuHHULIUju HOpPME
Yy KOJIMYHUKY, TOCTOje z, € L TakBu 1a je ||x, + z,|| < ||x, + L|| + 1/2". Tapa je

1%, + 2l < +-00, Ma KaKo je X KommIeTaH, To pen Y. oo (X, + z,) KOHBeprupa
y X. O3HauMMoO weroBy cymy ca x. Taga je

Hi(xj—&-L)—(x—&-L)” - Hi(xj—i—zj—l—L)—(x—l-L)H =
j=1 j=1

Kanm n — +oo. Tako je ::i(xn + L)=x+ L, unMe je IoKa3 3aBpIIEH.

n

Z(xj +zj)—x+LH < "i(xj +zj)—x“ -0,
j=1

=

2.3. Komnunuuku npoctop XundeproBor mpocropa. CBaku XunbepToB mpo-
cTop H je yjenHo v banaxos. [Ipema Tome, axo je L < H weros XunabepToB NOTIPOCTOP
OHZa, IpeMa NMPETXONHOM, KOJTUYHUYKY ITpocTop H /L jecre jenan banaxos npocTop.
Ia nu je H/L XundepToB npocTop? Y 0BOM TPEHYTKY je HEjaCHO KaKo Ha KOJIMYHUKY
YBECTH CKaJIapHH TPOU3BOL.

OpToroHaaHOCT

2.4. Nedununuja. Hexka je (H,(-,-)) Xunbepros nmpoctop. Kaxkemo fa cy Bek-
TOpH X, ¥y € H opitiolonannu, ako je (x,y) = 0. To odenexaBamo ca x L y. 3bor
cBojcTBa (iii) ckasapHOT IPOW3BOZA, HEMA CyMibe, Ped je 0 CUMeTPUUYHOj penanuju.
[Tpumetumo pa je 0 L x 3a duno xoje x € H.
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Axo je x L y oHpa je
llx + yII> = 11xI+ 11yl

To je IMuimaiopuno ceojcimiso. OHO Ce jeIHOCTABHO M3BOMM, M3 penanwje ||x + y||? =
llxII% +2Re(x, y) + Ily|I2.

Hexa je S € H duno xakaB noackyn Xundeprosor npocropa H (He mopa dutu
HH BEKTOPCKHU TIOTIIPOCTOP, HU 3aTBOPeH). OpilioloHATHYU KOMUNEMEeHTI UITA 0piiolo-
HAIHY goflyny CKyma S, y o3Hauu S' meMHMIIEMO KAo CKYNl OHMX BEKTOpA KOjH Cy
OPTOTOHAJIHU Ha CBe BEKTOpe u3 S, Tj.

St={xeH|VyeS, xLly}. (2)

Bes ob3upa kakBo je S, ckyn S* je ysek Xunbepros notnpocrop. Ma je St Bek-
TOPCKH MOTIPOCTOP CJIeAX U3 JIMHeapHOCTH CKkajlapHor npousBona. Hanme, ako xp,
X2 €St u Ay, Ay €K Taga je 3a cBe y € S HCymeHo (xq, ) = (X, y) =0, ma je u

(A1X1 +A2%2,y) = A1 (X1, ) + Ao(xa, ¥) = 0.

Ila GucMo Jokasanu ja je St 3aTBOpeH, Hajpe yTBPAMMO 1a je CKaJapHH IPOU3BOJ
HempeKunaH, Tj. Ja U3 x, — X U y, — y ciemu (x,,y,) — (x,y). 3aucTa, Taja u
12,1 = Nl 1] 7 |1y |l = 11l ma cy [lx,,1l, Iy, |l orpanmyenn HusoBH 1 oTyAA

|<xnvyn>_<x’y>| = |<xn_x’yn>+<x»yn_y>| < ||xn_x||||yn||+||x||||yn_y”_)0

Cana jenHOCTaBHO yTBphyjemo na je S* 3aTBopeH. 3amcra, ako X, € St u x,, — X, Taja
3a cBe y €S BaxH (x,,y) =0 oTyzna

(x,y)= lim (x,,y)=0.
n—-+4o00

AKo je S = {x} jenHownan ckym, Taga kpahe numemo x* ymecto {x}*.

JenHocraBHO ce mposepasa aa je 0Y = H (jep je 3a cBako x € H, 0 L x), kao 1 f1a
je H+ ={0}, jep ako x € H* taga je x L x, 10 ject (x, x) =0, a TO je Moryhe camo ako
je x=0.

3a 6110 KOjH CKyT S, TIpecek SN S+ MoXe 1a canpu camo HyJla BEKTOP. 3aucTa,
aKko x € SNSt, onpa usmehy ocranor Baxku v x L x onakie je x = 0.

2.5. CraB. Hexa je S xonsexcan tiogckyi Xunbepimiogoi ipocitiopa H. Taga y
S @ocoju enemMeHTl MUHUMATHE HOPME.

Kao @iocneguya, axo je SC H, u x ¢ S, onga tiocitioju y € S Waxeo ga je
[|lx —y|l = min,cq || x — z||. Apyium peuuma, y S fioctioju enementli HA KOME Ce
gociiuie MURUMATHO pactiiojatse.

ITIpumegda: Ia ce MoACeTUMO, CKYI S je KOHBeKCaH ako U3 x, y € Su0<60 <1
cnenyje 0x+ (1—0)y €S.

Hoxa3. Hekaje d =inf{||x||| x € S}. Tama moctoju HU3 x,, € S, Takas ma || x,,|| \, d.
XKenumo na nokaxkemo 1a je x, Kournjes Hu3. Kaxo je H XundepTos npocTop, y
BEeMY BKH pealuja mapajaenorpama, na AMamo
)

e B o o (5 Y
Zn_om nToml _9 m
e B o3

xn
2

2

MehyrumM, S je koHBeKcaH, ma u (x, + x,,)/2 €S, opakne je ||(x, + x,,)/2|| > d. Tako

HUMaMo

Xn—Xm 2

1
2 < S Ul + ) - a2
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Kako ||x,|| \, d, To he 3a MpOU3BO/BHO £ > 0 U NOBOJ/BHO BEIMKE m, n OHUTH ||x,||%,

[|xml1? < d? + € v oTyma

- 2 1
H%H S§(d2+s+d2+s)—d2:€,

OJHOCHO HHU3 X, je Komujes. Crora nocroju y H BEroB IUMeEC X = liELn x,. Kaxo je
n—+0o

S 3aTBOpEH, TO x €.

300r HEMTPEKUAHOCTH HOPMe, UMaMo ||x||= lim |[|x,||=d. Haxne, y S noctoju
eJIeMeHT MUHHUMaJIHEe HOpMe. e

[a ducMo M3BeH APYTU OEeo TBPOHbE, YOUUMO ckynm ' =S—x ={y—x |y €S8},
TpaHcaaT ckyna S. U S’ je koHBeKkcaH kaj rof je TakaB S. Ctora, mpemMa MPeTXOTHOM,
y S’ moCcTOju eneMeHT y,— x, (THe y, € S) MUHHHAITHE HOPME, Tj. ||y — x|| < ||y — x|| 3a
cBe y €8S. O

IIpumegba: Naxo je NpeTxoIHH CTaB MCKa3aH 0e3 eKCIUIMLUTHOT IOMHbaka CKa-
JIapHOT MPOU3BOAA, JOKa3 BaKK caMo 3a XUI0epToBe ITPOCTOPE, jep CMO Ce MO3UBAIN
Ha penauujy napanenorpama. Y He camo Ja ce [oka3 3aCHUBA Ha CBOjCTBY CIleiupry-
HOM 3a XWIDepTOBe IPOCTOPE, Hero ce CTas He MOXKe JoKa3aTH 3a banaxose npocTope
— II0CTOje KOHTpanpUMepH — BUIETH BexkDamwa 2.2, 2.3.

2.6. TeopeMa o opronpojekuuju. Heka je H Xundepinos tpoctiop u L < H.
Taga 3a ceaxo x € H #locilioje jegHo3Hauno ogpehenu eexitiopu y u z Waxeu ga
gamuyel,zl Lux=y+z.

Bexiiop y ce Ha3uea OPTOTOHAITHA ITPOjeKIHja wiu Kpahe OPTOMPOjeKIHja
8exiopa X, d z OPTOTOHAJIHA AOTYHA.

INCITUKA!!

Hoxa3. ToKa)XMMO TIPBO JIAKIIH I€0, jeAUHCTBEHOCT. Hexaje x =y +z=y'+ 2/,
y,y' €L, z,z LL Tagaje L>y—y'=z'—z 1L, 1. y—y' =z'—z€ LnL". Otyma
jey—y' =z2/—z=0,1j.y=y",2=2".

IokakuMo caja ersucteHUHjy. Ako x € L, oHna yamemo y =x u z =0. Y
CYIIPOTHOM, Ha L ¥ X MPUMEHUMO MPETXOAHHU CTaB, jep je CBAaKU BEKTOPCKH MOTIPOC-
TOp KOHBEKCaH CKyn. Tako MocToju y € L ca CBOjCTBOM

llx =yl <llx=yll (3)

3a bmito koje apyro y’ € L. CTaBuMo z = x — y (@ wta om Apyro?), u Jokaxkumo z L L.
Kakojex—y'=x—y+y—y' =z+y—y'ukakou=y—y’ e Lkagrog y’' €L, To
ce penanyja (3) Moxe 3amuCcaTH U Kao

llz]l < |1z + ull,
3a cBe u € L. To je masbe eKBUBAJIEHTHO Ca

llzll* <llzll* +2Re(z, u) + [|ull®. (4)
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Kaxo je L BEKTOPCKH NOTIIPOCTOP, TO 3ajeaHo ca u ¥ Ae'? u npunana L. Bupamo A > 0,
u 0 €]0,27) TakBo ja je e %(z,u) = —|(z, u)|. Kamay (4) yspctumo Ae’® u ymecto u
nodujamo

Az, w)l < A% ull®.
Capa ckpaTUMO jefHO A U MyCTHMO %ir% nobujamo [z, u)| <0. 3aro je z L u, omtHOCHO

z€ L', jep je u € L 5110 NPOM3BOJBHO. O

YnpaBo mokasaHa Teopema TBpAM ma je H = L+ L*, mpu 4yemy je y muTamy
IUpeKTaH 30UT BeKTopckux motnpocropa. C od3upom gma cy cadupuu y ToM 3dupy
OpPTOTOHAJIHU, TakaB 30Up Ha3uBahemo opiwioloHdnHu 30up, a o3HauyaBahemo ra ca
H=LeL".

2.7. CraB. Hexa je S C H ouno xoju tiogckyn Xunbewiogol upocwiopa H. Taga

je St =2in(S), 1ge je £ in 03naxa 3a muHeapHu OMOTAY CKYTA S, 0GHOCHO
3a CKy#l C6UX KOHAUHUX JUHEAPHUX KOMOUHAUU]A BeKTHOPA U3 S.
Kao tiocnegquua, axo je L < H, onga je L' = L.

Hoxas. JemHocTtaBHO yTBphyjemo ma je S € S'1. 3amcra, ako x € S, Taga je
no nedununrjy x L y 3a cee y € S, ma x € S**. Kako cmo Beh yrpmwiM ma
je OpTOroHaJIHM KOMIJIEMEHT YBeK 3aTBOPEH JIMHeapaH MOTIPOCTOP, TO 3HAYH J1a je
ZinScSH.

Tlokaxxumo 0BpaTHy MHKIy3Hjy. IIpernocraBumo ga x € S*1. IIpema Teopemu o
OPTONPOjEKUHUjH, X = ¥ + 2z, IPU UEMY y € £inS, z L £inS. JacHo, Tagau z L S, Tj.
zeS', norymax 1 z. Kakojeu y Lz, Toje oHma m z = x —y L z, ma 3aK/byuyjemMo
Jaje z=0. Tako x =y € ZinS. (]

2.8. CraB. Hexa je H Xunbepitios wipociiop u L < H. Taga je H/L = L*.
Mpeyusnuje, rocioju ipecnuxasawe ® : H/L — L*, xoje je:

(i) oujexyuja (wj. wunu H/L u Lt jegnaxum y ckymosHom cMUcy);
(ii) suneapwo (Tj. uunu gaiie cKkyiose UCTHUM Y AniedAPCKOM CMUCTY);
(iii) usomewmpuja, ogrnocro ||®(x + L)|| = ||x + L|| (wj. uunu gaite cxyiose uc-
Wum y MewpUuuKom CMUCITY).

Hoxas. Hexka je x € H. Tapa je npemMa TeopeMu 0 OPTOMOjeKIUjU X = Y + z 3a
jenuncTBeHE y € L, z € L*. Jedunuuemo

P(x+L)=z.

Hokazahemo na je ® TpakeHO npeciaukaBawe. [Tpe cBera 3a cBako z 1 L umMamo
z=0+2,0€L,zl L, uoryna®(z+ L)==z. Otyna je ® cypjekTHBHO.

Hame, ako je ®(x;) = zy, ®(xy) = 25, OHIA je X; = ¥ + 21, Xo = Yo + 2o, Vi,
¥ €L, z1, zp € L*. Kako cy L v L' nuHEapHHU TIOTIPOTOPH, TO A,y + As)s € L,
Az 4+ Agzg € LY, ma U3 A1 X + Ao Xo = (A1 + Ao ys) + (A1 21 + Ap25) 3aKIbyUyjeMO
A2y + Az = ®(A; X1 + Ay X)), OTHOCHO P je THHeapHO.

Ia ducmo nokasanu 1a je ¢ MHjeKTUBHO, MMajyhul y BUy 1aje THHeApHO, TOBOJBHO
je moxasaTu a MMa TpUBHjalHO jesrpo. [axne, Heka je ®(x + L) = 0, omamie je
x=y+0,npuuemy yeL. Tapamx=—ye€L, najex+L=0+L.
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Jloka)xuMO Haj3ap na je usomerpuja. Hekaje x =y +2z, y € L, z € L', u Heka
je y’ € L npousBomHo. Tamaje x+y ' =x—y+y+y =z+(y+y’), npu uemy
y+y’ €L, onakneje z Ly + y’. 3aro je

lx+y'IP=llz + (¥ + I =llzl* +1ly + ¥'I* = llzI?,
Y jOIl Cce jemHAKOCT HOCTHXe 33 ¥y’ =—y. Tako je

[l + Ll = inf [lx + y'II=llzll =@ (x + L)II.

2.9. NNocnepuua. Hexaje H Xunodepiios ipoctuiop u L < H. Hopma Ha konuu-
Huuxom fipocitiopy H / L 3agosomasa penavujy iapanenoipama. H euwe, Ha H/L
Hoctioju ckanapHu tipoussog. Taj ipoussog jegHax je ogiosapajyhem ckanapHom
fipouseogy y L.

2.10. JonmywHBH (KOMIUIEMEHTAPHH) MOTHPOCTOPH. AKo je H XundepTos mpo-
CTOD, OH/Ia 33 CBAaKH HETOB NOTIPOTOP L MOCTOjU APYIY NOTNPOCTOpP M ca CBOjCTBOM
H = L+ M - gupekraH 36up. KOHKDETHO, TO je HeroBa OPTOTrOHAIHA HomyHa L.

Mebhyrum, y baHaxoBUM IIpOCTOpHMa TO He Mopa fa Baxu. CTora MMa CMUCIa
cinepeha medununyja.

Hexka je X banaxos npoctop, 1 L < X. Kaxemo fa je L goiiynue (WIn Komilre-
MeHTiApan) aKko MOCTOjU IPYTH MOTIpocTop M (moppa3ymeBsa ce 3aTBOPEH), Takas Ja
jeX=L+M.

KoHauyHo nuMeH3HOHA/JIHH baHaxoBH IpoCTOpPH

2.11. IIpocropu C" u R". Tlo3Har je mpumep mpoctopa C”, ogHocHO R” ca
TaKO3BaHMH p-HopMmama. Haume, 3a z = (24, 29, ..., 2, ) € C" uMamo

lzll, = (12117 +|2afP +--+12,/P)7,  1<p
OJJHOCHO 33 p = 00
llzlloo = max{lzy|, 2o, .., |2,l}-
Mebhy cBMM 0BUM HOpMama, pealldjy Mapanesorpama 3a0Bo/baBa HCK/BYYUBO 2-
HopMa. CkaniapHu IPOU3BOJ JaT je ca
(z, W) =2, W1+ 25 Wo+ -+ 2,W,.

[Toncetumo ce 11a 3a aBe HOpMe ||-||; 4 || ||o HA KCTOM BEKTOPCKOM ITpocTOpy X
Ka)kKeMo Jia Cy ekeusdieHiHe ako mocToje koHcTaHnTe 0 < ¢ < C TakBe fia 3a CBe X € X
BaXH

cllxlly <llxllz < Cllxll;.
Tana e nBe HopMe ofpehyjy UCTe KOHBEPreHTHE HU30BE, UCTE HENPEKUAHE (DYHKIIHje,
HCTe OTBOpeHe (OIHOCHO) 3aTBOPEHE CKYTIOBE, UTH.
Cse p-HOopMe cy melycodHo ekBuBaneHTHe. To clefy Ha OCHOBY HEjeIHaKOCTH

llzllo <llzllp < llzllq < lzll1 < nllzlco,

3a 1< g <p<+00, Koje cy mo3HaTe Off paHuje. (A U 1ako ce U3BOge.)
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ITIpumegba: Y na HUCy NO3HATH, OBU IIPOCTOPH CE MOTY YBECTH Kao ClielidjanaH
cnyvaj LP (X, u) mpoctopa, kaga je X ={1,2,...,n}, a Mepa dpojauka.

[To3HaTo je u [a je y MIOMEHYTUM IIPOCTOPHUMA CKYTl KOMIAKTaH ako ¥ CaMO aKko
je orpaHUYeH U 3aTBOPEH.

Haxo nmoMeHyTe HOpME HUCY U jeguHe Koje moctoje Ha nmpoctopy C" (0ODHOCHO
Ha R"), mocroje u fpyre, unak je ceaka Apyra HopMa bHUMa exkBuBaseHHa. To he ce
BUIETH U3 HapenHor CTasa.

2.12. CraB. Hexa je X KoHauHOguUMEH3UOHAIAH 8exilopcku tipociiop. Ceake
gee nopme || ||1, || - |2 Ha wemy cy mehycodno exsusaneniiine.

Joxa3. CBaky KOHaYHO IMMEH3NOHAIHU [TPOCTOP HaZ 1o/beM ckanapa K nsomop-
¢daH je ca K" y anrebapckom cmuciy. Crora npernocraBumo aa je X = K”. [larme,
KaKo je penanuja eKBUBAIEHTHOCTH HOPMH TPaH3UTHBHA, JOBOJBHO je I0KAa3aTH Jia je
CBaKa HOpMa EKBUBAJIEHTHA Ca HEKOM O] p-HOPMH, peunmo 3a p = 1. Crora Heka |||,
O3HayaBa p-HOpPMy 3a p =1, a HeKa || - ||, 03HavyaBa NPOM3BOBHY APYTY HOpMy. (OBfe
MOCTOjU onmacHoCT of 3abyHe. ||-||, He 03HAYaBa p-HOPMY 3a p = 2.)

Hexaje ey, e, ..., e, kaHOHCKa Da3a mpoctopa K", 1j. e; = (1,0,...,0) uTh, 1 Heka
je C =max{llell2,lezlla,. .., llexllo}. Tana je 3a z = (21, 22,...,2,)

llzlly =llz1e1 + -+ znenlls <lzilllells + - +1znlllenlls < C(l21] + -+ +12,1) = Cllz]l;.
(5)
Tume cMo 00OMIH jeNHy HEjeAHAKOCT. [JOKaXXKMUMO U IPYTY.
Ipyra HOpMa je HempeKkuIHa y MPBOj, WIU MpelUr3Huje, TpeciukBame x — || x|,
je HempexupHo y banaxosom mpoctopy (X, ||-||;). 3aucra, u3 (5) Haa3uMo

[lxlla=11yll2] < lx = yll> < Cllx = ylly,

ma ako x — y y banaxosom mpoctopy (X,||-||1), oHma u ||x||l — ||y|l.. JenuHuuHa
cepa S ={x e X |||x||; =1} je 3aTBOpEH U OrPaHUYEH CKYTI, N1a je KOMMAKTaH. OyHK-
uyja || x||, kxao HelrpekuAHa, IpeMa BajepuiTpacoBoj TeopeMHy AOCTHKE MUHHMYM Ha
CKyTy S, Tj. IOCTOjU KOHCTAHTa ¢ TaKBa Jia 3a CBe X, 33 Koje je ||x||; =1 Baxu || x| > c.
Ouwurnenso je ¢ > 0. JoKaXUMO J1a He Moxe OuTH ¢ = 0. 3aucra, y CyIpOTHOM Ou
1I0CTOjao BEKTOP X € X Takas ja je ||x||; = 1 wTo 3Hauu x # 0, aau UCTOBPEMEHO U
[|x||o = 0 mwTo 3Ha4m x =0, a TO je KOHTpagukuHja. Jakie, ¢ > 0.

Capa jepHOCTaBHO U3BOAMMO 00paTHy HejenHakocT. Haume, 3a duio koje X = x +

0, BEXTOD

] X UMa 1-HopMy jemHaKy 1, Te 3a Hera Baku
X1

x|l =c,

2

Il x4
OIHOCHO
llxllz = cllxll1,

kaza ckanap 1/||x||; u3ByuemMo ucrpes HOpMe, a 3aTUM ra mpedallMo Ha IeCHY CTPaHy.
O

2.13. ITocnemuna.

(a) Ceaxu KOHAUHO JUMEHIUOHATIAH HOPMUPAH BEKULOPCKU UPOCIHOD je KOM-
Ueiian.
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(0) Ceaxu KOHAUHOGUMEH3UOHATAH BekTHOPCKU UoMHpociiop Banaxosol fipo-
ctiopa je 3aiieopeH.

Joxa3. (a) [To3HaTto je ma je K" xoMIzeTaH y 0OHOCY Ha HUI0 KOjy Ol p-HOPMH.
Kako je mpousBo/bHA HOpMa €KBUBAJIEHTHA Ca HEKOM O]] IbUX, TO je OH KOMILJIETaH U y
OIHOCY Ha OWJIO KOjy OpyTy HOPMY.

(5) Heka je X banaxoB mpocTop U L HeroB JMHeapaH MOTIPOCTOP KOHAYHEe JIU-
MeH3Wje. L je KOMIUIETaH IocMaTpaH cam 3a cede kao HopmupaH npocrop. Crora
MOpa OUTH 3aTBOPEH. O

2.14. Jlema (0 CKkOpPO OPTOrOHaJHOM BeKTOpYy). Y banaxoBum mpocropuma
HUje Moryhe yBeCTH 10ojaM OPTOTOHAIHOCTH Ha HAYWH KaKo je TO yuuweHo y Xunbep-
TOBHUM ITPOCTOpPUMa. HTaK mojaM opTOroHaIHe JOMyHE Ce MOXKe Y HEKUM CHUTyalhjama
3aMEeHHUTH HapeIHOM TBPLHOM.

Hexa je X Banaxos tupociiop u L < X (u jow L # X). Taga 3a ceaxo 6 >0
Hoctioju x € X waxeo ga je ||x||=1ud(x,L)>1-6.

IIpumegda: OBa TBpOWa je TpuBHjasiHa ako je X XunbeprtoB. Tagna je, Haume
I0BOJBHO y3eTH OO Koje x € L+ Hopme 1 u duhe d(x, L) =||x|| = 1.

Hoxa3. Hexa je y € X \ L duno koje, u Heka je d = d(y,L) =inf,.; ||y —z||. 3a
oumo koje £ > (0 IOCTOjH zy € L TakBo 1a je

lly —zoll <d+e. (6)
CtaBuMO
- (y—z0)
x=—"—(y—2).
ly—zoll 7~
Ouwurnepo je ||x|| = 1. 3a duno xoje Apyro z € L umamo
Y —Z2o
lx—zll=||-——=—2z|| = ———lly — (20 +lly —20ll2)l| 2 ———,
=zl #| T ly=zon 1~ oy =2l
jep ¥ zg+ ||y —zollz € L. A xaga yameMo y 003up u (6) uMamo
le—zll> -2
d+e’
Capa je moBosbHO ofabpaTH € JOBOJBHO MaJIo Tako fa dyzme d/(d 4+ &) > 1—6, wro je
moryhe, jep d/(d + ) — 1 xama ¢ — 0. O

2.15. Cras(kapakTepH3aliHja KOHAYHO JTHMEH3HOHAIHHX IIpocTopa). He-
xa je X Banaxos tipocitiop. Taga je dim X < +00 axo u camo dxo je jeguHuunad
cpepay X xKomuaxina.

ITpumegba: Mecto ccepe ce Moxe mocMaTpaTy u jomra. Bunehe ce u3 foxasa.

Joxa3. Heka je dim X < +o0o. Tapa je jenuHu4Ha cpepa S KOMIIAKTHA, jep je To
TaKO y MPOCTOPY Ca p-HOPMOM, a CBaka Jpyra HOpMa je eKBUBaJeHTHA HEKQj p-HOPMHU.
Hexa je X deckoHauHo numeHsuoHanaH. Popmupahemo HU3 BekTOopa X, Ha
crepehu HaunH. Heka je x; dwio xoju jenuHuyHu BekTop. IlocMarpamo nrvHeapaH
notnpoctop Ly = Zin{x;}. OHje3aTBopeH, jepje dim L, = 1, na npema Jlemu o ckopo
OPTOTOHAJIHOM BEKTOPY, TIOCTOjH X, TakBO 7a je ||xo|| =1 1 d(xy, L) > 1/2. (Y3enu
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cMmo 6 = 1/2 y Jlemn.) Taga je, uamehy octanor u d(x, x3) > 1/2. IlocMaTpamo cana
MOTNPOCTOp Ly = ZLin{xy, X} ¥ HaCTaBbaMO UHOYKTUBHO.

Heka cy Bextopu X, Xs, ..., X, Beh ompehenu. JIuHeapaH moTmpoctop L, =
ZLin{xy, Xxs,...,X,} je 3aTBOpeH, jep je dim L,, < n (y CTBapH je jenHaKa n, alu TO HUje
outHO). IIpema JleMH 0 CKOPO OPTOTOHAJIHOM BEKTODY, IOCTOjH BEKTOD X, TaKaB
maje||x, 1l =1wud(x,41,L,)>1/2, ma usmehy ocranor Baxu u d(x,1,X;)>1/23a
e l<j<n.

Taxo cM0 hopmupany HU3 BEKTOpaA X, € S (CBU Cy jeAUHYHHU), TAKO [ia 38 1 #+ m
BaXH ||x, — Xx,,|| > 1/2, oIHOCHO CBaka JBa BEKTOpa M3 TOT HU3a Cy Ha pacTojamy
Oapem 1/2. TaxkaB HHM3 He MOXeE Jla UMa HUjefaH KomMjes MOAHU3, Te CTOra HEMaA
KOHBEPIreHTaH MofHu3. [IpyTuM peunma, y S TMOCTOjU HU3 KOjU HEMA KOHBEPTeHTaH
nonHu3. JJakie S HUje KOMMaKTaH. O

ITIpumegba: OcuM LITO je OBUMeE H3BeleHa KapaKTepr3aunja KOHAYHO JUMEH3UOH-
aJHUX NMPOCTOPA, MOKEMO U3BECTH M jOII jefaH 3akby4yak. Haume, kap rop je bana-
XOB ITPOCTOP X OeCKOHAYHE JUMEH3UjE Tafla He BaXXU KapaKkTepu3anuja KOMIIAKTHUX
CKYTIOBA ,,CKYTI je KOMITaKTaH ako ¥ CaMo aKo je 3aTBOpPeH U orpanuyeH”. Haume, Tama
je jemuHuHa cdepa 3aTBOPEH M OTpaHUYeH CKYI KOjU HHUje KOMIaKTaH!

2.16. KoHBeKkcHe okoyiHHe HyJIe H pykirnoHaa MuakoBckor. Hexa je (X, ||-]])
KOHAYHOIUMeH3HOHaaH banaxos npoctop. OTBOpeHa jeauHHYHa jonTa je B(0;1) =
{x € X |||x|| < 1}. O3HauaBaheMmo je namwe kpahe ca B. Jlonta B uma cinepeha cBojcTsa:

(i) B je orBopeH ckyT, jep 3a x € B(0;1) umamo ||x|| < 1, ma je B(x;6) € B(0;1)
3a 0 <1—]||x]||.

(ii) B je xoHBekcaH ckymn. Haume, ako x;, xo € Bu 0 €[0,1] Taga

101 + (1=0) x| < Ol x1 ]| + (1=0)[x2]| <O +1—6 = 1.

(iii) B je cumeiipuuan (Mnu danancupa) CKyT, IUTO 3HAYM Ha B 3ajemHo ca x
CafipXX¥ Y CBe BEKTOpe odnuka Ax, roe je |A| =1. Y cmydajy K =R 10 ce
CBOIM Ha MIUTUKaUWjy x € B noBnauu —x € B, ay cnydajy K=C Ha x € B
nosnauv e’ x € B3a 0 €R.
(iv) B He canpX¥ HHUjefHY NOJYNpaBy Ca MOYETKOM y HYNH, Tj. 32 CBAKO X,
NoJIynpaBsa ca I04eTKOM y Hynu (wnu kpahe 3pax) xoja cagpxiu x, {tx | £ > 0}
HUje campxkaHa y B. IIpykuuje, 3a cBako x # 0 moctoju ¢ >0 Tako 1a ¢ x ¢ B.
3awucra, HoBOJBHO je y3eTH ¢ > 1/||x||. OBo cBOjcTBO heMo 3BaTH OrpaHUYEHOCT
T0 3paljiMa, UM CaMO OTPaHUYEHOCT ako He OCTOjU ONAacHOCT of 3adyHe.
Ose yeTupu ocobuHe y onpeheHOM CMHUCITY KapaKTepHILly OTBOPEHY jeIUHUUIHY
nonty. HapaBHO, HUje cBakU OrpaHUYeH, OTBOPEH, KOHBEKCAH U CUMETPHUYAH CKYII
jemHak jeBMHWYHO]j JonTH — TO du Omno Hemoryhe, Beh 3a cBaku orpaHW4eH, OTBOpEH
KOHBEKCaH W CHMeTpHYaH CKyI KOjU Cafp’KH HyJy IIOCTOjU HeKa Jpyra Hopma, y
OJHOCY Ha Kojy he Taj ckyn nocTaTH jequHUYHA jonTta. OBle ce He MOCTaBsba MUTAkbE
Kako nedHHHULIEMO I10jaM OTBOPEHOI CKyIa, Y OZHOCY Ha KOjy HODMY, jep Cy Ha
KOHaYHO IUMEH3HOHAIHUM IPOCTOPHMa CBE HODME €KBHBaJIEHTHE, 1a UMaMOo Camo
jenHy daMHIHjy OTBOPEHUX CKYTIOBA.
Hexa je V orpaHuueHa, OTBOp€Ha, KOHBEKCHa U CUMETpPUYHA OKOJIMHA HYyJe y
KOHAYHO IMMEH3MOHA/JIHOM BEKTOPCKOM mpocTtopy X. [eduHUIIEMO QyHKUUoOHAT
Munxoscxot uy : X - Rca

1
uy(x)=infA,, Ay={t>0] ;xe V}
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[Tpumerumo 1a t € A, u s > t noBnauu s € A,. Kako je V oTBopeH, TO 3HauH [a je
Ay = (uy(x),+00).

[Toxasahemo na uy 3amoBosbaBa akcMoMme Hopme. OuwurienHo je uy(x) >0, kao
u uy(0) =0. Tapa je, Haume, Ay = (0,+o0). IlpermocraBumo na je uy(x) =0 u
x #0. Tagaje A, = (0,4 00), ooHOCHO t x € V 3a cBe ¢ > 0. To ce, MeljyTUM, TPOTUBHU
YETBPTOM CBOjCTBY (OrpaHUUYEHOCT TI0 3palima).

Axo je A>0Tanaje Ay, = (1/A)A,. 3aucrta t €A, ako u camo axo (1/(t/A))x =
(1/t)Ax € V wTo je ekBUBaNeHTHO ca /A € A,. Tako 3a A >0 umamo uy(Ax) =
Apy (x). C mpyre cTpaHe, Ha OCHOBY CUMETPHUYHOCTH CKyTa V BaxH A, = A, aKo je
|A| =1. Taxo 3a |A| =1 Baxu uy (Ax) = uy(x). Capa pesynrar uy (Ax) = [Aluy(x)
Clley Ha OCHOBY MOJIApPHOT pasjarama KOMIUIEKCHOT 6poja A = |A|e’?, ogHoCcHO A =
+|A| axo je mosbe ckanmapa peayHo.

Hajsan, HejenpHakocT TpoyTia U3BOJMMO ToMohy KOHBEeKCHOCTH ckyma V. ITpert-
MOCTaBUMO [1ia je x, y # 0 (MHaye ce HejeMHAKOCT TPUBMjaIHO M3BoAM). Heka cy fq,

t, >0 OpojeBu TakBU Ha je Yy (x) <ty <uy(x)+e/2upuy(y)<ta <puy(y)+€/2. Tama
1

—Xx, —y €V, na 350r KOHBKECHOCTH U

h b

0 1—-0
—x+
I 15

yevV. (7)

Bupamo 0 = t,/(t; + t5). Tama ce (7) cBoou Ha

x+y)eV, T. ti+it,€A .
f+ b ( y) ] 1T I x+y
Takoje uy (x+y) <t + 1ty <uy(x)+py(y)+ €, yiMe je moka3 3aBpllIeH, jep € MOXe
OWUTH TPOU3BOJBHO MAJIO.

Haj3an, oTBOpeHa jefHHUYHA JIONTA Y HOPMH (4 TTOKJIAMNa Ce ca CKyrnom V. 3aucra,
uy(x) <1 exBuBaseHTHO je ca 1 € A, onHOCHO ca x € V.

PenaTHuBHA KOMINIAKTHOCT

y OKBHUDPY OBOT OJ1€/bKd, YdK U Kad Cy HCKa3n d)OpMYHI/IcaHI/I Hd HUBOY METPUUYKHUX
TPOCTOpa, Y JoKa3uma yMmecTo d (x, y) mauemo ||x — y||.

2.17. OcHoBHH nojMoBH. [lofceTumMo ce, Ckyn A y METPUUKOM IMPOCTOPY je
KOMIIaKTaH aKko Ce U3 CBAKOT HU3a X,, € A MOXXE U3JBOjUTH MOJHU3 KOjU KOHBEPrupa
Ka HEKOM x € A. OBoMe je eKBUBAJIEHTHA M TOMOJOIIKA JedUHULUja — CKyN je
KOMIIaKaH aKo CE U3 CBAKOT BerOBOT OTBOPEHOT TOKPHUBakha MOXE U3JBOJUTH KOHAYHO
MIOTNIOKPHBAKE.

Kaxemo fia je A penaitiu6no KoMUAKIAH ako U CAMO aKo je HEroBO 3aTBOPEHE
A kommnakTaH ckyn. To je eKBUBAaKIEHTHO TOME Jia CE M3 CBAKOT HM3a X, € A MOXe
W3[IBOjUTH KOHBEPTeHTaH MOJHU3, CaMO He 3aXTeBaMO Jja HheroBa rpaHUYHa BPEJHOCT
npumnazga A.

CBaku peylaTUBHO KOMITAKTaH CKyT A je orpanuyeH, Tj. A C B(0; R) 3a Hexo R > 0.
3ancra, ako A HUje KOMIIAKTaH, Moryhe je MHOyKTHBHO nedWHUCATH HU3 X, € A ca
CBOjCTBOM ||X,, 11| > ||x,|| + 1, omaxie HenocpemHo cnepy ||x,, — x,|| > 1 3a m # n.
TakaB HU3 HeMa HU jenaH Kolvjes MogHU3, a HE MOXKe UMATH TaYKy HarOMUJIaBamwa.
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ObpatHo, MehyTuMm, He Baxxu. Hanme, jennHnuHa nonta B = B(0;1) je orpaHnyen
CKYII, aJI1 HHUje PeIaTUBHO KOMIAKTaH, jep je IEeHO 3aTBOPEHE 3aTBOPEHA jeJMHUYHA
nonTa B 3a kojy cmo Beh [Jokasau ja Huje KOMIaKTHa, OCHM aKo je IIPOCTOP KOHaYHO
IUMEH3WOHaJIaH.

PenaTvBHA KOMIIAKTHOCT €KBUBaJIEHTHA je (y CIy4ajy KOMIUIETHOCTH IpOCTOpa)
Ca jayuM I0jMOM KOjH yIpaBo fedUHHUIIEeMO.

Cxyn A je wowmianno olpanuuer ako 3a CBaKo € > () OCTOjU KOHAYaH HU3 Tayaka
X1, Xg, ..., X, TakaB Jia jonte B(x;;€) MOKpUBajy A, Tj. 1a Baxu A C U;.lzl B(xj;¢).
Wnu, xapga ce pacmuiie: 3a cBako y € A moctoju j € {1,2,...,n} Takso na je ||y —
Xj|l < &. Cxkym Tayaka ca IMOC/IEIHUM CBOjCTBOM HA3HBA CE £-MPed, T€ CE TOTATHO
OrpaHHUYEHHU CKYTIOBY MOTY CJI0D0AHUjUM je3UKoM nedHUHHCATH Kao OHY CKYTIOBH KOjU
HMMajy KOHauHy £-MpeXy 3a CBe & > (.

Hatiomena: He 3axTeBa ce na xq, Xa, ..., X, NIpUNangajy A.

2.18. Cras (Xaycmopd)'. Hexa je X xominemian meipuuxu apociiop. CKyi
A C X je penawiusHo KoMUAKWAH AKO U CAMO aKO je THOTUATIHO 0IPAHUUEH.

Joxa3. Joxaxumo npso odpaTad cmep. Heka je A TOTaHO OTpaHUYEH, U HEKA je
X, € A pousBo/baH HHU3. KOHCTpyKIIMja HEroBOr KOHBEPIeHTHOT MOJHU3a OJBHja
ce, y3 onpehene monudukauuje, kao y mokasy bomnnano BajeprutpacoBor crasa.
Y3smemo £ = 1/2 u Hah)emo KoHauHy 1-Mpexy 3a ckyn A. Kako KOHaYHO MHOTO KYTJH
NOJIyIpeyHuKa 1 moxpusa A, To ce y dap jenHOj TaxkBOj KyIJIM Hajla3W DeCKOHA4yHO
MHOTO WIaHOBa HU3a. IheH eHTap 03HAaUYUMO ca yp, a caMy Kyrty ca B; = B(yy;1/2).
Cxyn B; NA je IOOCKYI CKyTa A 1a je ¥ OH TOTaJIHO OTPaHUYEH, Te CTOTa UMa KOHAUHY
1/6-mpexy. Jakne, MOCTOjH KyTJla MOMyNpeyHuKa 1/6 koja cafgp i 0eCKOHaYHO MHOTO
YJIaHOBA HHU3a X,,. IbeH LleHTap 03HAUMMO Ca Jy, a CaMy KyIiy ca B, = B(y;1/6).

U mame, unpyktuBHO. Heka cy Beh dopmupane kyrne By, ..., By ca IeHTpUMA Y
Yj ¥ TOJyIPeYHUKA 1/j(j+1). Baxu ANB;N---NB; C A, 1a je ¥ Taj CKyN TOTAJIHO
OTpaHHWYeH U UMa KoHauHy 1/(n+ 1)(n + 2) mpexy. CTora mocToju Kyria noiymnpey-
HuKa 1/(n+1)(n + 2) Koja cagpxu GeCKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3a X,. O3HAYHUMO
jeca By =B(yuy131/(n+1)(n+2)).

3a HU3 LIeHTapa BaXH

2 2 2
=l < S = T

3aucray cynpotHoM ou duno B,NB,_; =@ mro Hema cmucia. OpaTie ce 1ako U3BOLH
Ia je Hu3 ueHtapa Kouujes. Haume, 3a m > n Ha ocHOBY (8) ©Mamo

||ym_yn” < ||ym_ym71” ++||yn+1_yn|| <

1 1 1 1 1 1 1 (9)
g,

(8)

4.4 — = — < <

m m+l1 n+l n+2 n+1 m+1 n+l
3a m > n LOBOJbHO Benuke. Kako je X KOMIJIETaH, HU3 Y, je KOHBEpreHTaH, PeLuMo
¥» — . U3 (9) Takohe Hanasumo ma je

ly =yaull£1/(n+1). (10)

Jloka’KMMO fa je y Tauka HarOMWIaBama HU3a X,. AKO je £ > (0 MPOU3BOJBHO,
OHJIa TIOCTOjU MpHUponaH Opoj n ca CBOjcTBOM 1/n < €, u Taga je B, € B(y;e), jep
aKo ||z — y,|l < 1/n(n+ 1) onpa 36or (10) umamo ||z — y|| < |lz = yull + 1y, — ¥Il <

1Felix Hausdorff (1868-1942) — HeMayku MaTeMaTH4ap jeBpejcKkor nopexia



26 2. 1IOTITPOCTOPHU

1/n(n+1)+1/(n+1)=1/n. Taxko cBaka & OKOJMHA Tauke ) CaIopXX{ DeCKOHAYHO
MHOTO 4/JIaHOBa HU3a X,,.

IokakuMo cafia JupeKkTaH cmep. [IpeTnocTaBUMO CympoTHO, a A HHje TOTaTHO
orpanuueH. Tagma 3a Heko (puKcHpaHO € > 0, A HeMa KOHauHy £-Mpexy. KoHCTpy-
ncahemo HU3 X, € A Koju HeMa HUjefaH Komujes noguus, Ha cinefehu HauuH. Ene-
MEHT x; € A dupamo npousBospHO. Ckyn {x;} je kOHayaH, Yak jefHOYsaH, Ia He YUHU
KOHauHY £-Mpexy. CTora IocToju x, € A ca CBOjCTBOM || X — X1|| = €. Hu ckyn {xq, x5}
He YMHU KOHAYHY £-MpEeXYy, Ia MOCTOjH X3 € A KOju He mpumnaja B(x;;e) U B(xy;¢€),
OIHOCHO ||x3— x1||, ||x3— X3|| = &. Y Tako pemom, HaJa3UMO HU3 X, € A TaKaB JIa je
[|,, — x,1| = € 32 m # n. To jecT OH He MOke UMATH HUTHU jenaH KomujeB moguus. [

ITpumegda: KomruieTHOCT rmpoctopa X KOPUCTH Ce CaMo y TOKa3y 0dpaTHOT cMepa.
Crora 3a IpOCTOPE KOjU HUCY KOMIIJIETHH Ba)KW UMIUIMKalMja A pelaTUBHO KOMIIAKTaH
MOBJIauX A TOTAJIHO OTpPaHUYeH, NOK oDpaTHa He BakU. KOHTpampumep je UHTepBal
(0,1)NQ y mpocTopy Q Koju je TOTAJHO OTPAaHUYEH, AJTH HUje PETaTHBHO KOMIAKTAH.

2.19. PaBHOCTenleHO HenpekHaHe GyHKIHje. Y AajbeM, IOCMaTpamo IIpoCcTop
Cla, b] Hemrpexugaux GyHKUHja Ha [a, b] Kao ¥ nmpocTop Cg[a, b] peraHOBpeIHOCHUX
HenpeKkuIHUX QYHKIHja Ha [a, b]. OBaj mpyru Han mosseM R.

[To3HaTto je ma je cBaka yHkuuja x € Cla, b], 0CUM IITO je HEMPEKUAHA, YjemHO
Y paBHOMEpPHO HempekupgHa. To je Kanroposa teopeMa. MehyTum, ako ymecrto
jemHe mocMaTpaMo CKyn (PyHKLHja MOCTaB/ba Ce MHUTame JIa U Cy OHe PaBHOMEPHO
HelpeKUJHe Ha UCTH Ha4MH. 3aTo fajemo cnenehy neuHUnujy:

Cxyn A C Cla, b] je pasHociielieno HelipexugaH axko 3a cBe & > 0 moctoju 6 > 0
TAaKBO /1a 32 CBe X EA U CBE §,  €[a, b] Baxu |x(s)—x(t)|<e.

IlIta je oBOE HOBO, Y OAHOCY Ha PaBHOMEPHY HENPEKUOHOCT? AKo je ckyn A
jemHOUNaH HUILTA, y IUTaky je 00MYHA paBHOMEPHA HempeKuaHocT. HoBo je To mTo
n300p dpoja 6 koju KOHTPOJIULIE HEMPEeKUAHOCT (1To Behe o To Do/ba HEMMPEKUAHOCT)
He CMe Ia 3aBucH o1 u3dopa pyHknmje x € A. Tako je moryhe, 3a feckoHaYHe CKYTIOBE,
Ila CBaKa KOHKpeTHa (QyHKIHWja dyme paBHOMEPHO HeNpeKWIHA, ajlu a UMa CBOje O
Y Ila TIpU TOMe HeMa HajMawer moryher 6. Y Tom ciyuajy TakaB ckyn Hehe Suth
PaBHOCTETIEHO HelpeKUIaH.

2.20. Teopema (Apuena-Ackomn). Cxyii AC C|a, b] je penattiugno xomiax-
WAH aKo U CamMo axo je OIpanuuer U PAgHOCHIElieH0 HEUPEKUGAH.

IIpumegda: OBa TeopeMa BakM KaKko 3a KOMIUIEKCHO BpeJHOCHe (pyHKIUje u3
C|a, b] Tako u 3a peanHOBpenHOCcHe U3 Cgla, b]. lokas he, MehyTum, SutH usBenexn
CaMo 3a peasaH Ci1yyaj.

Joxa3. Heka je A penaTMBHO KomnakTaH. Taja OH Mopa OUTH OrpaHMYEH.
[Toxaxumo U fa je paBHOCTeNneHO HenpekunaH. Heka je € > 0 garo. [Ipema Xaycnop-
(¢ 0BOM CTaBy, A je TOTAJIHO OTPAaHUYEH, M1a IOCTOjH KOHAYHa &/3 mpexa 3a A. Heka
cy To QyHKIIHje Xq, Xa, ..., X,. CBaka ol X je pAaBHOMEPHO HellpeKUIHa, 11a 1ocToje
OpojeBu O TakBM Jia M3 |s — | < 6; cnenu |x;(s)—x;(t)| < &/3. Kako dpyHkumja x;
“Ma KOHaYHO MHOTO0, TO OCToju 6 = min{d4,...,0,}>0. Taga 3a cee j uMamo

|s—t]<d=1|x;(s)—x;(t)<e. (11)
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Heka je cama x € A npousBosbHa. Tana MoCTOju j Takeo Aa je ||x — x;|[ < &/3, T0
ject 3a cBe t € [a, b] umamo |x(t)— x;(t)| < &/3. Tana Ha ocHoOBy (11), 3a [s— [ <&
HMaMo

e € ¢
lx(s)—x(£)| <lx(s)—x;(s)[+1x;(s)—x; () +[x;(t) — x(2)] < 3tztg=«

Heka je cama A orpaH”WYeH W paBHOCTENEHO HempekunaH. Jlokaszahemo na je
TOTaJHO OTpaHHYeH, IITO je JJOBO/bHO Ha OCHOBY Xaycmopdosor cTaBa. Kako je A
orpaHuueH, 1o je A € B(0;R) 3a Heko R > 0, omHOCHO ||x|| < R 3a cBe x € A, Tj.
|x(t)|<R3acBe xeAmucset<la,b]. To3Hauu #a cy rpaduny cBUX GyHKIHja X € A
CMEILITEeHH Y IPaBOYTAOHHUKY [a, b| x [-R, R].

Younhemo ¢ > 0 u koHcTpyucahemo koHauHy &-mpexy 3a A. Kako je cxyn A
PaABHOCTEINEHO HENpeKUIaH, MOCToju & > () TaKBO 1a 3a CBe x EA U CBe s, € [a, ]
HMaMo

[s—t|<d=|x(s)—x(t)|<e/4. (12)
Youumo mogpeny uHTepBana [a,b]|, ? :a =ty < t; <--- < t, = b 4Hju je mapameTap
MamH 0f 0, Tj. fr — tp_; < 0 3a cBe k. A 3aTUM yOUMMO U MOy uHTepBana [—R, R],
Q:—R =Yy <y << Y, =R uuju je napameTap Mamu Of £/2, Tj.

Vi — Vi1 <€/2 (13)

3a cBe k. Tauaka obnuka (f;,);) ©IMa KOHaYHO MHoOro. [Ipernu3Huje, UMa ux (n +
1)(m+1).

Hac he 3anumaru dyHKUMje Koje mMposia3e Kpo3 NOMEHYTE Tauke. 3aTO je BaXKHO
Ia n30pojuMo KOJIMKO MMa HU30Ba Tayaka:

(0, Y1, )» (20, Y1, )5+ (B 1) (14)
Y Hu3y umMa n + 1 Tauka, a Ha CBAKOM MeCTy uMamo no m + 1 moryhnoctu. Crora
TaKkBUX HU30Ba UMa (m+1)"+!. Tauan Opoj y CTBApH HHje BaKaH — jeNMHO je DUTHO /1a
WX UMa KOHAYHO MHOT0. CBakOM HHU3y odinuka (14) npunpyxkuhemo GyHKUH]y X TaKBY
na je x(tx) = y, ¥ Koja je TMHEapHa Ha UHTEpBAIMMA [ty_y, Ii], (Tj. 38 fr_ <t < 1
x(t) =y (t—tee1)/(te—tier) + ¥, (tr—1)/(tx— ty_1)). TaxkBe PyHKIMje 03HAUUMO
cax;,i=12,...,N,meje N =(m+1)"+1

ICITUKA!!!

Tepaumo #a Te PyHKLUHUje uMHe KOHAUHy £-MpPexy 3a A. 3aucra, Heka je x €
A npossosbHa dykuuja. Tapma 3a cBako k, Ha ocHOBy (13) mocroju I, TakBo na je
|x(tx)—y,| < €&/4. Hexa je x; neo mo neo nMHeapHa QyHKIHMja 3a KOjy je x;(fx) =y, -
3dor (12) pacTojate BpeSHOCTH (PYHKIMje X y CyCeIHUM Taykama Iofiesie He MOXe
outu Behe on £/4, ma uMamo
3¢
1
Tj. ¥ pacTojamwe usmely x; () u x;(t;_) je moBomHO Mano. Kaxo je x; TuHeapHa Ha
WHTEPBANY [f;_1, ;] TO BAXKH U |x (1) — x ()| < 3e/4.

Taxo, 3a f;_; <t < t;, ©*Mamo |t — t;| < 0 ¥ omatie

| (i) — x; (e ) < | () — x ()| [ x () — 2 ()| X (Er—1) — X (8—1)| <

()= (001 e (1) = (001 + e 8) —x )+ (1) = w0 < 5 5 4 20 = 2
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[oka3 3aBplIaBaMo y3uMajyhu cynpemyM Mo CBUM ! € [a, b] jep mpeTxonHa Hejen-
HAKOCT He 3aBUCH 0f U30opa UHTepBana [fi_g, fy]. O

[IlaynepoBa TeopemMa 0 HEMOKPETHOj TAYKH H MPHMEHE

2.21. TeopeMe 0 HENMOKPETOj TaukH, Kao LITO je Ha nMpumMep banaxosa umajy
BaKHE NpumeHe. E3uCTeHIMja U jeJUHCTBEHOCT pellema PasIuuMTHUX Kiaca jen-
HauWHa YecTo ce JoKa3dyjy momohy Teopema O HEMOKPETHOj Tayku. Hapouwuto ce
YeCTO HaBOZe MPUMeEHe Y MU epeHIHjaTHIM jefTHaYnHaMa. JJOBOJbHO je aTy jemHay-
HHy 3anucaty y odnuky F(x) = x, rme je F noropHo opabpana dyHKUHja, a 3aTUM
JoKkasaTy fa F ucnymwBa NPEeTHoCcTaBKe HEKE TEOPEME O HEIIOKPETHOj TaYKH.

JemaH o5l Hajmo3HATHjUX MpUMepa je moka3 [lukapoBe TeopeMe, KOju TBPAH Ja
IudepeHnjalHa jefHaurHa ca MOYEeTHUM yCIIOBOM

{x’(t)g(f»x(f))

x(to) = Xo

T3B. Kowujes fipodsiem Ma jeJUHCTBEHO pelienhe Y HeKOj OKOTHUHU Tauke f;, YKOIHKO
je g HempexunHa (GyHKIHjA JBE MPOMEHJbHBE KOja UCMYHaBa T3B. JIMIMIIULIOB YCJIOB
0 IPYTOj MPOMEHJBHBO] Tj. aKo je |g(t, x;)—g(t, x3)| < L|x; — Xo| 32 CBE X;, Xy ¥ HEKO
¢ukcupano L > 0.

[Topen banaxoBe TeopemMe 0 HENOKPETHO] TAUKH, jeJHa Off IO3HATHjUX TEOPEMA O
HEeIMOKPeTOj TauKH je:

2.22. Teopema [Bpayepl. Heka je Q C R¥ cxynr xomeomoppan saimeopenoj
Jjegunuunoj nouimiu, u Hexa je f : Q — Q HetipexugHa ¢ynxuyuja. Taga f uma
0ap jegHy nellokpelliny wauxy, Wj. doctoju x € Q ca ceojcitieom f(x) = x.

[TocToju BULIE pa3nMUMUTHX AoKa3a bpayepose Teopeme. HajjemnoctaBHHjU ce
ocnama Ha (yHKTOPHjaTHOCT XOMOJIOIIKUX Ipyna. 3dor tora ce bpayeposa TeopemMa
10 MpaBWIy UCKasyje U OoKasdyje y KypceBuma anredapcke tomosnordje. JJokas(??)
Bpayepose TeopeMe HaBefieH je y nogarky???

Y cnyuajy k = 1, bpayepoBa TeopemMa ce CBOAU Ha TBphemwe J1a cBaka HempeKruaHa
dyukuuja f : [a, b] — [a, b] iMa HenmokpeTHy Tauky. [lokas ce, y TOM CIy4ajy, jesHoc-
TaBHO U3BOIM MpuMewyjyhu BonuaHoBy TeopeMy Ha dyHkuHjy g(x) = f(x)—x, jep
Baxu g(a)<0<g(b).

bpaypeoBa Teopema ce moHeKkaj HMCKa3dyje W 3a 3aTBOPEHE KOHBEKCHE CKYIIOBe.
Haume, Mose ce noxasaTy (BUIETH JoAaTak???) na je CBaKU KOMIIAKTaH KOHBEKCaH
nozcky npocropa R¥ xomeomopdaH jenuuuuHOj IonTH y poctopy R' 3a Heko [ < k.
Oryna npyrauvja ¢popmynandja bpayepose TeopemMe riacu:

Hexaje Q € R* xomuiaximan u Konsexcan ckyi, u Hexa je f : Q — Q Helpexugha
Qynxyuja. Taga f uma dap jegHy Hellokpeiliny TWauKy.

Ose gBe gopmynauuje bpayepose Teopeme cy ekBuBasieHTHe. Haume, u3 npse
CJIe[v IpyTa, jep je CBakW 3aTBOPEH KOHBEKCAH CKym xomMeoMopdaH Hekoj siontu. C
Ipyre CTpaHe NPy TBPAWY je JOBO/PHO JOKAa3aTH 3a CNIydaj Kajga je Q JomTa, jep ce
Teopema JIako MMPeHocH Ha xoMeoMopdHe ckynose. Haume, ako je Q xomeomopdaH
JIOTITH, OHZIA TIOCTOjH XOMeoMopdu3aM g : B — Q, Tj. g je dujekurja u g u g~ ' cy
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HenpekunHe. Ako je f : Q — Q HENpeKHOHa, OH/A je HempeKugHa u go fog!:
B — B, 11a UMa HETOKPETHY TayKy, Tj. MOCTOjU y € B, Takso aa je g(f(g 1 (y))) =y,
1. f(g7*(y)) = g '(y), onHocHo x = g~!(y) je HEMOKpeTHA Tayka MpecIuKaBatba
f. Kaxo je 3aTBopeHa J0NTa KOMIAKTaH U KOHBEKCAH CKYIl TO Apyra dopmymnanyja
MIOBJIaYM PBY.

BpayepoBa TeopeMa Be3aHa je 3a KOHAaYHO JUMeH3HOHamHe mpocTope. Creneha
Teopema je ’BeHO YoIlluTehe Ha DeCKOHaYHO IMMEeH3HOHaIHe ITPOCTOope.

2.23. Teopema [IllaynepoBa o HenmokpeTHOj TaukH]|. Hexa je X Banaxos
#poctiop, u Hexd je K € X xomulaxiian xoneexcan cxkyiu. Axo je f : K — K
Helipekugra Qynkyuja, onga f uma oap jegny neioxpettiny wauxy, wj. ociioju
x € K waxeo gaje f(x)=x.

Joxa3. JJoka3 3aCHUBaMO Ha allpOKCHUMAalMjH KOMAaNKTHUX CKyNOBa CKyNOBHMa
KOjH Cy cafip’kaHH y KOHAYHO JTUMEH3UOHAJIHUM [TPOCTOPHUMA.

Younmo npousBosbaH mpupoaaH 6poj n. Kako je K KOMIaKTaH, OH je U TOTQJTHO
OTrpaHMYEH, 11a MMa KOHauHy 1/n-mMpexy. Heka cy To Tauke py, ps, ..., pn, . Hexa je
dyHkumja ; : K — R gara ca ¢;(x) = max{0,1/n—||x —p;||} = 0. Jlonre K (p;;1/n)
nokpuBajy K, na je ¢;(x)>03a bap jenso i =1,2,...,m,. Otymaje > ¢;(x)>, ma
je dyHnkuuja P, naTa ca
- 2 pi(x)pi

2 pilx)
KODEeKTHO gedrHucaHa. IIpumeTtumo u na je P, x KOHBeKCHA koMOMHallMja Tavyaka p;
U crora P, x yBek npunaja K (y nuramy je KOHBEKCaH CKYII).

Hexka je V nuHeapHH OMOTad BEKTOPA P, ..., Py, - PEU je HapaBHO 0 KOHAYHOJM-
MEH3HOHA/IHOM BEKTOPCKOM IpocTopy. ®yHkuuja P, o f npecnukasa KNV y KNV.
(3ancra, ako x € KNV, oHpa x € K, na f(x) € K utama P,f(x) € KNnV.) 3ato,
npema bpayepoBoj TeopemMu P, o f ©UMa HEMOKPETHY Ta4Ky, 03HAYMUMO j€ Ca X,,.

3a duno koje x € K uMamo OLeHy

2 wi(x)(pi—x) < >ii(x)llpi— x|
Zi%(x) Zi%’(x) ‘

MehyrtuM, axo je ||p; — x|| > 1/n, oHpa je p;(x) = 0, na je yBek @;(x)||p; — x| <
(1/n)¢i(x) u otyna

P,x

IIan—XIIZ‘

2ivi(x)(1/n) 1

|P,x—x|| < = =—""—"7"">=—.
D vi(x) n
Hus Tavaxa x,, ©Ma MOJHM3 X,, KOjU KOHBEPIHPA Ka HEKOM x € K (350r koMnak-
THocTH). Caja UMaMo

If () = X I < F(X,) = Py f (X0 )Nl < nik -0,

OJJHOCHO M HHM3 f (X, ) KOHBEPIUpa Ka X, a Kako 300r HempeKuaHoCTH QyHKuuje f
umamo f(x, ) — f(x) 10 je f(x)=x. O

[lTaynepoBa 1 Apuena-AckondjeBa TeopeMa y KOMOMHALWjH NpUMEBYjYy ce Y
TEOPUjU AU EpPEHBLNjaTHUX jefHAUMHA.
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2.24. Teopema [Kapareomopu]. Hexaje g : U — R Qynxuyuja na otieopenom
ckyity U CR2, xoja je
(i) x— g(t,x) HellpekugHa 3a cKopo cee t;
(ii) t— g(t, x) mepmusa 3a cee x;
(iii) @iocimoju meppusa nokanHo uniteipadurna ynxkyuja h, waxea gaje|g(t, x)| <
h(t), 3a cse x,
u axo (ty, xo) € U, taga Kowujes tipodem

{x'm:g(r,x(r))

(15)
x(t) =xo

UMA YOUULTHEHO Peuletbe y OKOJIUHU TAUKE Ty, Wlj. BOCTIQjU ATICOTyTHO HEMTPEKUIHA
dynxyuja y : [xg—0, xo+0| Waxea ga tipsa jegnaxocimi y (15) eaxu cxopo ceyga.

Hoxa3. Ymecto Komujesor mpodiema (15) nocmaTpahemMo wemMy eKBUBaTe€HTHY
WHTErpajHy jeJHauYnHYy

x(t):xo—i—f g(t,x(7))dr, (16)

[TocmaTpajmMo mpeciiuKaBambe
t
T:Cltg—0,tg+06]— Clty—0,1ty+ 0], Tx(t)=xg +f g(t,y(7))dr.
lo
Tepoumo cnenehe:
1° 36or ycmosa (iii), mpecnukaBame T je KOPEKTHO AedHUHHUCAHO, Tj. cnuka T x je
3aMcTa HenpekugHa dyHkIUja of t. Haume,

ITx(t)—Tx(0) sf
51
KaJl ToJ je pacTojame usmel)y t; U 5 JOBOJBHO Maso (amcoayTHA HEMPEKUIHOCT UHTe-
rpana).
2° [IpecnukaBame T je HENpeKUAHO. 3auCTa, Heka ||x, —x|| — 0. Taga u 3a cBe T
x,(7) — x(7), na 3dor ycinoga (i), umamo u g(7, x,(7)) — g (7, x(7)) 3a ckopo cse 7.
Kaxo je To uMmamo

5]

|g(T,x(T))|dTSJ h(t)dr<e (17)

151

153

t to+6
75, (0=Tx(01% | 55D | e (o) g e
to to—6
a y3uMajyhu cynpeMyM IO CBUM f € [fo— &, t) + O] UMamo 1
to+6
T x,—Tx|| SJ lg(7,x,(7))—g(7,x(7))|dr. (18)
to—5

Ho, kaxo 360r ycioBa (iii) Baxu

g (7, xu (7)) — g(7, x(7))| < 2h(7),
TO Ha MOCefwH UHTerpan y (18) MokeMo na nmpuMeHUMo TeopeMy O JOMHHAHTHO]
KOHBEpIeHLUjH.
[Tocmatpajmo cafa ckym

15}

K={feClty—0,t,+6]| f(ty) = xo, 3a cBE 1; < I |f(t2>_f(f1)|ﬁf h(t)drt}.

15}
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OBaj ckym je 3aTBOpeH, jep paBHOMEpHA KOHBEpreHIHja MOBJIaud KOHBEPTeHLHjy
TayKa 1o Tauka. Jlajbe, OH je YHU(OPMHO OTpaHHUYEH, jep 3a ¢ € [ty — 0, ty + O] Baxu

5 . .
If(OI<If(8)l +f;°:; h(t)dr. U Haj3az, oH je paBHOCTETeHO HenpekunaH. Haume,
3a cBe f € K uMaMo

15}

|f (22) = f(12)] SJ h(t)dr<e,

I

Kaj rof je |t —t| < e.

[Tpema Apuena-AckonujeBoj TeopemH, cKyn K je penaTHBHO KOMIIAKTaH, a Kako
j€e 3aTBODEH, OH je ¥ KOMIIaKTaH.

[TpecnukaBawe T mpeciaukasa mpoctop Clxy—38, xg+ 0]y ckyn K. 3aucra, ycios
T f(ty) = xo je ayTOMATCKH UCTyHeH, JoK U3 (17) nodujamo OpyrH yCioB.

[Tpema llaynepoBoj TeoOpeMu 0 HETIOKPETHOj TaYKH, MpeciikaBake T UMa HelOKpeTHY
tTauky y K, penumo 3. To ¢ ucnymasa jegHauuHy (16), U TUME je ) alcCONyTHO
HENpeKugHa, U BaxkH (15) ckopo cByza. |

[Teanosa Teopema je nociepuua Kapareofopujese, yCI0BH Cy jauH, alH Ce OHa
yewhe npumemyje. ??? (py’KHa PeLIEHULA)

2.25. TeopeMa (Ileano). Hexaje pynxuyuja g : [to—a, to+a]x [xg—b, xo+ D]
Helipekugna (kao Qynxyuja gee ipomensmuse). Taga Kowujes tipodnem

{x'(t)zg(t,x(w) (19)

x(ty) = Xo

uma bap jegno pewere y unitepsany [ty—h, to+ h), ige je h manu og dpojesa a,
b /M, tpu uemy je M iopme oipanuuerwe pynxyuje g Ha [ty—a, ty + a] x [xo—
b, xq + b] (a xoje iociioju 3601 Bajepwiitipacose iweopeme).

Joxa3. Axo Bake IleaHoBH ycioBH, oHIa Bake U Kapareomopujesu. Jakiie mpood-
nem (19) uma yonumTeHo peueme ip. JenuHo Tpebda JokasaTH ha je i YjemHO U
KkinacuyHo. Kaxo i) 3a0BO/baBa UHTETpasIHy jefHauuHy (16), ¥ Kako je y ToM city4dajy
nojuHTerpanHa ¢yHkuuja y (16) HenpexkunHa dykiuja o T 3aKbydyjeMo Jia je UH-
terpan gudepenuojadunHa GyHKUHja MO £ 3@ CBAKO f, Te a je HEeroB U3BOA jelHAK
MOJIMHTErpanHoj QyHKIWjH, ONHOCHO Na BaXu AudepeHLUjanHa jenHaunHa y (19).
[ToueTHHU yCIIOB je ayTOMATCKH 3a/I0BOJbEH. O

[Tpumerumo na u Kapareonopujesa u [leanoBa TeopeMa, 3a pa3nuky ox [Tnkapose,
IIajy camo er3ucTeHLHjy pelletka, a He ¥ jeqUHCTBeHOCT. [locToje mpumepu fudepeH-
LIMja7HUX jefHauYMHa KOjU HcnywhaBajy [leaHoBe yCI0Be U HApaBHO UMajy peliene, alnu
OHO HE MOpa OUTH jeNUHCTBEHO Y OKOIMHU HUTH jeJHe Tauke. JeJaH TakaB MIPUMep
je jennaumna x’ = |x|'/2, koja ucnymasa IleaHose, anu He U I[Tukapose yciose. Y
OKOJIMHU Tauke fy € R, pyHKIMje x; U X,, maTe ca x1(t) =01 x5(¢) =03a t < 1,
OBHOCHO Xy(t) = §(t—15)? 3a t > t, 0Be UCIyWaBajy MOYETHY yCIOB X(f5) = 0 1
3a[10BOJbABAjy JAaTy NUQepeHjanHy jefHauuHy.
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Bexbdama

2.1. a) Heka je H XunbepTos npocTop, ¥ x, y € H. JlokasaTu fa yciaos
[[Ax +uyll=lluyll, 3acseA,ueK (20)

noBJIauu fgaje x L y.

IToxasaTH Jia ce jenaH of ckanapa A, 4 Moke U30CTaBUTH y (20) Tako Jia ce HULITA He TIOpeMeTH.

) Ycros (20) Mosxe MOCTyKUTH Kao fie(DMHHIIMja OPTOrOHAMIHOCTH Y banaxosum npocropuma (bupxxod
- 1935, Ilejmc - 1947). Unak... Hahu npumep banaxosor mpocropa X y kome penaudja (20) HHje cumeT-
pHYHa.

2.2. Y mpoctopy C|0,1] part je ckyn

1/2 1
A:{xeC[O,l}lf x(t)dt—f x(r)dr =1}
0

1/2

JlokasaTu ma je CKynn A KOHBEKCaH U 3aTBOPEH, aJIv [la HE Calp>KU €JIEMEHT MUHHUMaJIHE HOpDME.

400

2.3. Y npocrtopy ! natje ckyn A= {x elt| Y &,= 1}. a) Jloxasaty fia je Ckyn A KOHBEKCaH Y 3aTBODEH;
n=1

6) lokasaTH fa y CKyIy A MOCTOjH HeCKOHAaYHO MHOTO eJleMeHaTa MUHIUMAaJTHE HOpMe.

2.4. Hexa je X banaxos mpoctop A C X 3arBopeH ckym, a K C X komnakraH. JlokasaTH fa je CKyn
A+ K={a+b|aecADbe K} takohe 3arBopeH. Hahu mpumep 3aTBOpeHHX CKymoBa A 1 B Tako Jia 30up
A+ B Huje 3aTBODEH.

[PasamoTputu mpumMep A, BCR, A=N={1,2,...}, B={—n+1/n|neN}]

Y Buwe, nornpocropu A, BC 12 patnca A={x=(£,) €1? &2, =0}, B={x=(&,) €1?|Eapt1 =
nés,} cy 3aTBOpeHH, anu A + B HHje 3aTBopeH!

2.5. Hexka je X Banaxos npocrtop, F meros KOHaYHOOMMEH3HOHANaH MOTIPOCTOp, M x ¢ F. JlokasaTu ja
MOCTOjH min ||x — y||.
YEF

HapenHux HeKONHMKO BexxDama BE3aHO je 3a I0jaM gyXu, OGHOCHO Kpdjwe wiauke. CTora mHUXOBE
nedbuHuLyje.

Jyx ca KpajeBUMa X U y Y HOpMHpaHOM mpoctopy X je ckyn {#x + (1—80)y | 8 € [0,1]}. KpajeBu
Iy’KU Cy Tauke X U y, a Oy’ 0e3 kpajeBa je 0TBOpeHa JyX.

Hexka je X HOopMHupaH npocTop, U A C X 3aTBOpPEH, KOHBEKCAH CKymN. Tayka a € A ce Ha3MBa Kpajmba
Tauka CKyma A, ako He TIOCTOjU OTBOPEHa OyX Y A Koja caipXu a.

2.6. Hexka je H XunbepTos mpocTop, ¥ B 3aTBOpeHa jemWHHMIHa jonta y H. JlokasaTd [a je CKym CBHX
KpajibKX Tauke CKyna B jemuHudHa cdepa. (MCKOpHCTUTH peslalujy napasenorpama.)

2.7. JokasaTu 1a 3aTBOpeHa jefuHMYHa onTa y L1(0,1) Hema HujenHy Kpajiby Tauky. JpyruM peduma,
jenuHMYHa cepa ce cBa CacTOju of oyKu!

2.8. Kopucrehu KiacpkcoHOBe HejeIHAKOCTH JOKA3aTH Jia je CBaKka TayKa jeTuHU4IHe chpepe y MpoCcTopumMa
LP(X;u), 1< p <400 Kpajia Tauka.

2.9. Hexka je e, € ¢y Bektop par ca e, = (0,0,...,0,1,0...), roe ce jenMHMIA HAla3Hd HA N-TOM MECTY.
[Toxasatu na je ckyn K = {0}u{(1/n)e, | n € N} koMnakTaH MOACKYI MPOCTOPA Cg, AJIH [a HETOB KOHBEKCAH
OMOTa4 HHje 3aTBOPEH.

+o0

2.10. Hexaje L={x€X| Y. &,=0}. lokasard §a je L JIMHeapaH MOTIPOCTOP Of X, X MCIHTATH Ja JIX
r=1

je L BanaxoB moTmpocTop, axo je: a) X =11; 6) X =12,

2.11. Hexa je X banaxos mpocTtop 1 L < X 3aTBOpPEH ITpaBH MOTNpocTop, Tj. L # X. Jlokasatu fa L uma
MIpasHy YHYTPaLIKOCT.

2.12. Hexa je P noackyn npoctopa L?(—1,1) koju ce cacToju ox cBUX napuux dynkuuja. Hahu PL.
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2.13. Jlokasatd #a je ckyn A C [P pelaTHBHO KOMIAKTaH ako M CaMO ako Baku: (i) KoopmuHaTe Cy
yHU(OPMHO OrpaHHUeHe, Tj. MOCTOje KoHCTaHTe C, TakBe fa je |£,| < C, 3a cBe x = (£1,&9,...) € A; (ii)
Pen Zf:f |€,|” paBHOMEDPHO KOHBEPrUpa I0 x € A, Tj. 3a cBe ¢ > 0 II0CTOjH ng Tako 1a je \Z;:T IEjIP <&
3acBe x =(&1,89,...) €A

2.14. Tokasatu fa je ckyn Q € 12, Q = {x €1?||£,| < 1/v} xomnakTan y [2. (Q ce y nuTepaTypH Hasusa
Xunbepios kyo.)

2.15. IIpoBepuTH Koju off ciefiehux CKYIIoBa Cy peJIaTHBHO KOMIAKTHU y mpocTopy Cla, b]. A={sinax|ae
R}, B={sinax||a|<1}, C ={e** |a <0}.






3. OIIEPATOPH, DYHKIIHUOHAJIHU

JInHeapHa npecIHKaBamba

3.1. Jedununuja. da ce noacetumo. Axo cy X, Y BEKTOPCKH NPOCTOPH Hal
uctum noseM K, oHZa ce mpecnukaBame A : X — Y HasWBa JUHEAPHO aKo 3a CBE X1,
X9 € X ¥ cBe Ay, Ay € K BaXH

A()Ll X1 +A2X2) = )Llel + AQAXQ.

Axo cy X U Y KOHAYHO JTUMEH3NOHAIHU HOPMUPAHU MPOCTOPH, OHIA je CBAKO
JTUHEeapHO NpecivkaBame HempekunHo. To Bumumo oBako. CBake oBe HOpMe Ha
KOHAYHO JUMEH3HWOHAJTHUM MPOCTOPUMA Cy eKBUBajeHTHe. KoHBepreHuuja y eyk-
TUJICKOj HOPMH || - || €KBHBaJe€HTHA je ca KOHBEPTeHLIMjOM HHU30Ba KOOPIWHATA, Tj.
X 3 x, — x exBMBaJeHTHO je ca &, — &, 3a cBe 1 < k < m (y3 o3Hake x, =
(En1é€nzr-Eum)y x=(E1,82,..., &) 1 m =dimX). Mehyrum, axko je A n1uH-
€apHO, OHJ]A UMa CBOjy MaTpHULly, perumo A = [a,-j]m ma axo je y = Ax, oHJa

i=1, j=1'
je
n
Yi= E QijXi,
i=1

oJakiie HeJBOCMHUC/IEHO BUIUMO Jia Ax,, — Ax (cabrvpame ¥ MHOXKebe Cy HellpeKuHe
¢dyuxuyje y R, ogHocHo C).

Kaga npocTopu HUCY KOHAYHO OUMEH3UOHAJIHH, TO HUje 00aBe3HO Tako. 3aTo
yBogumo cnepehe nse neduHuyje.

Heka cy X ¥ Y HOpMHUpaHU BEKTOPCKU NPOCTOPH. (KOMILIETHOCT jour HUje of
3Hauaja.) U Heka je A: X — Y HEKO mpecIuKaBame.

(i) Kaxxemo na je A HefipekugHo aKko je HEMPEKUTHO Kao MPeCTUKABAbe OJro-
Bapajyhux METpUUYKUX NPOCTOPA, Tj. aKo U3 X, — X clegu Ax, — Ax. (Xaj-
HeoBa Teopema.)

(ii) KakeMo 1a je A oIpanuuero ako IOCTOjU KOHCTaHTa M > () TakBa a 3a CBAKO
X € X BaXH

lAx]| < M]|x]l. (1)
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(Y oBoj popmynu uMamo NociIa ca JBe HopMme, U Ipely3Huje ou Suno nucatu
[|Ax|ly £ M||x||x, anu To heMo YMHUTH CaMO Kaja MOCTOjHA OMACHOCT Of
3adyHe.)

Axo je A: X — Y nvHeapHO IpecivKaBame, OHAA ce ciaeneha gBa CBOjCTBa J1ako
H3BOJeE.

(a) A je HelipeKUgHO aKo U CAMO AKO je HEUPEKUGHO Y HYTIU.

3ancra, ako je HermpeKUJHO Y CBAKOj TAYKW, CUTYPHO je HEeMPEeKUITHO Y HYJIH.
ObpaTHO ako je A HENMPeKUZHO Yy HymH, Tj. ako x, — 0 moBmauu Ax, — 0, oHIa 3a
HM3 X, — X ©UMaMo x, —x — 0 omakie u A(x, —x) — 0, a Kaxo je A TUHEAPHO, TO je
Ax,—Ax=A(x,—x)—0.

(8) Axo je A olpanuueno, oHga je HEUPEKUGHO.

Haume, Taga u3 (1) umamo
lAx, — Ax|l = [|A(x, — )|l < M||x, — xI|,

oJlaKJie jelTHOCTaBHO CJIeTH TPaXKeHOo.
[TpuMeTUMO ¥ 1ia je OTPAaHHUYEHO JINHEAPHO MpeCciTHKaBame, 00aBe3HO W PAaBHO-
MepHo HenpekupHo. Haume, us (1) usnasu

lAx — Ayl < Ml[x—yll, (2)

naje y nedUHUIIMjU paBHOMEPHE HEITPEKUIHOCTH JOBO/BHO OupaT 0 = ¢/M. U Bulue,
HejeHaKoCT (2) Mokasyje fa je orpaHuYeHO JIMHEapHO NIpeciIuKBame JIuiuuy080.

Haxo HHje CBaKO PAaBHOMEPHO HENPEKHIHO IPECTUKABABE yjeJHO U HEIIPEKHIHO,
OBJle *MaMO IOCJIa Ca IMHeapHUM NpeC/IuKaBakbyuMa 1a UIIaKk BaKy 00par.

3.2. CraB. Hexa je A : X — Y JnuHedpHo UPECTUKABANE HOPMUPAHUX BEK-
mopckux pocwiopa X u' Y. Taga je A HelIpeKUGHO K0 U CAMO AK0 je 0TPAHUUEHO.

Hoxas. Ja orpaHUYEHOCT MOBAYUd HEMPEKUTHOCT CMO Beh ycTaHOBUIU. [oka-
JKUMO 00pat. [IpeTnocTaBuMO fa A HUje orpaHudeHo. To 3Hauu Jja 3a CBak! NPUPOJaH
Opoj n mOCTOjU BEKTOP X,, Ca CBOjCTBOM

|Ax, || > nllx,]l, (3)
U YOYMMO HU3 BEKTOpa y, = il Hxn. Us ||y,ll = lIx,ll/nllx,|| = 1/n BugumMo na
n
¥» — 0. Mehytum, us (3) Hanmasumo ||Ay,|| = T [|Ax,|| > 1, omaxne Ay, + 0. Tako
n
A He MOXKe DUTH HempeKUIHo. O

IIpumegba: TIpuMeTHUMO 1a Y OBOM HOKa3y HUje UCKopulrheHa 1esia HempeKkun-
HOCT, Beh caM0 XOMOTreHOCT: AAx = AAx, a He U aIUTUBHOCT.

3.3. CraB. Hexaje A: X — Y olpanuueno TuneapHo tipecnuxagare banaxosux
tipociiopa X u Y. Taga:

Jesrpo upecnukasarwa A, y osHauu ker A, je bandaxog Uowupocuwiop upo-
ciiopa X;

Cnuka tipecnuxasawa A, y 03Hauu ranA, je tuHeapan Uomwlupociiop upo-
cwopa Y, anu He mopa duiliu 3aii60peH.
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Joxa3. Ja cy je3rpo M ClIMKa BEKTOPCKH MOTIPOCTOPH, MO3HATO je Of paHuje.
OrpaHuyeHo npecinukaBawe A je HepeKkuaHo, a jenHousnaH ckyt {0} je 3aTBopeHy Y.
Crora je ker A= A~({0}) satBopeH ckyny X.

Ia cnvka He Mopa duTH 3aTBOpPEeHa BUIeTH Bexbama 3.5, 3.6. U

3.4. HopMa orpaHH4YeHOr IHHEApHOT NpeciHnKaBawma. Hekacy X v Y HOpMU-
PpaHU BEKTOPCKH MPOCTOPH, U Heka je A: X — Y orpaHUYeHO JWHeapHO MpecinKa-
Bame. JledMHUIIEMO HOPMY IIpEC/IMKaBama A ca

_ || Ax]|
llAll = sup .
oxex |1xl|

(4)

HOCTOje W ODYTU HAYWHHU [Id C€ OJPENN HOpMa ITpEC/INKaBakha A. Ha MMpUMED:

(i) ||All=inf{M >0]3a cBe x € X Baxu (1)} = min{M > 0|3a cBe x € X Baxu (1)};

(ii) [|All = supyx=1 llAx]];

(iii) [JAIl = supy < 1Ax].

Iokazahemo cBe 0BO, aJI¥ 3a OYETAaK UCKJBYYHUMO HYJId BEKTOP M3 JaJbeT pa3ma-
Tpama, jep je 3a wera HejeAHaKo T (1) TPUBUjATHO UCITYHEeHa.

[Tpumerumo [a je cBaku enemeHT ckyma {M > 0 | 3acBe x € X Baxu (1)} no
IeduHULWjU ropike orpanynueme ckyna {||Ax||/||x|||0# x € X}. Crora je cympeMym
OBOT JPyTOr, yjeJHO MUHUMYM IPBOT CKyIa, U BaKH MpBa Gopmya.

3a opyry GopmyIty yOUHMO TIPBO Ja j€ Sup) =1 ||Ax[| = sup) y =1 [[Ax|l/l| x| < [|All.
Ia Baxu ¥ odpaTHa HejemHakocT, 3a 6uno koje 0 # x € X BekTop x/||x|| vMa HOpMY
jennaxy jenan, ma je A(x/||xIl) < supy—, IAxIl, 7. JAx|l/|lx| < supyy_, lAx]|, na
y3umajyhu cynpemym no cBum x #+ 0 godujamo [|A|| < sup, = [|Ax]|.

Hajsan, wro ce tuue tpehe dopmysne, JOBOBHO je NoKas3aTH Ia 3a ||x|| < 1 He
MoxeMo moctuhu cympeMyMm. 3awucra, ako je ||x|| < 1, orma je ||x/||x|||]| = 1, na je
[[Ax[|/||x|| < supy =1 [[Ax||, omHOCHO ||[AX|| < sup) ;=1 [[Ax]|, na je u3pa3 y 2) marwu
WY jemHak of u3pasay 3). OBpaTHO je TpUBHjaTHO.

3.5. CraB. Hexaje L(X;Y) ckyli ceux 0IpaHuueHux TUHEAPHUX UPECTUKABAINA

U3 HOPMUPAHOT BeKTOPCKOT ipociiopa X y HOPMUPAH 8eKTHOPCKU pociiop Y .

(a) Cxyu L(X;Y) je sexmuopcku tipociiop, a ynkuyuja ||Al| gepunucana ca (4)
je jegna HopMa HA temy.

(8) Axo je tipoctiop Y komiineiian, onga je u L(X;Y) xomiunewian. [Jaxne, 3a
KomuneHoci tipoctmiopa L(X;Y) Huje samna xomuneliHocli Gpocitiopa
X.

Hoxa3. (a)3a A, Be L(X;Y) oneparope A+ B, OTHOCHO AA CTaHAApIHO nedrH-
HILIEMO Ca

(A+B)(x)=Ax+ Bx, (AA)(x) = AAx.

Jlako ce Buau ga ¢y A+ B U AA nvHeapHa npeciukaBawa. /[la Ccy orpaHhyeHa
IokasaheMo yCIyT, JOK OyZeMo U3BOLHUIU CBOjCTBA HOPMe.

OuurnepHo je ||A]| >0, xao u ||0]| = 0. Axo je ||A|| =0, oHAa je 3a CBaKH HE HY/NTH
BEKTOp x uchymeHo ||[Ax||/||x|| <0, omaxne je ||Ax|| =0, 1j. Ax =0, na je A HynTO
npecivkaBame, Tj. Ax =0, 3a cBe x € X.

Hame, ||AAx|| = sup =1 [IAAx|| = |A|sup) =1 ||Ax|| = |Al||Al|. OnaBae je, mocedHo
AA orpaHuW4eH, KaJi ToJ] je TakaB A.
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Haj3an, noxaxumo U HejemHakocT Tpoyrna. 3a A, Be L(X;Y) u || x|| = 1 umamo
I(A+ B)xl|=lAx + Bx|| <[|Ax|[+ || Bx[| < [|All + || B],

na y3uMajyhu cympemym Hanasumo ||A+ B|| <||A||+||B|| u mocebHo, A+ Be L(X;Y)
kagron A, Be L(X;Y).

(5) Hexka je Y xommieraH. Younmo Koumjes Hu3 A, € L(X;Y), Tj. HU3 3a KOjH je
[|A,, —A,|| < € 3a noBospHO Benuke m, n. Heka je x € X. Taga je

1A x = An x| S 1A = Apll <llxlle,  m,n2ng, (5)

OIHOCHO HU3 A, x je KomujeB y Y, u cTora koHBepreHTaH. O3HaummMo Ax =lim A, x.
Kaxo je lim(A, (Ax +uy)) =lim(AA,x + uA,y) = AlimA, x +ulimA, y = AAx,Ay
3aK/byuyyjeMo fa je A JIMHeapHo.

Iarme, kako je A, Komujes, oH je ¥ orpaHuueH, 0HOCHO M = sup, ||A,|| < +oo,
I1a 3a CBaKko x € X ©UMaMo

1A, x| < [lAn]l|x]l < M| x]l,

LITO TIOC/IE y3uMama Tumeca nocraje ||Ax|| < M||x||. Onatne je ||A|| < M, onmocHo A
je orpaHuYeH.
Haj3an, yaumajyhu lim xag m — oo y (5), Hanasumo

lAx—A, x|| < llx[le, 1= no,

OBHOCHO ||A—A,|| <€ 3a n>ny. OgHOCHO A,, — A’y HOpMH TpocTopa L(X;Y). O
OYyHKIHOHAIH

3.6. Jedununuja. Hexa je X HOpMUpaH BEKTOPCKH ITPOCTOP HaA MOJBEM CKa-
napa K (K =R wnu C). JIuHeapHO npeciuKkaBame ¢ : X — K HasuBaMo QyHKUUOHAT.
Haxne, yHKIMOHA je nocedaH Ciay4aj TMHEAPHOT IIpPeC/IvKaBama, Kaja je KOGOMEH
jemHOIVUMEH3UOHAIHU IPOCTOD, Tj. TIOJbE CKanapa. 3a QyHKLUHUOHAJE, OTY/a, BaXKU CBE
LITO Ba)KH U 3a CBA JINHEAPHA [IPECINKABaba.

Hsmehy ocranor, ¢yHKIIMOHAN je HENpeKkugaH, ako U CaMO aKo je OrpaHHYeH.
Jesrpo orpaHuyeHor yHKIMOHAJIA je 3aTBOPEH JINHEAapaH MOTIPOCTOP.

[TpocTop cBUX OrpaHHWYEHHX (PYHKIIMOHA/NA Ha HOPMHUPAHOM BEKTOPCKOM IIPO-
cropy X, Tj. ckyn L(X;K) Ha3uBa ce gyannu mpocTop U 03Hayasa ce ca X*. Kaxo je
Y OBOM CJTy4ajy KOZOMEH KOMIIJIETaH (jep je KoHaYHe JTUMEH3Hje, 3apaBo JUMEH3Hje
1), To je X* yBek KoMIieTaH, de3 0d3rpa Ha TO Ja JIM je X KOMIIJIETaH WX HUjE.

Ha XundeproBrm npocTopyuMa, NOCTOjH jeNHOCTaBHA kapaKkTepu3aliyja OrpaHu-
YEHUX JTUHEapHUX (PYHKLIMOHAA.

3.7. Teopema (Puc). Hexa je H Xunbepiios tipoctuiop, u Hexd je ¢ : H — C
oipanuuex Tuneapan pynxyuonan. Taga fiociwioju jequrcitieen sexitiop y € H
wmaxas ga 3a cee x € H samu

p(x)=(x,y). (6)

Ipu wome saxcu u ||¢|| = ||y||. Ipecnuxasarwe H >y — ¢, € H*, 1geje p,, gauwo
ca (6) je OujexTuUsHO U AHTAUTUHEAPHO, TH]. BAHU D3y 42y, =X ), +712cpy2.
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Joxa3. JJokaXuMo jeTUHCTBEHOCT BEeKTOpa y. AKO MOCTOje JBa TaKBa, PELIUMO ¥
u y’, oHpaje (x,y)=(x,y’) 3acBe x, 1j. y—y’ L H opaxsne je y—y’ =0.

IoxkakMMo, 3aTHM, Jia je IpecivKaBame JaTo ca (6) JMHEeapHO U OTpaHUYEHO.
JINHEapHOCT je O4YuITIefHa, a OTPaHUYEHOCT ciienu Ha ocHoBYy Koum IlIBapriose He-
jemnaxoctu: |¢, (x)|=(x, y)| <||x|ll|yll. Onatne je onmax

ey lI<1lyll- (7)

OdpatHo, Heka je ¢ € H* npousBobHO. Ckym ker ¢ je 3aTBOpPEH JTMHEApaH MOT-

mpocTtop. Ako je kerp = H onpa je ¢ =0, na moxemo uszabparu y =0 u (6) he

TPUBHjaTHO BaXXUTH. AKO je ker ¢ S H, oHpa noctoju z € H \ ker . MoxeMo y3etn

Ia je z L kery. (3aucra, ako TO He BaKH, OHJIAa peMa TEOPEMHU O OPTONPOjeKLHjH

z=u+v,3aHeke uckery, v Lkery. Taga v ¢ker ¢, jep Ou uHaue Baxxuio z € ker ¢,

a YMECTO z MOXKeMO TocMatpatH v.) U3 z 1 ker ¢ 3axmyuyjemo ¢(z) # 0. Ctora je
3a CBe x € H BexTop

_px)

T oe()

KopekTHO necduHHucaH. HM3pauyHaBamo fa je ¢(u,) =0, Tj. u, € kery, OgHOCHO

u,lz, Tj.
<Mz—x z>0
p(z)” '

Kapa ce nocnenmwa jeIHaKOCT Cpely, OHA MOCTaje

PN - (x, 2y =0, 1. sO(x)=<x ‘p(z)z>=<x,y>,

zZ—X,

v(z) "lz[2
aKo CTaBUMO y = Tloz(ﬁg z. Onaspe je
lp(2)] lp(2)]
= Zll = S ,
Iyl =" lell == <l
urro 3ajenHo ca (7) maje ||y| =l

OBuMe CMO IMOKa3a/Iu Jia je MPeCIUKaBambe y — ¢, DUjeKTUBHO (CBAKOM ¢ OMro-
Bapa jeJHO y ¥ CBaKOM Y je[HO ), Kao U fia je pey 0 U30METPHjHU. AHTUIMHEAPHOCT
CJIe[M U3 CBOjCTaBa CKaJlapHOT IIPOU3BOJA.

oy trnys (X) = (X, A1 1 + A2 )5) =z1<x»J/1) + Ag(x, )= Z190;/1 (x) +12Q0y2 (x).
O
Y onpeheHomM cMuCITy TO 3HAUH Ia ce XundepToB MpocTop H MOXKe TIOUCTOBETHTH
ca CBOjUM iyaqHUM npoctopoM H*. Orpaga .y ogpeheHom cMucny", jep yCTaHOB/BEHO
npecnukaBawe H — H* HUje TMHeaepHO, Beh koHjyroBaHo inHeapHo. Kox baHaxoBux

MpOCTOpa, CUTyallyja je Kyh U KaMo CJI0KeHHja, U TI0CToje nocedHe TeopeMe Kojuma
ce ogpehyje KoHKpeTaH 0dIUK SyaaHOT MPOCTOPA.

3.8. Cras. Jyannu fipociiop #pocimopa c, usomoppan je ca I'. Ipeyusnuje,
30 C8aKU PYKUUOHAT @ € ¢ TOCTOjuU jequnciigero y € 1! Taxo ga eaxmu

—+ o0
<P(X)=Ziknk, x=(&1,&2...) €y, J’Z(Thr?’]g,--.)Ell. (8)
k=1
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Hoxa3. Ia je dopmyinom (8) 3aucTa 3afaT OrpaHHYEH TMHeapaH QyHKIHOHAI Ha
Co BUTUMO Ha OCHOBY HejeJHAKOCTH |E 1| < [N |supgsq 1€k = l1x]| k|, omaxie je

—+ o0 +o0
(1D 1Eenil <2 el =lxll Y11
k=1 k=1

Opatie ogMax UMaMo
lplles <11yl 9)

Jla je y jemMHCTBEHO BUOMMO OBaKko. AKO IOCTOje /1Ba TakBa BeKkTopa y, y’ €11,

OHJIa 3a CBE X € ¢ UMaMO
400 +o00
/
Zimk =Z€mkr
k=1 k=1

ra u3Melhy OCTasior U 3a X = e,
e,=(0,...,0,1,0,...), (10)

TIIpH YeMy Ce jeMHMIIa Hajla3K Ha n-ToM MecTy. Tako mobujamo 1 = 1) 3a cBe Kk,
OIHOCHO y = y’.

Heka je cama mat GyHKUMOHAN ¢ € ¢, ONHOCHO OrPaHMYEHO JIMHEAPHO MpEC-
nmuKaBawe ¢ : ¢g — C. Jedunumwemo n; = ¢(e;), roe je e, Bexkrop mar ca (10),
U CTaBUMO ¥ = (1)1,7,...). Hokaxkumo nma y € I'. Heka cy dpojesu 0, ompebhe-
HHu jenHakouwrhy 71 = |ni|ei% (omHocHO 0, = argn,. Ilocmarpajyhm Bektop f, =
e"i0e et ... fe7ilg, = (e, 7102  e7i0 (,...) Hanasumo ||f,|| =1 (y
MTPOCTOPY ), ¥ IpeMa ToMe
—i6,

_i02”2+__'+e—i9,,nn _

—i0,

N1+ N2l +--+In,l=e
=ep(e)+e P p(e)++ep(e,) =
= So(e_iglel Jre_i9282+"'+e_l‘9"en) = ‘p(fn) <

n+e

<llelllfall = el
Ogpatne, y3umajyhu numec kag n — +oo godujamo ||y||;1 < ||¢l|, mro 3ajemto ca (9)
maje llell =1yl
Jokaxumo jour ja (8) BakH 3a cBe x € ¢y. Ako je x =(&1,&9,...,&,,...) € ¢y Tama

je

+00

x:Z§kek.

k=1

3aucra,

n
“x—z gkek” =10.0,..0,0,Epr, - I =SUPIEL| =0, ns oo,
k=1 >n

jep je x = (£;) HHU3 KOju KOHBeprupa ka Hynu. Otyza je, 300r HEMPeKUTHOCTH (U
JIMHEAPHOCTH) NTpeC/IUKaBama ¢

+o0 +o0 +00
p(x)= W(Z ikek) = Zik%(ek) = Zikﬁk-
k=1 k=1 k=1
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3.9. CraB. Hexa je (X,9,u) Upociiop ca O -KOHAUOM MePOM, Hexd je p > 1
U Heka je q weios kowjyiosanu xoepuuyujenid, wj. 1/p+1/q = 1. Taga je
LP(X,u)* 2 L9(X,u). Ipeyusnuje, 3a csaxu ¢ € LP(X,u)* dociwioju jegu-
cusena pynxyuja y € L9(X, u) waxea ga 3a cee x € LP (X, u) samu

p(x) f x(2)y(r)du(r). (11)
X
Mpecrnuxasawe L9(X,u) >y — ¢, € LP(X,u)* ige je ¢, gawo ca (11) je
OUjeXTAUBHO, IUHEAPHO U USOMETUPUUHO, Tj. 8axwcu ||, || =y ||.

Hoxa3. Jokaxxumo npso 1a je popmysnom (11) 3amat orpaHnueH TvHeapaH QyHK-
LHOHA Ha mpocTopy LP (X, u). JINHEapHOCT je jemHOCTaBHA, @ OTPAaHUYEHOCT CJIefu
Ha OCHOBY Xe€J/IepOBE HEjeTHAKOCTH

1/p 1/q
sU Ix(t)l”du(t)) U Iy(t)lqdu(t)) Wl

lleyll<llyllg- (12)

HokakuMo caja ersucTeHUHjy ¢yHkuuje y. [IpeTnocTtaBUMO 3a TpeHYTak Ja je

u(X) < +o00 1 nocmarpajMo npecnukasawe A : 9t — C garo ca A(E) = ¢(yg), Bpen-

HOCT QYHKIHMOHAIA HAa KapaKTEPUCTUYHO] QYyHKUMjU cKyma. IIpermocTaBka u(X) <
+00 buna je BakHa fa OU yBEK BaXXWIO Y € LP. Haume

1/p
||xE||,,U |xE|"du) =u(E)".
X

lp(x)l=

f x(1)y(r)du(t)

OpaBpe je ooMax u

Baxu u
AE)N =19 (re)l < lplllzell=llellu(E)". (13)
dyHKIMja A je Mepa, ¥ TO allCOIyTHO HepeKuIHa y OJHOCY Ha u. 3aucTa, u3 (13)
ce Bunu jja je A(f) =0 xaou u(E) =0= A(E) =0. Jame, ako je E = |_|z:1’ E;, oHZIa
je 3a cBako x € X

+00
26(X) =y (x). (14)
k=1

[TuTame KOHBEPreHIM]je TauKa [0 TaUka CE He [T0CTaBsba, jEp HajBUILE jeJlaH cadupax y
Peny Ha IecHOj CTpaHU MOXKe DUTH pasIuyuT o1 Hyse. MehyTum, pern (14) koHBeprupa
y HOpMH nipoctopa LP (X, u). Haume,

too 1/p too
| > 7= L du | =u( || B)P =0,
o E

k=n+1 k=n+1 Bk k=n+1

jep cy cBe Mepe koHauHe, a ¢amundja F, = |_|Zr:fl 41 Ex onapmajyha u uma mpasau
npecek. Crora

400 400
ME)=9(xe)=>_¢(xn)= > ME).
k=1 k=1

Ipema Teopemu Panon Hukonuma, octoju dbyskiuja y € L1 (X, u) ca cBojcTBom
AME) = fE y du, omHOCHO

sam):f y(r)dum:f 2e(6)y(8) du().
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To je ynpaso penauyja (11) y cneuujanHom ciaydajy, kajga je x = yp. Kaxo cy ode
cTpaHey (11) nMHeapHe, Ta pejialidja BaXKU U 3a CBe TMHeapHe KoMOUHalLMje KapaKkTep-
HCTUYHUX (QyHKIH]ja CKYTOBa, Tj. BXKU U 3a mpocTe pyHKuuje. [Tpoayxuhemo Baxeme
Te penanyje ¥ fabe. CBaka orpaHMYeHa MepsbHBa QyHKIHja X MOXe ce TPUKa3aTH Kao
PaBHOMEDHU JIUMEC NMPOCTUX (yHKUHYja S, = x. Kako paBHOMEpHa KOHBEPreHHIja
TOB/IaY¥ KOHBEPTEHIIUjy Y HOPMHU TIPOCTOpa L”, TO BaxkH H ||x — s,(|, — 0, a omatie
¢(x)=limy(s,). Jakre, uMamo

n—+o00

p(x)= lim @(s,)= lim anydu.
n—-+o00 x

MehyTuMm, HE3 s, ¥, IMa HHTErPASHIHY JOMUHAHTY, jep je |s, (1) y (t)|< M|y ()| € L1,
rae je M orpaHuueme GyHkuuje |x|, u cBux |s,|. Crora 1umec moxe Impohu Kpo3
vHTerpain, na (11) Baku ¥ 3a CBe orpaHUYeHe MeprbHBe QYHKIH]E.

Capma hemo nokasatu na y € L9(X,u). Youumo Hu3 pyHKIHja z,, 3a4aT ca

e OOy ()9, |y (r)l<n
Zn(t){or ly(t)=n’

rae je dynkuuja 0(t) samarta penaumjom y(t) = |y(t)e?(V). Kaxo je p(g—1) =

pqg—p =(, TO 3a p-HOpMY QYHKUHjE Z,, UMaMO

Ilznllﬁf Iznl”duf ly ()17 du(t), (15)
X ly(D)l<n

a Kako je z, 1no nedUHULUjU orpaHuYeHa dpojem n, TO 3a by Baku (11), na ©UMamo

s@(zn)Zf znydMZJ ly ()19 du(t). (16)
X ly(t)lsn

Kaxo Bax# |¢(z,,)| < |l¢llllz,ll, To 13 (15) u (16) nobujamo

1/p
J Iy(t)l"du(t)SIlsOIIU Iy(t)l"du(t)) :
ly(t)lsn ly(t)lsn

1/q
U Iy(t)l"du(t)) <llgll.
ly(t)l<n

YsumameM TMMeca Kam n — +00 3akbydyjemo na y € L9(X,u) u [|yll; < |lpll, mwro
sajenHo ca (12) maje ||y, || = |yl Octaje jour na mokaxkemo fna (11) Baxu U 3a cBe
x € L?. To mehyrum, jemHOCTAaBHO C/Iey, jep Cy orpaHUuYeHe (PyHKUHUje rycre y LP.
Hawnme, 3a x € LP nmocMaTtpaMo HU3 ceYeHUX QyHKIHja

x,(1) = {X(t)y lx(£)|<n

0, lx(t)l>n’

Tj.

3a koje Beh Baxu (11) 1 oHa npUMeHUMO nuMec. Ha 1eBoj cTpaHu 1Mmec nposasu

Kpo3 ¢, jep ||x —x,|[, — 0, a Ha necHoj o TeopeMu 0 IOMUHAHTHOj KOHBEPTEHIIH]jH.
Hajsan, ocnobonumo ce npetnocraske Ia je u(X) < +oo. IIpemMa mpeTnocTaBLu

X je o-koHayaH, ma nocroje X,, Takeu ga je X =| |X,, u(X,) < +oo. Hsmebhy
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mpoctopa LP(X) u LP(X,,) (oBaj opyrH, pasyme ce, y OTHOCY Ha PECTPHKIIH}Y Mepe )
MOCTOje YBeJuMO mpecnukaBawa P, : L7 (X) — LP(X,)u S, : LP(X,,) — L”(X) mata ca

x(t), teX,

P,x =xlx,, (Snx)(t){ 0, t¢X

Jlako ce BUAM Ja cy oba mpecivKaBama JinHeapHa U HopMme He Behe on 1. Haume,
12, x| = llx]x, IILP(X fx,, 1xIP < [ 1x1P = |Ixl1s(x), ma je [[P,]| <1, mox je [IS, x|| =
[1xl, j. IS, 1l < 1. TaKohe BaXKH U

P,S,x=x, SnPrx=xyx,.

Axo je ¢ orpaHuueH ykuuoHan Ha LP(X;u), oHna je ¢, = @ oS, orpaHu4YeH
dyxunoHan Ha L”(X,,) ma nocroje pyHxuuje y € L7(X,,) Takse 1a je

son(x>f x(8)ya(r)du(r).
Xy

MehytumM, y Hopmu npocropa L? (X) Baxu x = Z::i Xxx, jepje

n +oo
nx—xzzkng_f O S 7ty du() -
k=1 X

k=n+1

HavMme, HU3 noguHTETpaHUX QyHKLHja TEKHU Ka HYJIM TaukKa 110 TaykKa, a 3a UHTerpa-
OWIHY TOMHUHAHTY MOXeMO y3eTH QyHKIUjy |x(t)|” . Crora je

+o00
9= p(e) Zs@SPx jpx ) yn(£) du(e),
n=1

a KaKo ce Ha ckyny X, (byHKuHJe X ¥ P, x noknanajy, To je u

f ) ya(t)du(r) = J x(1)y(r)du(t),

rme je y mata ca y(t) = y,(t) rme je t € X,,. Ocraje jour na gjokaxemo ma y € L9(X).
Hekaje ¥, = X; U---U X,,. UMamo

f|y )19 du(e f (3 (0) = (x)

rae je x(t) =|y(t)|" e~28¥(1) 3a t € Y, u x,,(¢) = 0 unaue. Kaxo je
il = f YOPT du(r) =S (01 du(e) < 00
Y, k=1

¥ KaKo je ¢ (x, )| <@l x,] TO 3aKBYUyjEMO

1/p
f|y<r>wdu<r>snw||U Iy(t)l"du(t)) ,

f ly (19 du(t) <llell,

ojaxie cieny TpaxeHo no TMK. [

Tj.
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XaH-baHaxoBa TeopeMa ¥ NOC/IEOHLIE

3.10. HamoMeHe. U3 mpeTXOmHOr CTaBa OOMax cienu U uzomopdusam (IP)* =
19, kamajel/p+1/q=1.

Humaino usHeHahyjyhe, Baxu 1 usomopduszam L(X,u)* = L°° (X, u) npu yemy
je mpousBosbaH GyHKUHOHAN Ha L' omer 3amat dopmymnom (11), camo cana y € L.
Jloruka je y Tome mro u3 p =1u 1/p +1/q =1 3akpydyjemo 1a je g = +00.

MehyTuMm, caga cienu usHeHahewe. Haume, L°° (X, u)* # L'(X,u). Haume, oy-
aJHU mpocTop, npocropa L je nu3yseTHo Benuku. OH y cedu cappku U3oMopdHy
cnuky npoctopa L'. Pasyme ce, u osge dopmyna (11), npu yemy y € L' 3amaje
OrpaHHYeH JInHeapaH GyHKIMOHAI Ha L°°. AJM TO HU U30J1KM3a HUCY CBH QYHKIIMOHAIN
Ha L°°. VlMa ux U3y3eTHO MHOTO KOjH HEMA]jy TaKkaB OOJIHUK!

Ycxopo hemo nokasaru u ia je Cla, b|* = NBV|a, b]. I1a naxo 3a Behuny o caga
HaBefleHHWX puMmea baHaxoBUX MpOCTOpa UMaMo COJIU/IHE OIIUCE SyalHOT IPOCTopa,
jOII YBEeK He MOKeMO Jja TBPOUMO [Ia je TyalHU MPOCTOp HeTpuBHjanaH. Haume, HynTH
(yHKIIMOHAN YBEK MOCTOjH, a aKo JPYyTUX HeMa, OHJIa KakeMo J1a je JyaslH| ITPOCTop
TPUBHjalaH.

MehyTum, y crydajy baHaxoBux mpocTopa To ce He MOXe JorofguTh. To cienu u3
Hape[IHe TeopeMe Koja je jenaH off kameHa TeMesballa (PyHKIIMOHaNHe aHanuse. IIpe
Hero 1To je GopMyIHIIeMo, OACETHUMO Ce BayKHE TBPIHe TEOpHje CKYTIOBa.

3.11. LopHoga nema. Hexa je (S, <) genumuuno ypehen ckyii. JlaHan y iom
CKYTy je c8axu eios HoiiiyHo ypeheH nogckyi.

AKO c8AKU NAHAY, UMA T0ptbe 0TpAHUUEHE, OHGA Y S HOCTHOjU MAKCUMATAH
ENEMEHTIL.

ITpumegda 1: Vako ducMmo Hajpanuje aHal 3aMUCITHIMN Kao -+ < a_j < ag < ap <
a, <..., TakBa IpeficTaBa HUje PeaHa, jep HUKO He rapaHTyje Jia je naHal npedpojus.
OH MoXxe DUTH Ma Koje KapJUHAaTHOCTH.

ITpumegda 2: MakcumarnaH eleMeHT U MaKCHUMYM CY jeTHO Te UCTO aKo je mopenak
NOTHYH. AKO je JeIMMHYaH, OHJAa OCTOjU pasivka. MakcUMyM je, HauMe, Hajsehu
€JIEMEHT, €JIEMEHT OJ] KOra Cy CBY MalbH. ENeMeHT je MakcHMallaH, ako Off lera HeMa
Behux. Jlakie, CBU eJIEMEHTH CKyTNa S Cy WJIM MamHU Off MAKCUMAJIHOT eIeMEHTa WX
Cy Ca BUM HEYTNOPENHBH.

Ymectio goxasa. llopHoBa eMa je jefaH of MO3HATHX €KBHBaJeHaTa aKCHOMeE
n3dopa. OcTany NO3HATH E€KBUBAIEHTU Cy: Xayc#opdoB CTaB 0 MaKCUMAaTHOCTH,
Tyxu-Tajxmuneposa nema, IPUHLHUI JOOpOT ypehema, UTA.

Haxie, LlopHOBa JIeMa ce MOXKe JOKa3aTH Ha OCHOBY akCHOMe u3Dopa (M ocTanux
Z F-akucoMa TEOpHje CKYTIOBa), aJI ¥ 00paTHO — MOJKe CE Y3€TH 32 aKCHOMY, I1a OHZIa
akcuoma u3dopa rnocraje TBpheme. O

[lopHOBa 7€EMa Ce YeCTO KOPUCTH Y aHa/U3K Kao HeKka BpCTa HenpedpojuBe HH-
oykuuje. Kako v Ha koju HauvH Buaehe ce Beh y [oka3y HapenHe Teopeme.

3.12. TeopeMa (XaH-banax). Hexa je X HOopMupan 8exwiopcku Upociiop, u
L weios tuneapan vowitipocwiop. (Hema Huxaxeux upetiocitiasku o 3aiigope-
Hocliu unu komineiminociiu.) Hexka je, game, ¢ : L — C olpanuuen nuxeapan
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dyuxyuonan. Taga wocimoju oipanuuen auneapan Qyuxyuonan A : X — C
waxas ga je A|; = ¢ u||Al| =||¢||. Otiucno: pynkyuonan ce mosxe Upogymuitiu
ca Homupociopa Ha yeo dpoctiop de3 ysehara Hopme.

Joxa3. Joka3 hemo npBo nokasarty y ciiydajy peanaHor nosma ckanapa K =R.

1° IlpBo hemo moxasaTH ga ce QYyHKIHOHAI MOKEe MPONYXUTH ca L Ha Maio
Behu notnpocrop, Behu TayHo 3a jegHy numeH3ujy. Haxne, Heka je y € X u y ¢ L.
[Tocmatpamo mornpocrop L, = Zin{L,y} ={x+Ay | x € L,A € R}. Ako 0u xTenu
a MPOmYXUMO (DYyHKLMOHAT ¢ Ha MpoCTop L,, OHEA je jeAWHO BAKHO KOJHKO je
¢ (y). Haume, Tana mopa ma dyne ¢ (x+Ay) = ¢ (x)+Ap(y). Onpenuhemo ¢ (y) Ha
cnenehy HauMH.

3a MpOHU3BOJBHE X7, Xo € L UMAaMO

0 (x1) 4+ (x2) = (X1 + x2) <@l + xa|| =
=llellllx =y +x2+ ¥l < ll@llllxr =yl + el x2 + yIl,
OHOCHO

@ (x1)=llellllx =yl <llelllxe + yll— @ (x2).
JleBa cTpaHa He 3aBHCHU O X», a JeCHA He 3aBUCH OF X;. 3aT0 je CympeMyMm u3pasa Ha
JIeBOj CTPaHU T10 CBUM X; € L Mamu o HHGUMyMa u3pa3a Ha IeCHOj CTPaHH 110 CBUM
Xy € L, OMHOCHO
sup(p (x)—llellllx—yl) < inf(loll1x + yll—p(x)).
xel xeL

H3mebhy oBa mBa mM3pasa Moxe ce, MpeMa TOMe, YMETHYTH peanaH dpoj s. 3a Tako
0adpaHo s ¥ 3a CBe X € L UMaMo

p(x)=llellllx=ylI<s,  s<lgllllx+yll—¢(x). (17)

Jedbunnmumo pyHkuuoHaN @1 : Ly — R ca ¢1(y) = s, ooHOCHO @1(x +Ay) =
@(x)+ As. OuwmrnenmHo je |, = ¢, Ia OCTaje joII oa ce MPOBEpPH Ia Ce HOpMa He
nosehasa. 3a A > 0, Ha OCHOBY Apyre HejegHakocTH y (17) umamo

er(x+2y)=A(9(5 )+ ) <A(=s +llll | T+ 3|+ )=l + A1
a Ha OCHOBY IIpBe
—pr(x+29) =A(¢(=3)=s) <A (s+lell |5 =¥ |~ 5) = lletti— =271,
I1a je y CBaKOM CiIydajy
lo1(x+Ay)I<llelllx +Ayll,
oIOHOCHO ||¢1]| = |||, jep 3a HeraTuBHe A CIMYHO U3BOJWMO OArosapajyhe Hejen-
HaKOCTH.

2° Y peny. JJokasanu cMo fa ce PyHKIMOHAI MOXKE MPONYKUTH 33 jeSHy TUMEH-
3ujy. OHIa MOKe U 3a joul jenHy, Tj. 3a oBe. OHIA MOXKe U 3a TPU U TaKO PeloM.
Hasanocr, oBne ce He MOke HETIOCPeIHO TPUMEHHUTH TPHUHLUII MaTeMaTHYKe HHIYK-
uuje. HemaMo HUKkakBe rapaHuyje, fa [0 1IeJIOT MPOCTOpa UMaMo camo NpedpojuBo
MHOT0 KOpaka, a HEeMaMo rapaHiiije HH Ja ce npedpojuBo MHOTro kopaka Hehe 3ayc-
TaBUTHU Herze Ipe 1esor mpoctopa X. Ha oBom Mecty uHTepBeHuure lJopHoBa nema.

Youumo pamunujy ¢ koja ce cactoju on ypehenux naposa obnuka (M, ¢, ) roe je
M nuneapaH notnpocrop, L € M C X, a ¢, : M — R nuHeapaH GyHKIMOHaI Takas Ja
je emlr =@ ullomll =Ilgll. Dakne, ¥ je damunuja cBUX Nponyxemwa (PyHKIMOHAIA
(p Ha HEKY IIKpH npocTop de3 yBehawa HOpME.
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3a (M, pu), (N,pn) €Y nedunnmemo penanujy (M, ¢,) < (N, ¢y) ako 1 camo
akoje M C N U ¢y|y = ¢u, Tj. aKo je ,sehu” nap npopyxeme ,mamer. OuuriegHo je
y mUTamwy penanvja noperka. Jokasahemo na (¥, <) ucnymana yciose LlopHoBe eMe.
Hexa je (M;,;), i € I naHal, Tj. MOTIyHO ypeheH MOACKYM CKyna ¢. YOUMMO CKyI
M= U ;e M; — OUHTO je y IHTary BEKTOPCKH NOTHPOCTOP npocTopa X. [le(HHHIIHUMO
dyukmronan i : M — R. 3a x € M noctoju dap jenHo i € I Taxo 1a je x € M;. Tazma
cTaBUMO Y (x) = ¢;(x). YBepuMo ce fa je ) KopeKkTHO fedrHHCcAaH. Ako x € M; U
X € M; tana je wmi M; C M; wma M; € M;, jep je ¢ naHan. Y MpBOM CIIy4ajy je
@jlm, = ¢i, @y BPYTOM ¢; |y, = ¢, na je y oba ciydaja ¢;(x) = ¢;(x).

[Tap (M,y) je ropme orpaHuueme jJaHua ¢. 3aucta 3a i € [ je M; € M, anu
U Y|y, = p; HenocpenHo mo nedununuju. IlpeMa LlopHOBOj nemMH, dhamunrja 4
HWMa MaKCHUMasaH eineMmeHT, Ha mpumep (Y,A). Ocrtaje ma moxkaxemo na je Y = X.
Ipetnocraumo cynpoTHo, Y & X. Tana mocroju y € X\ Y, nma npema Beh gokasanom
MOCTOjU Tponykeme QyHKIUOHana A Ha mormpoctop Lin{Y,y} mrTo mporuBpeyn
MaxcuMmanHocty napa (Y, A). Jakie, Y = X 1 JoKa3 je 3aBpIleH Yy PealHOM CITy4ajy.

3° Hexa je cafa X HopMupaH npoctop Haj nosmeM C, L THHeapaH IOTIIPOCTOP Off
X u ¢ : L — C orpannuen dyHknuoHal. IIpoctop X je yjefHO ¥ BEKTOPCKH ITPOCTOP
HaJl y’KUM MoJbeM CKasiapa R, a UCTO Baky ¥ 32 MOTHPOCTOP L. YOUUMO NpeciiuKaBame
o : L — R pmaro ca ¢q(x) =Rey(x). Jlako ce Bunu fa je |¢o(x)| < l@(x) < el x]l,
onHOCHO ||¢pll < |l¢ll. Capma cmo mpunpemMunu TepeH 3a ynorpedy Beh moxasaHor
peasHor ciayydaja.

MehyTum, mpe Tora MPUMETHUMO JIa Ce (Y MOXE PEKOHCTPYHUCATH Ha OCHOBY (.
Haume, kopuctehu ma je 3a cBaku KOMIUIEKCAaH Opoj z ucnywmeHo Im(iz) = Rez
HaJla3uMo

Ime(x) =Im(—ip(ix)) =—Rep(ix)=—po(ix),

OOHOCHO
¢(x) =Rep(x)+ilmy(x)=@o(x)—ipo(ix). (18)

Cagna mpumMeHUMO Beh JoKa3aHH CiIy4aj Ha peasHo JiInHeapaH (PYHKUHUOHAT g, U
YTBPAUMO Jia IOCTOjU BEroBo Nponyxeme Ay : X — R ca ucrom HopmoM ||Ag|| = ||@oll,

u pedununiemo A: X — C ca
A(x) =Ap(x)—iAg(ix).

IobujeHn QYHKUMOHAN je afUTHBAH U XOMOTEH Y OOHOCY Ha MHOXEHE PEaTHUM
CKaJIapOM. L[a ou duo xoMoreH u Yy OOHOCY Ha MHOXE€HhE€ KOMIUIEKCHUM CKa/IapOM
Tpeba jom jenuHO moxasatH fa je A(ix) = iA(x). To mehyTum, cnenu u3

A(ix) = Ag(ix) — iAg(i2x) = Ag(ix) + ifg(x) = i (Ag(x) — ifg (i x)).

Joxaxkumo u fia je A|; = ¢. Kako 3a x € L Baxu ix € L, T0 je Ag(x) = po(x), anu
U Ag(ix)=o(ix), noryna v us (18) umamo (3a x € L)

A(x) = Ao (x) = iAo (i x) = o (x) —ipo(ix) = p(x),

Tj. BaXKH Al = .

Ocraje jour na moxaxkeMo J1a ce HopMma He moBehasa. Heka je x € X mpoOU3BOJBHO.
Omabepumo peanaH 6poj O Tako ga Baxu A(x) = |A(x)|e’®. Buhe tama A(e x) =
|A(x)| >0, ma uMamo

IA(x)| =A(e™""x) = Ag(e ™" x) —iAg(ie ™ x).
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MehyTtum, ymamunal y nocjiegmemM U3pasy jeqHak je HyJa, jep Cy BpeJHOCTH (PyHK-
LHoHana Ag peanHu dpojeBy, a 1ieo u3pa3 Takohe npunaga R. Taxo je

IA(x)] = Ao (e x) < IIAqlllle ™ xll = lIpolllI 1l

opHocHo ||A]| < ||¢]|, yuMe je noxa3 3aBplleH. O

3.13. ITocnegune. Tex Ha 0CHOBY XaH-baHaxoBe TEOpeME MOXEMO f1a TBPIUMO
Iia TyaynHy mpoctop X* mpousBossHOT baHaxosor mpocropa X HHUje TpuBHjanaH. U He
CaMo Ja HUje TPUBHjaIaH, OH je JOBOJbHO OOTaT Jja MOTIYHO OMHULIE MOJa3HU IPOCTOP
X.

ITocneguue cy ose:

(a) Hexa je 0 ++ x € X tpussoman gexiniop. Taga @ioctmioju ¢ € X* waxo ga
jellell=1u (x)=||x||. Apyium peuuma, Gocitioju GyHKUUoOHAT @ Koju
gociniue c60jy HOPMY Ha BEKTOPY X.

(8) 3a duno xoje x + y € X tiociioju QyHkyuonan p € X* wwiaxas ga je p(x) +
¢ (y). Kaxemo u ga gyannu fipociwiop pasgeaja wauxe.

(B) 3acse xeX samu ||x||= sup |¢(x)|
peX+llpll=1

(r) Hexaje L < X 3atmeopex lotmiipociiop, u y € X waxas gajed(y,L)=d >0
(tnume napasro y ¢ L). Taga tioctioju pynkyuonan ¢ € X* akas ga je
o(y)=1, p(x)=03acse x e Lullf|]|=1/d. Apyium peuuma gyannu
fpocitiop paszgeaja wauxy u UowHAPOCIAOP.

Joxa3. (a) Jedpunumemo GyHKIUOHAT ¢, HA jeJHOOTUMEH3NOHAIHOM MOTIPO-
cropy Zin{x} = {Ax | A € K} ca ¢o(Ax) = Al|x||. IlpecnukaBame je OYHUITIETHO
JIMHEApHO, U BaXH |@o(Ax)| = |A]||x]| = [|Ax]|, ma je ||@ol| = 1. [Ipema Xan-baHaxoBoj
TEOPEeMHU y C€ MOKEe MPOINYKUTH 10 GYHKIHOHAMA ¢ Ha YUTaBOM ITpocTopy X Ge3
yBehama HopMe. Tama je ||¢||=1, anu u ¢ (x) = po(x) =||x||.

(5) [IppMeHUMO TPETXOOHO HA BEKTOpP x —y # 0. 3HauW MocToju ¢ € X* ca
cBojcTBOM ¢ (x—y) =[x — I > 0, 1. ¢(x) £ ¢(¥).

(B) Axo je ¢ € X*, ||¢|l =1 onma je |p(x)| < |l¢lll|x|| < ||x||, ma je mecHa crpaHa
Mama WM jenHaka of jeBe. IIpemMa mpBOj mociaefuuy MOCTOjU @ € X* TakBO 1a je
llell=1wu @(x)=||x||, ma ce cynpemym mpeTBapa y MaKCUMyM H je[HAK je ympaBo
[lxll.

(r) Heka je L1 = Zin{L,y} ={x+ Ay | x € L,A € K}. Ha notnpocropy L;
TeduHUIIEMO (QYHKITMOHAT (g ca @o(x +Ay) = A. OUUITIeNHO je Y MUTaky THHeapaH
dyHKunoHaN, @o|; =01 ¢o(y) = 1. Ioka)xuMo U 1a je orpaHudeH. 3a A # 0 ©uMaMo

lpo(x 2V _lpo(x/A+y)l 1 1
llx+Ayll lx/2+yll  llx/A+yll =~ d’
LITO je NOBOJBHO Jia 3aK/bYYUMO ||pgll < 1/d. [a je Hopma Daul jefHaka BUIOUMO
aKko y3MeMo HM3 X, TakaB ;a ||x, + y|| — d. Tama je, Haume, 1 = po(x, + y) <
[l@ollllx, + ¥l = ll@olld, omHocHO [|@g|| = 1/d.
[Tpema XaH baHaxoBoj TeopeMy NMOCTOjU ¢ € X*, nponyxewme (PyHKLUUOHANA ¢
KOje 3afprkaBa cBa OUTHA CBOjCTBa. O

3.14. Axuxunatop. Heka je X HOpMHpaH BEKTOPCKU MPOCTOP U S C X HEKH
CKyTl. Anuxundiop ckyna S (y osHauu S°, a moHerge u S*) je

S°={peX*|p(x)=03acse xeS}
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C mpyre cTpaHne, 3a ckyn T C X* MoxeMo JedUHHUCATH Upeganuxuiaitiop
L={xeX|p(x)=03acse peT}

AHUXWIATOP Y NPEJaHUXUIATOP CYy 3aTBOPEHU JIMHEAPHU MOTHPOCTOPH, Tj. S° <
X*, T, < X, be3 odsupa Ha To kKakBu cy Su 7.

3aucTa, aKo ¢, Y, € S°, Taja je 3a cBe X € S, (A1 + Aapa)(x) = A1 (x) +
Aotpa(x) =0, mau A1 + Aypy € S°. Taxko je S° BekTopcku moTmpoctop. Ha du ce
YBEPHWIH Jia je 3aTBOPEH, y3MHUMO S° 3 ¢, — . KoHBepreHuyja je y HOpMH JyaJHOT
mpoctopa, Tj. ||¢,—¢l|| — 0. Omatne n3acBako x € X, [, (x)—¢(x)| <|l¢,—¢ll x| —
0, maje ¢(x)=limy,(x)=0.

CnuyHO ce IoKasyje W 3a mpenaHuxuwiatop. Haume, ako xi, x, € T, OHJA 32 CBe
@ €T uMaMo @ (A1 X1+ AoXo) = A1 (X)) + Aap(x2) =0, Ma ¥ Ay x; +Agxg € T,. A,
ako T, > x, — x, Tj. ||x, — x|| — 0, oHzma u 3a cBe ¢ € X* uMamo |¢(x,)—¢(x)| <
llolllx, —x|| — 0, omaxie je ¢(x) =lim¢(x,) =0, na je T, THHEApaH U 3aTBOPEH.

3.15. CraB. Hexa je X banaxos tipoctiop u L < X. Taga 3a gyanne upociiope
L*u (X/L)* samu
L*=Xx*/L°, (X/L)*=L°.

Joxa3. 3a npeu usomopdusam gedUHUIINMO MpecyinkaBamwe @ : X*/L° — L* ca
B(A+L°)=A;. (19)

Tpeda mpBo mokaszaty Ja je nedUHUIHja KOPEKTHA, OZHOCHO Ja pe3ynaTaT y (19) He
3aBHCH off U3Dopa NpencTaBHUKa Kkiaace. 3aucra, ako je A; + L° = A, + L°, oHpa je
A=Ay el maje (A —Ag)lp =0wuotyna Ayl = Aglp.

JIuHeapHOCT npecnvkaBamwa ¢ je ounrnenHa. [la je npecivkaBame ® CypjeKTUBHO
ciepu u3 Xan-banaxose TeopeMe, jep ce cBaku QYHKIHUOHAN ¢ € L* MOKe TPORYKUTH
0e3 yBehawa HopMme 10 GyHKLUHOHaMA A € X*.

Ocraje ma nokaxemo fAa je ® M30METPUYHO, jep onIamie ogMax Cleld Ja je
uHjekTHBHO. Hekaje ®(A+L°) = ¢, p € L*. Kako duno koje npopyxemwe QyHKIHOHATA
(¢ uMa HopMy Behy unu jegHaky of ||¢|| To umamo ||¢|| < [|A+ L°||, a Kako nocToju U
Xan banaxoso mpognyxeme u npunaga A+ L°, To je ||| = ||A+ L°||.

3a gpyru usomopdusaM youuMO KaHOHCKY IPOjeKLujy

m:X—-X/L, n(x)=x+L.

KaHOHCKa mpojexkuuja je JWHeapHa M MMa HOPMY jefHaky jemaH. JIMHeapHOCT je
ouuInefHa, kao U 1o fa je Hopma < 1. [la je jenHaxa jefaH Cjiefy U3 JIEME O CKOPO
OpTOrOHANHOM BekTopy. Haume, moctoju x ¢ L, ||x|]| =1, d(x,L) > 1—4§, u Taga
ll(x)ll = I|x + LI| > 16, a ¢ apyre ctpae ||z (x)|| <||zll||x]| = ||zll, na je ||| > 1 -6
3a cse 6 > 0.

KoHcTpynmemo mpecnukaBamwe @ : (X /L)* — X* ca

O(A)=Aom, 1. ®A)(x)=A(n(x))=A(x+L). (20)

Axoje x € L, oHpa je x + L =0+ L, ma je ®(A)(x) = A(0+ L) = 0. Tako je yBex
®(A) € L°. Ca npyre cTpaHe, 3a duio koje ¢ € L°, mpecinkaBawe A : X /L — K naro
ca A(x + L) = ¢(x) je xopekTHO feduHHCaHO U Baxu ®(A) = ¢. Tako je ciauka
npecivkaBawa ¢ 3agator ca (20) jegHaka L°, 1j. ® je ,Ha“.
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Kako je ® ounrienHo TuHeapHO, Tpeda jolll JoKa3aTH Ia je ped 0 U30MeTpHUju. 3a
X € X ©IMamo
[@(A)(x)] = [A(x + L) <[IAllllx + LI| < [|All ] 1], (21)
ma je ||®(A)[| <Al
C npyre ctpaHne 3a A € (X/L)* uMamo

IA(x + L) = [@(A)(x)| < [[R(A)H] x]].

Kapa To MpUMEHHUMO Ha BeKTOpe 00/MKa x + y, rae y € L (Bomehu pauyHao x+y+L =
x+ L pobujamo [A(x+L)| < ||®(A)||[|x + y||, mTo mocie y3umarma HHPUMYMa IO CBUM
y € L noctaje [A(x + L)| < ||®(A)|||lx + L||, omHocHo [|A]| < ||®(A)||. Tume je moxas
3aBpILEH. (]

3.16. CraB. Hexka je S C X tipoussoman iogckyu apoctuopa X . Taga je

($°), = ZinS.

Hoxa3. Hemocpenuo mo pepununuju je S C (S°),, Ha Kako je IpefaHUXHIATOP
VBeK 3aTBOpPEH W JIMHeapaH, To 0DaBe3HO Baxu ZinS < (S°),. IlpermocraBumo na
He Ba)kM 0DpaTHa MHKIy3Hja, Tj. na je L = £inS G (S°),. Ilpema nemu o ckopo
OpPTOTOHAJIHOM BEKTOPY, MOCTOju oHma y € (S°),, ||lyll =1, d(y,L) > 1/2. Tlpema
nocnepuny 3.13.(r) mocroju GyHKUHOHAM i TakaB gaje ||| =2, ¢ (y)=1uy(x)=0
3acBe x€L,aTumMe u3acee x €S C L, ogHocHO Y € S°. MehyTum, u3 nocnenmwa isa
CBOjCTBA W3/asu 1a y ¢ (S°), CyMPOTHO MPETHOCTAaBLH. O

ITpumegba: Moxe ce noxasatu ¥ na je (T.)° = ZinT, anu Aoka3u Koje 3HaM
3axTeBajy Jasby TeopHjy. 2???

3.17. Opyru nyan. JIpyiu gyan banaxoBor npocropa X je LyajlHU MPOCTOP Hbe-
TOBOT IyanHor mpoctopa. O3HauaBa ce ca X** ymecro ca (X*)*.

YonuuTeHo je TeUko 3aMUC/IUTH eJIEMEHTe OPYyTor fyana, ajlki Cé HEKH Off BUX
mory npoHah# y nmonasHom mpoctopy X. Haume 3a pukcupaHo x € X, MpecivKaBamke

X*-K, p—p(x),

TAaKO3BaHO M3payyHaBawe y Tauku je nvHeapHo. Os3Hauumo ra ca A,. OHO je m
orpanuyeHo, jep je A, (@)=l (x)| < ll¢llllx|l, maje ||A.]| <||x||. OBne 3ampaBo Baxu
jennakoct. Hanme, npema npBoj nocnengunu XaH-banaxose Teopeme NoCTojH ¢ € X*
TaKBo fa je ¢ (x) =|lx|| u [[¢]|=1. Otyna je [|x]| = ¢ (x) = A, (@) <lIAllll@ll = IAll.
[Tpema ToMe, IpecIUKaBambe
Xox— A, eX™ (22)

jecTe U30METPHUKO yTalawe NpocTopa X y BEros JpyTy AyalHU IPOCTOpP, WK Kpahe
y OpyTH gyai.

Hedpunuuyuja: 3a banaxos mpocTop X KakeMo [1a je pediexcusan, ako je TIOMEHyTO
Mpec/IiNKaBawbe CypjeKTUBHO, OHOCHO aKo ce BhUMe MOCTHXKE n3oMopdusam X = X**,

Ha mpumep, mpoctopu LP (X, u) 3a 1 < p < 400 jecy pednexcusau. [Tpoctop ¢y
HHje pediexcuBaH, jep je ci* = (cf)* = (I')* = [°° 2 ¢o. Hu mpocrop L' (X, u) HEje
pednexcusan, jep je L'(X,u)* = L*(X,u), mok je L*°(X,u)* 2 L' (X, u) mro hemo
YCKOPO BHIETH.
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IIpumegda: 3a pedIeKCUBHOCT HUje TOBOJBHO camo Aa Baxku X = X** Beh na ce
rn3oMopdu3aM ocTBapyje ympaBo npecivkaBamem (22). IlocToju, Haume, IpUMED
mpoctopa X = X** rpe npeciukaBawme (22) Huje ,Ha“. Taj npuMmep HMje HMMAJIO
jemHocTaBaH. ????

Baxna naviomena: [lyanHocT y baHaxoBUM NPOCTOpHMA je 3alpaBO 3aMeHa 3a
ckanapHy mpoussod. Crora MHOTHM ayTOpH BPEOHOCT (PYHKIMOHANa ¢ y Taukd X
KOja, BUJEIHU CMO, MOXe OUTH U BpeJHOCT (PyHKLUOHANMA A, Y Tauky ¢ 3aIuUCyjy y
CUMETPUYHOM 00IUKY

¢ (x) = (x,9). (23)

Ha uctu HauwH, N0jMOBY aHUXJIATOpa U IIpeJaHUXUIaTopa Cy 3aMeHa 3a Mojam
OpTOrOHAJMHOCT koMIieMeHTa. Haume, y cumerpuuHom 3amucy (23) meduHunuja
a”Huxuiaropa S° riacu

S°={peX*|(x,p)=03acse x €S},

WTO (HUMAJIO CIy4ajHO) IU4M Ha popmyny (2) nepununuje 2.4.
[Tponiec MOXXEMO HACTaBUTH, I1a ie(pUHUCATH U TpehH, UeTBPTH UTA. Syail.

X .— (X**)*, X — (X***)*, UTII.

Ako je X pedekcuBaH, OHAA Cy CBH Iyasld MAapHOT pena U3oMopdHH ca X, a CBH
HemapHU ca X*. Mehytum y crydajy HepediekCUBHUX ITPOCTOPAa HU30BU MapHHUX,
OINHOCHO HeNapHHUX Jiyaia ce HeorpaHndeHo nosehasajy.

Onucahemo capa myannu mpocrop npocropa Cla, b]. To HHCMO MOTJIM YYUHHUTH
panuje, jep cmo dyekanu XaH baHaxoBy Teopemy.

3.18. CraB. [yanuu sipociiop sipociuopa Cla, b] usomopdan je ca NBV|a, b].
IIpeyusnuje 3a ceaxu pynxyuonan @ € Cla, b]* iociuoju jeguncitieena Hopma-
u3osana Qunxyuja oipanuuere sapujayuje y € N BV [a, b] thaxea ga saxu

b
o= | xnay) 24)

1ge je peu o Ctuunitjecosom uniieipany. I1pu wome 6axuu
llelle-=lyllnpy- (25)

Joxa3. Ja je unTerpasiom y (24) 3apar nuHeapaH (PYHKIHMOHAA Ha IPOCTOPY
Cla, b] je ounrnenHo. J1a je orpaHWYEH, CIETH U3

b b
J x(2)dy (1) sf x(0)ldVy (1) < max |x(0)IV,"y = V" ylIx]l.

Opatine je opMax
llelles <llyllnpy- (26)
Kako je cBaka HempekumHa (yHKIHja OTPAaHWUYEHA, U KAKO je 3a by MaKCHMyM
jemHak cynpemymy, Toje Cla, b] < L*°((a, b), m), roe je m Jlederoa Mepa. Ako je p €
C|a, b]* oH ce Moxe, mpeMa XaH-baHaX0BOj TeOpeMU MPOIYXKUTH 10 QYHKIIMOHANA
A e (L*°)*, be3 ypehamwa HOpMe.
Tla 6ucmo KoHCTpyHcanu GyHKUHjy y CTaBUMO ¥ (¢) = A(¥[q,r)), THE j€, KAO U JI0
caza y, O3HaKa 3a KapakTepUcTHYHY GMYHKIH)jY ckyna A. YcioB y(a) =0 je ucnymweH
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o nedununuju. JJokakMMo MpBo 13 je GyHKUHja y orpaHHuYeHe BapHjauuje. Heka
je

Pa=ty<t;<--<t,=b (27)
MPOM3BO/bHA M0JeNIa HHTEPBaa [a, b]. Onpenumo Gpojese Oy € [0,27) Tako a BaxH
y(te) =y (tia) =y (te) =y (ti1)le"%, 1j. 0 = arg(y (tx) — ¥ (tx-1)). PyHKumja

n

Z eiiek%[tk—lvtk)

k=1
Y CBaKOj TAUKU UMa allCOJIyTHY BPEJHOCT jeJHAKYy jeaH, Ia je beHa L° HopMa jefHaKa
jenan. Kakoje x(s, . 1,) = X[0,0)=X[0.tc)» TOJ€ A(X[1_1,00)) = ¥ (tk) =Y (tx—1), Ta ©MamMoO

n

Syt =yt = D e (v (1) =y (1)) =
k=1

k=1

n
- A(Z e_lekx[tk—lrtk)) < ||A||

k=1

n

Z e_iekZ[Fk—b[k)

k=1

=[All,

IITO MOCJIe Y3UMama CyIpeMyMa TI0 CBUM MoJiejlaMa UHTepBaia [a, b] noctaje

yllnsy = Vaby < [IA]].
To 3ajenHo ca (26) maje (25).

dyHKIMja y je orpaHMuYEHe Bapujauyje, NMa MMa HajBulIe NPedpPOjUBO MHOTIO
npexkuza. [lo norpedy, y Taukama npexuna, Gykuujy y npefe@UHUIIEMO Tako Ja
Oyze HempeKUIHA C JIeBa, Tj. y Taukama Npekuna ctaBumo y(t) = y(r—). Taga je ca
Ay([a,B)) = y(B)—y(a) 3anaTa kommiekcHa bopenosa mepa Ha [a, b].

JJoka)XUMO cana fia 3a Tako ofiabpany GyHKUHjy y Baxu (24). Heka je x € Cla, D]
IIaTo, ¥ Heka je &£ > (0 mpou3BOJbHO. YOurMMO O > (0 Tako Jla BaKU yCJIOB PaBHOMEPHE
HeNpeKkUAHOCTH, Tj. Tako fia |s — t| < 6 mosmaun |x(s)—x(¢)| < ¢. Heka je nopena &
nara ca (27) takBa fa je A(2?) < 6. JeduHnmumo GyHKIH]Y Xgp Ca

% (£) = D % (t) Ky (£). (28)
k=1

3at e[ty ty)Bamu | t—1| < A(P) < dmorypa|x(t)—x(t;)| < &, maje||x—xp|lL- < €.
Otyna je
IA(x) = Axz) < IAlle. (29)
C opyre cTpaHe, UMamo

n

Axz) = D (Ao 0) = D % (0 (1 (1) =y (1e1) = D 2(1) Ay (i1, 1)) =
k=1 k=1 k=1
b
—J Xg) d}.y,

b
J xdA, —A(x5)

na je

b b
<llx—xplloa V2 y < V' ye.

b b
f xd/'ky—f Xgp dA
a a

A(x)—fbxdky‘ < e(/[All+ V?y), omHocHO ¢(x) =

a

Ogpatne, u U3 (29) Hama3uMo

Alx)= fab xdA,, jep € MOXke OMTH MPOHM3BOILHO MaJIO.
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Haj3an, na je dyHkuMja y jeDUHCTBEHA, CIeNH, jep ako jeJHAKOCT BaXKH 3a JIBe
dyHKIMje y; U ),, OHIA je U y; — ¥, € NBV|a, b], a je

b
of x(t)d(n(t)—w(t)),

Ila Ha OCHOBY jeJHAKoCTH (25) Hanasumo ||y, — 3|l =0, 1j. 31 = )». OBUME je noka3s
3aBpLIEH. O

3.19. Mocnennna. L*((a,b),m)* 2 L'((a,b), m). Haxney ouuiiem cyuajy
gyannu fpociiop, apociiopa L nuje usomopdan ca L.

Zoxas. U3 IpeTXomHOT CTaBa MOXEMO 3aK/byuuTH aa je Cla, b]* 2 L'(a,b). 3a-
HCTa, TPECTUKABAE
L'(a,b)>f— fdme.# (a,b)

je U30METPHUUKO yTaname, jep je

b
lf dmll., = lfdml(a»b)—f Ifldm =1l

MelyTtuMm, cnrka Tor nmpecirKaBama HUje [ieo TpocTop ./ , HAUME, Hhera CauydumbaBajy
HCKJBYYHBO Mepe allCOTyTHO HeNpeKkIKHe ¥ OBHOCy Ha JIederosy.

C mpyre crpane, npoctopu ./ (a,b) u NBV|[a, b] cy nusomopdHy, jep je npec-
JIUKABake

NBV(a,b]>g— Ag€.#(a,b)

Koje (pyHKUHjU g nopesbyje oprosapajyhy Jleder-CtuntjecoBy mepy, U30METPUUKHU
usomopduzam. Haume, |A4](a,b) =Vlg.

Kana cmo saxwyunnu Cla,b]* 2 L'(a,b), onna Ha ocHoBy CTaBa 3.15 HMamo
L'(a,b) G Cla,b]* = L*(a,b)*/Cla, b]°, omaxne ce Buau 1a je L°(a,b)* 3HaTHO
sehu mpocrop oxn L'(a,b). O

[TocToje HapaBHO, mpuMepH mpocTopa ca MepoM (X, I, 1) TakBu gaje L (X, u)* =
LY(X,u). Ha npumep, X ={1,2,...,n}, a u = v bpojauka mMepa.

AQjyHrOBaH H KOHjyTOBaH ONepaTrop

3.20. bununeapHe ¢popme. Hekaje H Xundepros npoctop, uHekaje A: H — H
OTrpaHUYeH JuHeapaH onepatop. [Ipeciukasame 1: H x H - K

Q(x,y)={(Ax,y), (30)
vMa cnepneha cojcTBa

(1) QA1x1+A9%2, ) = A1Q(x1,¥) + A22(X2, ¥ );
(i) Q(x, 1)1+ p2y2) = 2%, 1) + H2Qx, y2);
(iii) Tlocroju koHCcTAaHTa M > 0 TakBa fa je [Q(x, y)| < M| x|yl
IIpBa #Ba Cy jefHOCTaBHE MOCIEAHLE THHEAPHOCTH, OFHOCHO aHTHIMHEAPHOCTH
CKaJlapHOT ITpOM3BOjia, Jok ce Tpehe ynaxko u3soau nomohy Kowmwu [IBapuose Hejen-
HaKOCTH

12(x, y)l=KAx, y) < llAx(lIly I < [l Ly 1] (31)
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[MoncTakHYTH OBUM NMPUMepOM IedHHHUIIeMO Tojam dusuneapre popme. Haume,
npecivkaBawe ) : H x H — K koje ucnymwasa cBojcTtsa (i), (ii) u (iii) HasuBamo
olpanuuena OunuHeapHa Gopma W oipanuuer OUTUHEAPAH QYHKUUOHAT.

IIpumegda: TepMuH ,duivHeapHa“ HUje O Kpaja MpelusaH, jep ) HUje JTUH-
eapHoO 1Mo obe IMpOMeH/bUBe, HEeTo je JIMHeapHO IO ITPBOj, a aHTWIMHEAPHO 110 PYTOj
IIPOMEH/BUBO]. M €HIVIECKM M PYCKH je3UK MMajy 3rOfHE TEPMHUHE KOjUMa OIUCYjy
oBaj ¢eHoMeH. OHHM y HAIIOj TPAHCKPUINLMjHU I7ace ,CeCKBUIMHEapHa“, OFHOCHO
,IIOJIyTOpa/liiHeapHa“ (popMa U OTIIPWIKKE 3Haue ,jellaH U 1o MmyTa JuHeapHa“. CBU
IIOMEHYTH U3pasy He 3BYYE JIENO, TE Ce OB/ie KOPUCTH U3pas ,0mirHeapHa“ ynpkoc
TOME IITO j& HEMPELH3aH.

Hajmama koHCTaHTa M 3a K0jy Bak CBOjCTBO (iii) HasuBa ce Hopma dSunuHeapHol
Qyunxyuonana 2 v o3Havasa ce ca ||Q||. Kao uy ciyyajy onepaTopa, MOry ce U3BeCTH
¢opMmyre 3a uspauyHaBame HopMe ||Q|:

12(x, y)l

Q= sup ————= sup |Qx,y)|= sup [Q(x,y)
oxyer XYL xi=iy1=1 llxILlyli<1

[Tpumetumo na u3 (31) usnasu
[l < [IAll. (32)
MehyTtum Baku 1 00paTHO:

3.21. CtaB. 3a cgaxku oipanuuer OunuHeapan GyHKUUOHAT, UOCTHOjU jeguH-
cigen oipanuuex otiepaitiop A € L(H) waxae ga eaxcu (30). Taga eamu u
€201 = M1All.

Joxas. duxkcupamo x € H ¥ nocMarpamo npeciukasawe ¢, : H — K pgarto ca

¢x(¥) = Q(x,y). Ha ocHoBy cBojcTBa (ii), mpecnnukaBame ¢, je JUHEApHO, a Ha
OCHOBY cBojcTBa (iii) oHO je orpannyeHo. Ilpeuusuuje Baxu |||l < [|Q|||x|], jep je

lox(y)I=12(x, y)I<IMIIx[[11y1l-
[TpeMa PuCOBOj TeopeMH, TOCTOjU jeMUHCTBEH BEKTOP z = z(x) € H TakaB Ia

BaXH ¢, (y)=(y,2), 1j. A(x,y) = (y,2) = (z, y), onHOCHO
Qx,y)=(z,y).
Jedwunumemo npecnukaBamwe A: H — H ca Ax = z(x). Taga je
Q(x’y) = (Ax,J’)-

3a cama He 3HAMO Yak HU Jia je A muHeapHo. MehyTum, Ha OCHOBY cBojcTBa (i), 3a cBe
X1, X2, y € H u cBe A, A, € K uMamo

(A(A1x1 +A2X2), ¥) = QA1 X1 + Ao Xo, ) = 41Xy, ¥) + A0 xa, y) =
A1({Axy, y) + Ao(AXy, y) = (A1 Axy + A2AXs, ¥),
Tj. (A(A1x1 + Aax2) — (A1 Ax; + A3AX,), ¥) = 0 3a cBe y omaie je A(A;x; + Agxo) —
(A Ax; + AyAxy) =0, 1Ia je A THHEAPHO.
C opyre cTpaHe, BaXXU U

[{Ax, y)l = 12(x, y)l <l xIy 1,

3a CBe X, ¥ € H, ma kajga cTaBuMoO y = Ax Hamasumo ||Ax|]? < ||Ql||x|||Ax]|, Tj.
[[Ax]| <[l x]|, omakse je [|A[l <[|2l, wTo 3ajento ca (32) maje [|Al| = |l 0
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3.22. Cras (agjynroBaH oneparop). Hexa je H Xunoepitiog iipociiiop, u HeKa
je A: H — H olpanuven nuHedpau otepaitiop. Taga fiociioju jeguHcitigeH
ouiepawiop A* : H — H waxas ga 3d cee x, y € H sawu
(Ax,y) = (x,A%y). (33)
ITpu wome je ||A*|| = ||Al|. Otiepaitiop A* na3ued ce aIjyHIOBaH 0#epainiop
otiepaitiopy A.
Hpugpymueawe A— A* uma crnegeha ceojciiiea
(i) (A7) = _
(ii) ()LA—i—,uB) = AA*+uB*;
(iii) (AB)*= B*A*
(iv) [1A*All = llA]”.

Hoxa3. TpecnukaBamwe 2: HxH — K garocaf(y, x) = (Ax, y)jejenan orpaHudeH
OunuHeapaH dyHkuuoHan. Jlako ce Bupu u na je ||| = ||All (jep je |{Ax,y)| =
[{Ax, y)|). TIpema mpeTX0JHOM CTaBYy MOCTOjH jeAWHCTBEH OMEPaATOp B ca cBojcTBOM

Q(y,x)=(By, x), 1j. (Ax,y) = (By, x) = (x,By), ma je
(Ax’y> = (x,BJ’>-

Crora Mmoxxemo ctaBuTH A* := B, jep je || B|| =1 =||All.
Jepnakoct (33) y moTnyHOCTH ofpel)yje anjyHroBaH omeparop, Te momohy me
JI0Ka3yjeMo CBOjCTBa mpeciukaBamwa A — A*. Haume, 3a cBe x, y € H umamo

{(x,A%y) = (A"x,y) = (x,Ay),

ojakie je A*y — Ay OpTOroHamHO Ha cBe X € H, na je jenHaxo Hynd. Tako Baxu (i).
3a nokas ocobuHe (ii) pauyHaMO

(x,(AA+uB)*y)=(AAx +uBx,y) = A(Ax,y) + u(Bx,y) =
= A(x,A%y) + p(x, B*y) = (x, (AA* + TB")y),

a 3a Joka3 ocoduHe (iii)
(x,(AB)"y) = (ABx, y) = (Bx,A"y) = (x, B*A"y),
IlITo ce THye ocoduHe (iv) ©iMamo npso ||A*A|| < ||A*||||Al| = ||A|? wTo YnHY jenHy
HejegHakoct. IlITo ce Thue odpatHe, 3a duso koje || x|| = 1, uMamo
1Ax]|* = {Ax, Ax) = (A*Ax, x) < [|A*Al| || x||” = |A*All,

Na Kaja y3MeMO CYIIPEMYM T10 CBHM X, ||x|| = 1 noBujamo ||A||? < ||A*A]|. O

ITpumegda: T1ojam ajjyHrOBaHOT OMl€paTOpPa 3aCHOBAH je Ha CKaJlapHOM IMPOU3BO/Y.
AJIjyHTOBaH OIEpaToP je yOILITene 0jMa TPaHCIIOHOBaHe MaTpulie. O ToMe BUAETH
BexDame 3.26. Y banaxoBMM ITpOCTOpHMa CKaJlapHOT IPOM3BOJla HEMA, alld IIOCTOjU
KaKBa TaKBa 3aM€Ha, 10jaM OyasHor npocropa. Crora:

3.23. KonjyroBan oneparop. Heka cy X u Y Banaxosu npoctopu, A€ L(X;Y)
Y Heka je ¢ € Y*. [IpecivkaBake o A= @A : X — K je TuHeapHO kao KOMIO3UIHja
IBa JINHEeapHa, U OTPaHUUEHO, jep je

I(pA)(x)|=lp(Ax)| < lellllAx]| < ll@lHIAIx]],
opaxe je  [[p All <[l¢|l[|All.



Bexxdama 55

Hedunuuiemo npecinukabawe A*: Y* — X* ca
A =pA.
[TpecnvkaBame A* Ha3WBa Ce KOHjyI06aH 0fiepditiop OTIEPATOPY A.
Konjyiosan otiepaitiop A* je nunedpan, oipanuuen u saxu ||A*|| = ||A]|.

3aucra, [ia je A* TMHeapaH cefH jep 3a cBe x € X UMaMo

A (A +up)(x) = (Ap +pp)Ax = Ap Ax + uyp Ax = (AA @ +uA™)(x),
Tj.
A" (A +uy) = AA"p + pA™Y.

Orpanuuenoct cnenu us ||[A*p|| = || A|| < ||Alll|¢]|, omaxne je u ||A*|| < ||Al|. Jokaxxumo
cajia ¥ obpaTHy HejemHakocT. Heka je x € X, ||x|| = 1 BexTop 3a koju Bax# ||Ax|| >
[|Al| — €, roe je € > 0 yHampepn 3anat 0poj. [Ipema mpBoj mocnenunu XaH-baHaxose
TeopeMe IMOCTOju (PYHKUHOHAM (¢ TakaB Ha je ||¢]| =1 u ¢(Ax) = ||Ax||. 3a Tako
onabpaHe ¢ U X UMamo

lA*ell = 1(A%¢) x| =lp(Ax)|=llAx[|>[|All—e, 1.  [AI=[lA%¢ll>[lAll—¢,

na je u ||A*|| > ||Al|| jep € MOXxe dUTH TPOU3BOJBHO.

3.24. CrasB. IIpecnukasawe*: L(X;Y)— L(Y*; X*) uma cnegeha ceojciisa:
(i) (AA+uB)*=2AA*+uB*

(ii) Ako A€ L(Y;Z) u BE L(X;Y) onga (AB)* = B*A*;

(iii) Axocy X u Y pepnexcusnu Banaxosu apocimiopu, onga je A¥* = A.

Joxa3. (i) 3a ¢ € Y* u x € X, umamo (AA+ uB)*p(x) = ¢((AA+ uB)x) =
Ap(Ax) +pp(Bx) = (AA"+uB") ¢ (x).

(ii) 3a ¢ € Z* 1 x € X umamo (AB)*p(x) = p(ABx) = A*p(Bx) = B*A*p(x).

(iii) Heka je A, € X** dynxuuoHan 3agat ca A, (@) = ¢(x) 3a cBe ¢ € X*. Tana je
3ay e Y* A*A (@) = A (A%Y) = Ay (x) =Y (Ax) = A 0, ma je A™A, = Ay, THTO
y3 usomopdusam, Tj. uoeHTUPUKaLUjy x «— A, gaje A¥x = Ax. O

Bexbdama

400
3.1. [loxasatunajecan, = Y —> &y AeHHUCAHO jeNHO THHeapHO npeciukaBame A: 12 — 2, Ax =y,

x = (E1)720 ¥y = (ni){ 5. lokasatu na je A orpaHUYEH M H3PAYyHaTH My HODMY.

3.2. Hexaje Q< C[0,1] marca2={x € C[0,1]]| x(0) = x(1) =0}.
a) Joka3aTH fia je {1 3aTBOpeH BeKTOPCKH normpocrop of C[0,1];
6) Heka je Cy(—00,+00) ckyn far ca

Co(—00,+00) ={x:(—00,+00)—C|x Henpexyu:u{al,zliinoo x(t)=0},

a HOpMa Ha beMy je nata ca || x|| = sup;eg |*(¢)]. [Jokasatu ga ce sup MOXe 3aMeHUTH ca max. JlokasaTH
na je npecnukaBamwe T : 2 — Cy(—00,+00) naro ca (Tx)(t) = x(%) U30METPHYKH H30oMopdH3am,
Tj. #a je nuHeapHo M ma je ||Tx|| = |[x||. 3axmyuutn oparne pa je Cy(—00,+00) BaHaxoB MPOCTOP.
[YIyTCTBO: HCKODHUCTHTH YHIBEHHULY fla Ce TPecInKaBameM ¢t — (2¢—1)/¢(1—t) untepsain (0, 1) SujeKTHBHO
Ipec/iyKaBa Ha (—oo,+00).]
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3.3. 3a pyukumjy x € L' (R) mena dypujeosa tpanchopmanmja je gata ca

—+o0
(Fx)(s):‘%f_oo e Sx(t)dr. (34)

a) Joxasatu fa je yHkuuja F x HempekupHa (nckopuctutu TIK);

6) Jokasatu fa je limg .00 Fx(s) =0;

B) [lokasaru na je npecnukaBame F : L1(R) — Cy(—00,400) nato ca (34) KOPEKTHO feHHUCAHO,
JIMHEAPHO U OTPAHHYEHO;

r) lokasatu na je | F|| = 1/+/2x. [Ynytctso: 3a x >0 je (Fx)(0) = (1/v/27)]|x]|.

3.4. Hexa je a peanaH dpoj.

a) loxasaTH Jia je CKym

400
LY([0,+00),e”% dt) = {x: [0,4+00) — C| x MepmuBa, || x||, :j e x(t)] < 400}
0

banaxoB npocTop.

6) Hoxasatu ma je ckyn Cpla,+00) = {x : [@,+00) | x HempexuaHa, lim,_, o x(¢) = 0} baHaxos
IPOCTOP aKo Ce Ha HBeMy yBezie HopMa ca || x|| =sup,sq |x(¢)]. Jla 11 yMecTo sup MOXe Jia CTOjH max?

B) JJoxasaTu ja je npeciukasame L : M, — Cla,+00) garo ca

+oo
Lx(s)= f e'x(t)dt, (JTammacoBa TpaHchopmanuja)
0

KOPEKTHO He(bIrIHPICaHO, JIMHEAPHO W OTPAHHAYEHO,
1) Ompepury ||L]].

3.5. Iato je mpecmkasame V : L2(0,1) - L2(0,1) ca

(V) :th(f) dr, (BonTepuH onepartop).
0

a) JokasaTu fia je V JMHeapaH, OrpaHUY€eH M OLIEHUTH My HOPMY, Tj. Hahu koHCTaHTy M TakBy fa je
[|[V]|< M. [YoyTcTBO: NIpUMEHHTH XeNnepoBy HejemHakocT Ha f u 1];
©) Ila v je cnuka ran V 3aTBOpEeH NOTIPOCTOP?

3.6. laTo je mpecnukaBawe A: [P — 1P (p>1)ca Ax =A(E1,89,...) =(E1,E2/2,...,En/n,..0).

a) JoxasaTu fia je A MMHeapaH, orpaHHUYeH U 1a je ||A||=1;

6) IloxasaTH fa CJIMKa ranA HHje 3aTBOpeHa. [YIMyTCcTBO: ranA caip)u DasHe BEKTOpE ej, alH He
canpsxu BeKTop (1/n),>1.]

3.7. Heka je X banaxoB mpoctop ¥ Heka je L(X) = L(X;X) NmpocTop CBUX OTPAaHHYEHHX JTHHEAPHHX
npecavKaBama mpocropa X y camor cede.

a) Ako A, B € L(X) mokasaTu #a u komno3uuuja AB (ckpaheHa o3Haxa 3a Ao B) npunana L(X).
DNoxasatu u ||AB|| < ||All[| Bl;

6) JokasatH na Baxke 0ba 3aKoHa gucTpudytuHocTH A(B+ C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
[TprMepoM nokasaTH fla HE BaKH 3aKOH KOMYTaTHBHOCTH AB = BA. [YnyTcTBo: Ako je dimX =n < 400,
oHpa ce L(X) Moxe onmucaTH MaTpHLiamMa THIIA 1 X 71.]

B) L(X) je npcreH y omHOCy Ha omepauuje + u o. JJokasaTd. Jla 1M Taj OPCTEH MMa je[JUHUYHH
€JIEMEHT?

3.8. Hekaje Ae L(x)=L(X;X), u Heka je ||A|| < 1.
; _ Nt an .
a) loxasatu f1a je pen B =, °) A" anconyTHO KOHBEPIeHTaH, la TAME ¥ KOHBEPTeHTaH;
6) loxasatu na je B(I—A) = (I—A)B = I, rae je I o3Haka 3a MAEHTHYKH ONEPaTop, Ma U3BECTH

3aK/byyak fia je I — A MHBepTUOWIHO NpeciuKaBamwe Kafj rof je [|A|| < 1.

3.9. Hexka je A orpaHuWueH JHHeapaH oneparop Ha baHaxoBom mpoctopy X. HcnuraTtw fa Jd W3pasu
[[x]ly = IAx|l, [Ix]l2 = llx|| + ||Ax]|| 3anajy yBex Hopmy Ha X ? [la nu je X baHaxoB mpocTop y 0OJHOCY Ha Te
HopMe? [la v cy Te HOpMe eKBUBAJIEHTHE MOIa3HOj?

3.10. Hexka je X = {x € C[0,1]|3x’, x”- Henpexupuy, x(0) = x(1) = 0} mornpocrop mpocropa C[0,1] u
Hekaje A: X — C[0,1] Ax =x".

a) JJokasaTH fa je X BEKTOPCKH MOTHPOCTOP, Aa HHje 3aTBOPeH H Ja Huje cByna ryct y C[0,1]. [3a
HOCTefke X, — X NOBNa4H X, (0) — x(0).]
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0) lokasatu 1a X1, X9 € X, X1 # Xo = Axy # AXsg;
1
B) 3a y € C|[0,1] xoHCcTpyH1IeMo PyHKUHjy Xx(s) = f K(s,t)y(t)dt, rneje
0
_[-t(1=s), O0<t<s<i
K(S't)_{—s(l—t), 0<s<t<1’

IlokaszaTu na je Ax = y;
r) JlokasaTy Aa NOCTOjH HHBEP3HH oneparop A~! : C[0,1] — X;;
1) Ooxasatu fa je ||[A™1|| < 1 u nahu cBa pemema jeqHaunHe Ax = X.

3.11. Jokasatu fa je ¢* = [, 1j. na 3a ¢ € c* mocToju jemuHCTBEHO ¥ = (19,71,...) €I ca cBojcTBOM

—+00
‘P(x)=ﬂonliinm§n+r;5nﬁnv x=(&n) (35)
kao u 1a je ||¢||=1yll;. [Tlopen e, mocmarpartH u Bektop e = (1,1,...) U nokasaru ga 3a x = (£1,&5,...),

& =limy, oo &y Bakm [lx—(Ee =3¢ (Ex—E)er)l|—0.]

3.12. Jloxasaty naje L1 (X;u)* = L°°(X;u), Tj. na 3a cBak¥ ¢ € L' (X; ) MOCTOjH jenuHCTBEHA BYHKIHja
y € L°° TakBa 1a je

<P(X)=f x(1)y(e)du(r),
X

kao ¥ a je ||l =¥ lloo-

A13. Ka je ¢q CKYIl OHMX HHU30Ba X = KOje ToCToju
3.13. Hexka je ¢y cxyn o 30Ba £,) € 1°° 3a koje mocto

. E1+&2++&,
m —-
n—+o00 n

(36)

a) loxasaTH J1a je ¢; TUHeapaH mormpocrop ox [°°. Jla 1 je ¢; 3aTBOpeH?

6) INokasaty #a je ca (36) nedrHUCAH OrpaHUYEeH JIMHeapaH QYHKIMOHAI Ha ¢;. JJoka3aTy fa oCToju
¢ € (1°°)* Taxas ma je ¢|., obmuka (36).

B) JlokasaTH fia ¢ He Moxe OuTH obnuka (35) HUTH obuka (8), ma 3aK/by4uTH Aa je (1°°)* 2 1.

3.14. Hexa je X banaxos npocTop, U HEKa @ € X*.

a) MoxasaTu na je dim(X/kerp)=1. [3a Ma koje x, y € X, ¢(x)y —¢(y)x €kery, na cy cBaka nsa
x +ker p u y 4 ker ¢ nuHeapHO 3aBHCHA. ]

6) Ao je ¢ (x) # 0 noxasatu zaje ||¢|| = |p(x)|/d(x,ker ¢). [MIMUTHpaTH JOKA3 YETBPTE MOCTERHULIE
Xan-banaxose TeopeMe.]

3.15. Heka je X BanaxoB mpoctop 4 L < X, dimL = n < +00o. [loka3aTd fa je L KOMIUIeMeHTapaH.
[3a Basy xj, 1 < j <n on L dopmupatu dynkuuonane ¢;, ll¢;ll =1, ¢;(x;) = |Ix;|| n nokasatu na je
X=L+M,rneje M =kerpin...kery,.]

3.16. Hexka je X baxHaxoBs npoctopu L < X NMOTHPOCTOP KOHayHe kogumenswje, Tj. dim(X /L) = n < +oo.
a) JJoxasaru fa je L koMmniemeHTtapaH. [MCKOPHCTUTH JIeMy O CKOPO ODPTOTOHA/THOM BEKTODY, fia Ce
Habhy x1, ..., X, T0j. x; + L basa 3a X/L.]
©) JokasaTu fa NocToje @1, ..., ¢, € X* TAj. L =ker 1 N---Nkery,.

3.17. Hexa cy fy, ..., t, € [a,b], Heka cy ¢; € C, u Heka je ¢ : Cla,b] — C pato ca p(x) = c1x(t1) +
Cox(f2) 4+ cux(ty).

a) JJokasaTH Jia je ¢ orpaHUYeH IHHeapaH GyHKUHOHAT Ha npocTopy Cla, b).

6) C ob3upom Ha penpeseHTauujy myanHor npocropa Cla,b]* onpenutn dyHkuujy g € NBV|a,b]
Tako za je p(x) :fab x(t)dg(1).

B) Ompenutu HOPMY ||¢||.

3.18. Hexaje : ¢y — Cuarca p(x) =% & /2k.

a) Oppenuty ||¢]|.

0) JloxasaTy ma MOCTOjH HenmpedpojHBO MHOTO PaslIWYMTHX (pyHKUHOHama A : ¢ — C TakBHX ja je
Al¢y = . [Ynopenutu dopmyie (8) u (35).]
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3.19. Hexa je h:[a,b] — [a, b] HenpexunHa, pactyha dyHKUH]ja, TakBa fa je g(a)=au g(b)=b.

a) [lokasaru ja je ca ¢ (x) = f: x(h(t))dt neduHuCcaH orpaHUYEH IHHeapaH QYHKIUOHAI Ha PO-
cropy Cla, b].

6) C 0631pom Ha penpe3eHTauujy syanHor npocropa Cla, b]* onpenuty dyHkuujy g € N BV [a, b] Tako

. b . . . Y .

naje ¢(x) = fu x(t)dg(¢). [IpBo creuujanaH ciydaj kaga cy dyHkuuje h u h™ nudepHeuujadunHe
(cMeHa IpOMEHBUBE), a TOC/Ie CMEHa NpoMeHsbUBe y CTHITjecoBOM HHTerpaiy. [1o motpedu Moxe mpBo U
jour konkpeTHuje, Hnp. a =0, b =1, h(t) = t2.]

3.20. Hexka je Y Bextopcku notmpoctop banaxosor mpoctopa X uHekaje T : Y — [°° orpaHHYeH IHHEapaH
oneparop. JlokasaTy Jja OCToju npopyxeme 17 : X — [ onepatopa T Takso fa je | T1|| =||T||. [Heka je
T; : Y — C byHKUKOHAT KOjU BEKTOPY U3 y € Y nopemyje j-Ty koopauHaty Bexropa Ty € [°°. CBaku o
BUX IPOJYKUTH 10 TeopeMH XaHa baHaxa.]

3.21. Hexka je g, HM3 CBUX pauMOHanHUX dpojesa u3 [0, 1], Heka je

T 1
()= or ),
k=1

a) JokasaTH Jia je ¢ orpaHUYeH NuHeapaH dyHKuUoHan Ha C[0,1].
6) Kaxo capa usrnena dyHKIHja g Tako Aa je ¢ (x) = fol xdg?
B) Ompenuty HOPMY ||¢||.

3.22. Hexka je ¢(x) = f: x(t)dg(t) orpanndeH nuHeapaH ¢yHKUUOHAT Ha Cla, b]. ITlokasartu #a je g
pactyha (1j. ma je ogrosapajyha Jleder-CtuntjecoBa mepa NO3UTHBHA) aKO U CaMO aKko (¢ MMa CBOjCTBO Aa
je ¢(x) >0 3a cee x 3a koje je Y, x(¢) > 0. [3a Teku cMep: HeNpeKHaHE Cy rycte y L', ma mpuMeHHTH
WHTerpal Ha yg.]

3.23. Hexaje ¢ € Cla, b]*. [loxa3ary #a je ¢ MyNTUIUTHKATHBaH (Tj. 1a je ¢ (xy) = ¢ (x)¢(y) axo u camo
axo je odnuka ¢ (x) = x(t) 3a HeKo ¢ € [a, b]. [3a TeXH CMep: aKo MOCTOje ZUCjYHKTHHU CKYIIOBH A U B Thj.
Ag(A), Ag(B) # 0 xoHCTpyHcaTH dyHKUHMje X U y Koje obapajy MyITHIUTMKaTUBHOCT. OfiaT/ie 3akbyyuT
na je Ay aToMapHa Mepa, Tj. fa je Ag ([a, b]\ {t}) =0.]

3.24. Hexka je X pednexcuBaH baHaxoB mpocTop, U Heka je ¢ € X*. Jloka3aTHo Jja MOCTOju X € X, TaKBO Jia
jellxll=1un ¢(x)=]|l¢ll. [IIpema mpsoj nocnenuuy XaH-banaxose Teopeme Hahu oxroeapajyhe A € X**,
a 3aTUM Ha OCHOBY pedIeKCUBHOCTH X, TIj. A =A,.]

3.25. Heka je X pednexcuBaH banaxos mpocrtop, u Heka je T C X*. Jokasartu ga je (T.)° = ZLin(T).

[Mcxopuctutd (T°), = Zin(T) u X* 2 X ]
3.26. Hexa je H = C" xoHa4HO JUMeH3UOHaaH XUI0epTOB MPOCTOP Ca CkadapHUM TTPOU3BOJIOM
(x,J’) = <(§1v§21“-y§ﬂ)1 (nlrn2v'“!nn)) = glﬁl +52ﬁ2 +'“+§nﬁnv
U Heka je A: H — H nuHeapHO MpecjinKaBalbe Ca MaTPUIIOM [aij]?:l,?:r [lokasaTu fa aJjjyHroBaHO

TpeciuKaBame A* uMa MaTpHlly [a@;;]7; ;’:1, Tj. la je MaTpHulia afijyHr0BaHOTr onepaTopa TpaHCIIOHOBaHa
MaTpHIIa K0jOj CY CBH YWIAHOBH KOMIUIEKCHO KOHjyTOBaHH.

3.27. Hexaje A: C[0,1] — C[0,1] pato ca y = Ax,

1
y(s) :J x(t)sin(st)dz.
0

a) JoxasaTH J1a je A TMHeapaH, OTPAaHUYEH U OLIEHUTH HOPMY.

6) OnpenuTH KOHjyroBaH oneparop A*: NBV[0,1] - NBV[0,1].

B) Kopucrehu Teopemy Apuena-Ackoidja, IOKa3aTH [a je civka jeguHU4He yonte {Ax | ||x|| < 1}
PelaTUBHO KOMIAKTaH CKyTI.

3.28. Hekaje A: 11 — LP(0,1), 1< p <400 maro ca y = Ax,
o0
y(t)zzgktkr xz(&O)El"")'
k=0

a) JoxasaTH J1a je A TMHeapaH, OTPAaHWYEH U OLIEHUTH HOPMY.
6) OmpenutH KOHjyroaH oneparop A*: L9(0,1) — 1°°.
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B) Mema 1 ce 1ITa, ako je p = +00?

3.29. Hexa je § > 0. [lato je npecnukasawe T: 12— 12 ca Tx =y,

1 < .
0n=m;€b x=(Ex)k=1,Y = (Mic)k=1-

a) lokasaTu fia je T nMHeapaH, OTpaHUYEH U OLIEHUTH HODMY.
0) Ompenuty anjyrosaH omepatop T*.

3.30. [lato je mpecnukasame T : L2(0,1) — L2(0,1) ca Tx =y,

y(1) =g(2)x(1).
a) lokasaTu fa je T nuHeapaH, OTpaHUYEH U OLIEHUTH HODMY.
©) Onpenuty apjyrosan onepatop T*.
B) JloxasaTH fa je T = T* ako 1 caMo ako g(t) € R cxopo cByzna y ogHocy Ha Mepy JleGera.

3.31. [Jaro je npecnukaBame A: C[0,1] — C[0,1] ca Ax(s) = x(s) +fos sin(s+t)x(¢)dt.
a) JJokasaTH [ia je ped 0 OrpaHHYEHOM THHEAPHOM IIPeC/IUKaBamby, Yhja HOpMa He peBasuiIasy 2.
6) OppenutH KOHjyroBanu onepatop A*: NBV[0,1] - NBV|0,1].

3.32. Ha XunbeproBom mpoctopy /2 ca yobuuajeHrM CkalapHUM MPOU3BOMIOM 1ar je omepatop U : 12 — [2,
cal(&1,€2,83,84-..) =(£2,84,86)---)-

a) OnpenuTH afjyHrosaH onepartop U*.

6) Joxasatu fa onpatop U Huje 1—1, anu na jecre ,Ha“.

3.33. Ha Xunbeprosom nmpoctopy L2 (0,+00) nato je npeciukasame T f(x) = f(x +1).
a) OppenuTy anjyHroBas oneparop 1*.
0) Ucniutatn ma mu Baxku T T* = T*T.

3.34. Hexajea>0,p>1ul/p+1/q=1. dopmynomn, =n"¢ f0+°° e ! f(t)dt, maro je mpecIMKaBame
A:LP(0,400) =19, y = (n,)}35 = Af.

a) JoxasaTH Jia je A TMHeapaH ¥ OrpaHUyYeH OIepaTop.

6) OnpenmuTH KOHjyroBaH omeparop A*: [9* — LP (0, +00)*.

3.35. Husy (&,,) € cp nonenmumo byHkuujy f Ha cinegehu HaunH. f(x)=n(n+1)(E,—&,q1)x+(n+
1)&p41—néy, 3a %H <x< %

a) [Moxasaty na je dynkuuja f HempexunHa Ha (0, 1], Te fa je TUMe KOPEKTHO 3a[jaTo MPeCcIHKaBambe
A:cy— C[0,1].

6) JoxasaTH fa je A OrpaHHYeHO JIMHeapHO Npec/vKaBambe U ONPEeIUTH HeroBy HOPMY.

B) Hahwu konjyrosan oneparop A*: NBV[0,1] — I1.

3.36. Jlato je npecnukaBame A: LP(0,1) — [P, nomohy Ax =y, n, = n%fol t”2x(t)dt. Ilokasatu na je
A nTMHeapaH ¥ OrpaHUYEH ONEPaTop U OApenuTH A*.
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Kareropuje

4.1. Jedununuja. Hexa je (M, d) MeTpUYKU TIPOCTOP.

(a) 3a cxkyn A € M xaxxeMo Ja je Hulge Iycli ako HEroBO 3aTBOPEE HEMA YH-
yTpaUIBHX Tadaka, Tj. ako je intA = . O4ornegHo je cBaKH MOACKYI HUTLE
TYCTOT CKyIla Takole HUTZe IyCT.

(8) 3ackyn AC M kaxxeMo 1a je ipse kaitielopuje UK fipae Bepoee1 Kateiopuje ako
Ce MOJK€ ITPUKa3aTy Kao HajBULIE NpedpojuBa yHUja HUTIE TYCTUX CKYIIOBa,
Tj. axo je A= U::i E,, rne cy F, HUTJE TYCTH CKYTIOBH.

Ha npumep, ckyn pauuoHaaHUX OpojeBa je IpBe KaTeropuje y METpUYKOM Ipo-

cropy (R,d), tme je d(x,y) =|x — y| cTaHEapOHa MeTpUKa. 3aKCTa, CKYIIOBH

k
Fn:{zlkez}, nelN

Cy 3aTBODEHHU U CaCTOje Ce€ 0 HM30/I0BAHUX TaYdKa, IIa Cy HUTOE I'yCTH, d OUYUTO Q =
+00
ne1 Fn-

Taxobe monckyn ckyna npBe KaTeropyje Takohe je mpse kareropuje.

(B) 3a ckynm AC M xaxeMo fia je gpyle kaineiopuje Win gpyie bepose xameiopuje
aKo HUje MpBe KaTeropuje.

4.2. TeopeMma (bepoBa o kateropujama). Hexa je (M, d) xomiineitian meii-
puuxu dpoctwiop. Taga je M gpyie (bepose) kaltielopuje y camom cedu.

Joxas. ITpeTnocTaBUMO CynpOTHO, 1A je

400
M= A, (1)
n=1

"René-Louis Baire (1874-1932) — (paHLyCcKH MaTeMaTH4ap
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e cy A, HMrAe ryctu ckymnosd. Kaxko je 3a cako n, A, CA,, T0 je oHga U M =
:;"i A, DX YEMY CBH CKYTOBH A, UMajy NpasHy YHYTPaIIKbOCT, Tj. HE Caip’Ke HU
jemHy OTBODEHY JIOTY.
dopMupamo UHIOYKTUBHO, HU3 Tayaka X, U HU3 dpojesa r, > 0 Tako Ja BaXXu

B(%3 ) € B(%y 1510 1/2) N4, (2)
Ha cnegehy HauMH.

Hexka je x; eZlc npousBo/bHO. (TakBO x; MOCTOjH, jep A; MMa ITpasHy YHyTpall-
HOCT, 11a je CUTYPHO A, S M.) Kako je Zlc OTBOPEH (jep je KOMIUIEMEHT 3aTBOPEHOT)
TO MOCTOju 71 > 0 ca CBOjCTBOM B(Xy;7) QZIC.

Kaxo ckym A, He canp)Xu HUjeoHY JIONTY, TO He MOXe OUTH B(xi;1/2) C Ay, Ma
TIOCTOjH Xy € B(X1571/2), X € Zg. Tlame, ckyn B(x;; r1/2)r122c je OTBOpEH, Kao Ipecek
IIBa OTBOPEHA, Ia TMOCTOjH I, > 0 ca CBOjCTBOM B(Xy;15) C B(xy;71/2) HZS.

INCITUKA!!
[TocTynax HacTaBbaMo HHAYKTUBHO. Hekacy xy,..., x, U ry, ..., 1, Beh ogpehenu.
—C —
Cxynm A, | | ©Ma MpasHy YHYTPALIKOCT 1 He MOKe DUTH B(x,;1,/2) €A, 41, A TIOC-

c : —C
ni1- C 0D3MPOM ma je B(x,;1,/2)NA, |

MIOCTOjH 7,1 TaKo Aa je B(X, 1;7my1) € B(x,;7,/2) HZEH. OBuMe je KOHCTPYKIIHja
HU30BA X,, U I, 3aBPIIEHA.

W3 ycioBa (2) HemocpenHo u3inas 1, < r,,_1 /2, ofakiie jeTHOCTaBHO 3aK/by4yjeMo
Ia r, onazgajyhe texxu ka Hynu. Takohe 13 (2) ©MaMo U 1a 3a m > n BaKH

B(Xp; 1) © B(X,371,,/2),

TOJU X, 1 € B(X,;1,/2), x, €A OTBOpEH, TO

na je nmocedHo x,, € B(x,;1,/2), Tj.

IITO C€ MO)XE YYMHHUTH MamKM OJ IPOM3BOJBHOT YHAIIpE[ 3aaTor &€ > 0 3a JOBOJBHO
Benuke m, n. Iakie, HU3 x, je KouyjeB HU3, Ma KOHBEPTUPA, jep je M KOMIJIeTaH.
O3HaYMMO HET0B JIUMEC Ca X.

Hexka je n € N npoussossHO. IIpomackom muMecoM Kag m — +0o90 y (3) Hanasumo
naje d(x,x,) <r,/2<ry,, 1j. x € B(x,;r,). 300r (2) OHIAa ©UMaMO U X GZS. Otyna
x ¢ A, uu 3a jenHo n € N. To ce, mel)yTuM npoTuBH jenHakocTH (1). (]

Jaxne, ckyn peanHux Opojesa je gpyre kaTeropuje, 3a pasjivKy off CKyTa pamnno-
HasnHuX OpojeBa (y merpuukom npoctopy (R,d)). Crora ckynoBe mpBe KaTeropuje
CXBaTaMo Kao MaJle CKYIIOBE Y KOMIVIETHOM METPUYKOM IIPOCTOPY.

Hapepnu cTtaB je, y TOM CMHCIY, TOCeDHO 3aHUMI/BUB. Y MOUYETKy C€ YMHH Ja
HeNpeKkUJHOCT QyHKIUje rapanTyje sudepenurjadmiHoct dap Herge. To je Tako 3aTo
LITO y IOYEeTKy PagjuMo ca eleMeHTapHUM GyHKIMjama Koje Hemajy U3BOJ] TeK Y 10
Hekoj Taukd. Kazma ce mpBW myT BUAM, TpuMep Bajepiitpacose dyHKuHje, PyHKIHjEe
KOja je HelpeKkuIHa Y CBaK0j TaUKH, @ HEMa U3BOJ HU V jeJHOj TpefcTaB/ba U3HeHale-
Be. Ay, ... TakBe PyHKIUje HUCY u3y3eTak. OHe cy mpaBuilo...
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4.3. CraB. Cxyu D ceux netipexugnux QyHxyuja xoje umajy u3eogy oap jeguoj
wauxu je ckytl ipee xatmelopuje y tipociiopy Cla, b].

Hoxa3. Hexa je F., k € N ckyn cBux ¢yHkuuja x € Cla, b] 3a xoje nocroju t €
[a, b] Tako ma je

x(t+h)—x(t)
h

3a cBe h € R 3a Koje HaBeleHU U3pa3 UMa cMUCTIa. AKo je x gudepeHuUjadunHa y
HEeKOj TaYKH ¢ OHJIA MOCTOjU IPAaHUYHA BPEOHOCT KOJUYHUKA TOI MOLYIOM Y (4), ma
je Taj KOMMYHUK OTpaHWYeH 3a h dnucko Hymd, HOp. 3a |h| < hy. dykudja x je u
HernpekuzHa Ha [a, b] u THMe orpHauveHa, HIp. |x ()| < M u Taga 3a |h| > hy ©Mamo
[(f(t+h)—f(t))/h|<2M/hy. Oakne nocroju k € N TakBo ma (4) BaXku 3a cBe I, Tj.
x € F. 3a HeKo k u oTyna

<k (4)

+00
pcl k.
k=1

Crora je IOBOJBHO JOKAa3aTH fia Cy CKYNOBHU F;. HUTTE TYCTH, jep je oHpa D nonckyn
CKyTia NpBe KaTeropuje, na je ¥ cam Takas.

JloxakuMo IpBo Aa je ckyn F; 3atBopeH. Hekaje F; 3 x,, — X, Tj. X,, = X, © HEKa je
t, € la, b] Tauka y kojoj dyHKIHja X, UcIywasa ycnos (4). Hus f, ”Ma KOHBEpPreHTaH
nogHu3 Koju hemo fa He OM KOMIUIMKOBAIM O3HaKe Takohe o3HAUMTH ca t,. Heka je
HBEroB TUMec jefHak t. Taza je

x(t,+h)—x,(t,+h)
h

x(t+h)—x(¢) -
h

x(t+h)—x(t,+h)

e

X (y +h) — X, (1)
h

+

(5)
Axoje & > 0 gato, oHJa ce 300r HeNPeKUAHOCTH QYHKIMje x IPBU U IOCIeAbH cadbupak
y (5) MOXe YYUHUTH MakbUM Off €/4 33 1 OBOJbHO BeluKo. Y apyryu v ueTBpTH cadupax
Ce MOTY YYUHHUTH MabiM 0] £/4 jep x,, paBHOMEPHO KOHBeprupa ka x. Hajsan, Tpehu
cabupaxk je Mawu of k, jep x, € F;. Taxo je

x(t+h)—x(1)
h

x(t+h)—x(1)

<k,
h =

<k+e T

jep & Moxe OUTH NPOU3BOJBHO Mao. Tako Cy CBU CKYTOBH F, 3aTBOPEHH.
Ja o pokasanu fa F, ¥Ma Mpas3Hy YHYTPALIBOCT JOBOJBHO je [0Ka3aTH ja je

1BeroB kommiemenT FC cyna rycr. (Haume, Taga je int . = (ch)c =Cla,b]¢ =0.)
IOpyrium peurma Tpeda fokasaTu Aa ce cBaka QyHkuuja x € Cla, b] MoXe paBHOMEPHO
anpokcHMupaTH QyHKuHjama us FE .

3a mary x € Cla, b] u gato € > younmo & > 0 ogpeheHO yclI0BOM paBHOMEPHE
HeNnpeKkUAHOCTH, Tj. TAKBO Ia U3 |s —¢| < & cienyje |x(s)—x(t)| < &/4. 3aTUM yourmo
nopeny 2 :a=1ty<t; <---<t,=Db UHTepBana [a, b] 4ujH je mapameTap MamH of J.
Tapajesacse 1< j<n,|x(t;)—x(tj)|<e/4.

Koncrpyucahemo, neo no neo nuneapHy GyHkuujy y Taksy ma je y(t;) = x(t;)
3acBe j, |x(f)—y(t)|<e3acser€a,b] uTakBy 1a je koedULHjeHT MPaBLia CBAKOT
nena sehu ox k. Cnuka koja cinepu 6u Tpedano fAa yBepu yuTaola ja je To moryhe.
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IMCIIUKA!M!!

AKO Cce HHCTe YBEpHIH €BO KOHKpeTHe KOHCTpyKIHje. [Tocmarpajmo dyHKUH]Y
Y:R—-R, Y(x)=d(x,7), t38B. ,Tecrepy”. (Bugmetu cnuky ????) Ta dyHkuuja je
JMHEeapHa y HHTepBaIkMa obiuka [1/2, (n+1)/2], n € Z ca xoedUHIHjeHTOM NpaBLa
+1. Crora 3a cBako ¢ € R nocroju 1) > 0 TakBO Ja BaXu

s—tl<n = P(6)—ip(s) =£(1—s), (6)

3a t €[t;_1, tx] CTaBUMO

—~

y(6) = x(t 1)+ x<r,~>—x<rj_1>>+sw(nﬂ), 7)

j T li=tj—
rge je n npuponaH dpoj koju hemo HakHamHO onmpemutd. ([Ipm yemMy pasmUUUTH
WHJIEKCH j MOTY UMaTH Pa3HuUTE 1-0Be.)

JemHOCTaBHOM 3aMEHOM { = t;, t = t;_; Hama3uMo y(t;) = x(t;), ka0 u y (tj_;) =
x(tj_1) WTO 3Ha4YM ma je y KopekTHo neduHucana. (Ilapunhu dyHkuuje y Ha
TIOJIEOHMM HHTEPBAIMMA [£;_1, {;] Cy MODPO ,3a1€ernbeHn".)

Ouemyjemo pasnuky usmehy dynukuja x u y. 3a t € [tj_y,t;] Ha ocHOBY (7)
Jodujamo
r— tj—l

t—t 4
Y(8) = (1) = x(t11) = x(1) + <x<rj>—x<rj_1>>+sw(n—).

Kako je 0 < ¢ < 1/2, nocnenmwu cadupak y NpeTxofHoj hopMyiIu M0 MOAYIy He
npesasunasu £/2. Ha ocHoBy usbopa mogese (¢ U ;_; Cy Ha pacTojary MaweM Off
0), pasnuka x(t;_;)— x () je mo MofIy/ Ty CTPOTO Mama ofl £/4. M3 ucTux pasnora je u
[x(2;)—x(tj—1)l < &/4, ma xaxo je

r—t;_
0< — I <,
ti—tjiq
HMaMoO
£ & &
I)—x(f)|I<-+—-+-=¢.
() =x(t)l <+ +5=¢

Haxne, ||y —x|| < €.
Iokasyjemo cana fa y ¢ F,. Heka je t mpon3BO/bHO, U HEKA je j UHIEKC 3a KOju
t €[tj_,t;]. Tapa 3a s dnucko Opojy ¢, Ha OCHOBY (7), UMaMO
s—t S—1Ijq !
y(8)=y (1) = ——(x(t;) = x(t;-1)) +8(¢ (n—])—w (n—]))
L=t lj—=tj lj—=1tj—

300r (6) UMamo
S—1ti_ t—t_ s—1

y(s)—y(1) _ x(t)—x(tj—1) L En
Ss—t tj_tj—l tj_tj—l’

Ia je crora

a o he dutH o Mogysy ctporo Behe o k kaf rof je n JOBOJ/bHO BEJIUKO — IIPeLIU3HUje
KaJ rop je

k(tj—tj_l) +|x(tj)_x(tj—1)|.
&

n>
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Bbanax-IllTajuxaycoBa' Teopema

4.4. dynpamenTanaH cKyn. Hexka je X banaxos npoctop. 3a BEros MoACKyn S
KakeMmo 71a je QpyHgamenilianan ako je HeroB JTUHEeapHH OMOTad rycT y X, Tj. ako je
Zin(S)=X.

dynpaMeHTalaH CKYT je 3aMEHa 3a [10jaM reHepaTopcKor ckyna. dyHnaMmeHTanas
CKYyTl HUje TeHEPAaTOPCKH y MpaBOM CMHUCITy peud. Haume, HHje cBakU BEKTOp U3 X
JleMHapHa KOMOMHanuWja BeKkTopa W3 S, Beh je jeqHak rpaHMYHO] BPEOHOCTH HM3a
JIMHEeapHUX KOMOMHaIMja BEKTOpa U3 S.

JegHocTaBHO ce MpoBepaBa fa je S QyHAameHTajdaH ako M CaMO aKo 3a CBaKU
dyHKIMOHAN @ € X* BaXU

p(x)=03acBe xeS=p=0. (8)

Ipyrum peuuma, S je dpyHIameHTadaH ako je werop anuxwiarop S° = {0}. 3awucra,

TO CJIe[H U3 jemHaKocTH (S°), = Zin(S) koja Baxu de3 0d3upa Ha TO KakaB je CKyIl
S. 3awucra, axko BaxH (8), Tj. ako je S° = {0}, onza je Zin(S) = (S°), = {0}, = X.
ObpartHo, axo je S dyHmaMeHTanaH, oHAa je (S°), = X, u onamie S° = {0}, Tj. (8).

Ha npumep, ckyn Bektopa e, = (0,...,0,1,0,...) (jeAMHHLA HA n-TOM MECTY) je
(pyHDaMeHTanaH y cBakoM of npoctopa [P, 1 < p < 400, ¢y. Ilokazahemo fa Baxku
(8). IlpousBospaH GyHKIIMOHAI HA CBAKOM OJ, IOMEHYTHUX ITPOCTOPa UMa 0B/IUK

+o0
p(x)=> Eini, omaxneje 0=(e,)=1,,
k=1

najen,=0,1. p=0.

Kao ipyru mpuMep, CKyn KapaKTePUCTHYHUX QYHKLH)A ¥ (4,5), THEje a < a < f3 <
b je dynmamenranaH y npoctopy LP(a,b). 3aucra, mpo3uBosbaH QYHKLIHUOHAN €
LP(a,b)* uma obmuk @ (x) = fab x(t)y(t)dt sanexoy € L9(a,b). Akoje ¢ (Y (qp)) =
0 3a cBaKy KapaKTepUCTUUHY (QYHKIWjy UHTEPBasa, OHJa je

B
f y(t)dt =0, 3acBea<a<p<b,
a

oZaxJIe jeTHOCTaBHO 3aK/bydyjeMo 1a je y () =0 Ha OCHOBY TeopemMe O aHUXWIAlUju
HHTErpasa.

To ce Moe yCTaHOBUTH W HENOCPeSHO, De3 Mo3uBama Ha OyaJHOCT. 3aucTa,
CKYTl HempekuaHuX GyHKIMja je cByma ryct y L(a, b), a cBaka HenmpekugHa GyHK-
Ij¥ja ce MO)ke paBHOMEPHO allpOKCUMUPATH KOHaYHUM JIMHeapHUM KoMOuHalMjama
KapaKkTepUCTHYHUX UHTEPBasa (KaKo LITO BULENH y [oKa3y pelpe3eHTanuje mpoctopa
Cla,b]*), aTume u'y L nopmu (jep je || x|, < (b—a)"?]| x|l max)-

4.5. CraB (nmpuHIIUN KOHBepreHuuje). Hexa cy X u Y banaxosu tipocitiopu
u Hexa je A, : X — Y HU3 oIpanuuenux JuHepHUX oUepaiiopd maxas ga eaicu

(i) M =sup|lA,ll<+oo;
n>1

(if) lir+noo A, x Hociioju 3a cee x €S, ige je S HekU PyHJaMeHTUATAH CKYT.

n—

1Hugo Steinhaus (1887-1972) — no/bcku MaTemaTHyap
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Taga Hu3 A, x KoH8epTUpd 3d c8aK0 x € X, IPAHUUHA 8PEGHOCTH

Ax= lim A,x
n—4oo

Jje olpanuuen nuxeapan otiepaimiop, u eaxu ||Al| < M.

Joxa3. Kaxo je numec nuHeapHe KoMOUHalMje, TMHeapHa KoMOUHalWja Tumeca,
TO lim,, | oo A, X TIOCTOjH U 3a cBe x € £ in(S). Capa na npehemMo Ha 3aTBOpeE.

Heka je x € X mpou3BosbHO, U £ > 0 naro. Tama mocToju y € £in(S) Takso 1a je
[lx—yll<e/4M, u Taga

Amx—Apx|| <[Ap X = Ap Y|+ 1Any —Any |+ 1Any —Ap x|l <

e 9)
<2M|lx =yl + 1Ay — Ayl < 7t 1A,y —A, ¥l

Kako je HU3 A,, y KOHBepreHTaH, oH je ¥ Kouyjes, na ce nocienwu cadupaky (9) Mmoxe
YUUHUTH MabUM Off £/2 3a m, n NoBosbHO Benuke. OTyza je u HU3 A, x Komwujes, u
THMe KOHBEPTeHTaH, jep je Y KoMIUIeTaH.

Kaxo je TumMec cariacaH ca TMHeapHUM KOMOUHalMjama, 0IMaxX 3aK/by4dyjemMo Ia
je Ax :=1lim,_,| oc A, x INHEAPHO NpeCIMKaBame. Jla je OrpaHU4YeHO BUOUMO aKo Ha
HejeoHaKoCT

1A, x| < 1A x]] < M| x]|

JeIyjeMo JIMMECOM Kafl n — +00. Opatne je u ||A|| < M =sup,,1 |4, O

[TpumeTrMoO Ja je y Bokasy kopuirheHa camo KOMIUIETHOCT IpocTopa Y, a He U
X. Ycnosu (i) u (ii) cy nakie DOBOJbHH 32 KOHBEPreHIIWjy HH3a omeparopa Tauka Mo
tauka. Jla je ycnos (ii) morpebaH Buau ce ogmax, IITO C€ HE MOXe yHanpeq pehu 3a
ycinos (i). Mehytum, u oH je notpedan, WTO TBPAU:

4.6. CraB (mpuHuun yHugopmHe orpaHuyeHoctH). Hexa ¢y X u Y ba-
Haxosu upoctwiopu, Hexd je A, : X — Y, y € T nexa pamunuja oipanuuenux
JUHeApHUX otiepatiiopd TWaxed gd je

sup |4, || = +00. (10)
rer

Taga @ioctmioju x € X Waxas ga je

sup |4, x|| = +o0.
rer

Ipyrum peuynma, ako je pamMmuivja HOpMH HeOTpaHWYEHA, OHJA Ce Ta Heorpa-
HUYEHOCT BUOW Ha HEKOM KOHKDETHOM BEKTOpy X. YmoTpeboM KOHTpamo3uuuje,
3aK/byuyjeMo Iia ako A, X KOHBEpTupa 3a CBakH BeKTOp x € X, oHla HU3 ||A,, x|| Mmopa
OWUTH OrpaHHUYeH 33 CBAKO X € X, 1a je OHJIa ¥ HU3 ||A,,|| orpaHHUYeH.

Zoxas. TIpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, Tj. A 33 CBE X € X BAXH SUp,r||4, x|| < +00
U yOUHMO CKyIoBe Fj faTe ca

F.={xeX|sup|lA,x| <k}
rer

[Tpema HaIIOj MPETHNOCTABUY, BaXU X = Ufc’:l) F,, na xako je X KOMIUIeTaH U TUMeE
Ipyre Kareropuje, bap jemaH o ckynoBa F, HUje HUTOe IycT, OOHOCHO 3a dap jenHo k
CKyn F; ¥Ma HellpasHy yHYTpPaLIbOCT.
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Mehytum, cBu ckynoBu F, cy 3arBopeHH. 3aucrta, ako F. > x, — X, OHZA 3a
MPOM3BOJ/BHO (DUKCHPAHO ¥ BAXKK U A, X, — A, X, T1a je

||Ayx|| < ”A;/xn” + ||Ayx_Ayxn” < k+ ||Ayxn_Arx” - kr k— 409,

a Kako je y OWiIo mpou3BosbHO TO X € Fi.. ITpema Tome mocroju ionta B(x;0) C F.
Osy nonty hemo jegHOM TpaHCIALIMjOM U jeZHOM XOMOTETHjOM JOBECTH Ha MeCTO
jemuHuHe yonTe. Baku, Haume, B(x;0) = x + 6B(0;1). IOpyrum peuuma, ako je
llyll<1,onpa x+ 0y €B(x;0)nauz y =(x+0y)/d —x/6 Hanasumo

1 2k
14,7115 S (1A, (x + )1+ 1A 1) < 5

Kaga y3smemo cynpemMyM 1o cBuM ||y|| < 1 mobujamo ||A7,|| <2k/6, a xako je y duno
IIPOM3BOJBHO, HODHjaMo H sup, ||A,|| < 2ké wro je y cynpoTHoctH ca (10). (]

[TpumeTuMo [1a y AOKa3y NpUHOUNA YHU(MOPMHE OrPaHMYEHOCTH KOPUCTUMO
CaMO KOMILIETHOCT mpoctopa X, a He ¥ Y. I[IpUHUUN KOHBEpreHuHje U MPUHLMUI
YHU(OPMHE OTPaHUYEHOCTH Ce 33jefHo ucka3yjy ka banax llltajuxaycoBa Teopema.

4.7. Teopema (banax-IlITtajuxayc). Hexa cy X u Y Bbanaxosu tipocitiopu
u A, : X — Y Hu3 olpanuuenux nuHeapHux otiepaitiopa. [a Ou Ipanuuua
8pegHOCil

lim A,x (11)

n——+oo
fioctmiojana 3a cee x € X UOWPEOHO je U §OBOJBHO Ja 8ANU:
(i) supllA,ll < +oo;
neN . .
(ii) Tpanuuna epegnoct (11) ioctioju 3a cee x € S, ige je S HeKu PyHgameHTua-
JIaH CKYT.

Joxa3. [JMpeKTaH CMep CJIefH U3 IPUHLIKIIA YHU(DOPMHE OTPaHUYEHOCTH, a 00pa-
TaH U3 IPUHLINIA KOHBEpPreHnyje. ]

IIpumene banax-llITajHaycoBe Teopeme

4.8. ITlepMaHeHTaH IOCTyllaKk KOHBepreHnuje. CBaky KOHBEPreHTaH HU3 je orpa-
HUYEH, a/li HUje CBaKW OrpaHWYeH HU3 KOHBepreHTaH. Mnak, OBpeMEeHO KeJlHMOo U
Ia HeKUM (HeonpeheHO) TUBEPTeHTHUM HU30BUMA IMPUIPYKUMO HekH Opoj koju bu
Morao y ogpeheHom cMHUCITY Ja UMUTHPa I'PaHUYHY BpEAHOCT. Penumo, nosHaTo je na
BaKM UMIUTHKALHja

lim x,=y> lim 22t TFE_ (12)

n——+oo n—-+4oo n

anu fa odparHo HUje TayHO. [locToje, Jakie, AUBEPT€HTHHU HU30BU UUjU HU3 apUT-
METHYKHX CpefuHa KOHBeprupa. TaxaB jemaH HU3 je (—1)"; OH je DUBepreHTaH, alu
HU3 HETOBUX aPUTEMTUUYKUX CPeJUHA KOHBEPrUpa Ka HyJIu.

3aTo Ka)KeMo fla HU3 peanHux 6pojesa X, KoHBeprupa y Resaposom' cmucty ka
Opojy 7y ako (x; + xy+---+ x,,)/n — y. he3apoBa KOHBepreHuwja je yomnuremne 0OUJHe,

"Ernesto Cesaro (1859-1906) — TanujaHcku MaTeMaTuyap
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Tj. Ko HU3 X, y ODUYHOM CMHCITy KOHBEPrUpa Ka y OH/Ia KOHBEprupa UcTom dpojy u
y hesapoBom cmucny. To TBpau umiuinkauuja (12).

hesapoBa KOHBepreHIHja Mokasasjga ce KOpPUCHA NMPUIMKOM H3ydaBawa DypH-
jeoBux penoBa. Mako nocroje HenpekuaHe GyHKIHje unju Pypujeos pen oUBEPrupa,
OH YBEK paBHOMEpHO KOHBeprupa nosnasioj dysakuuju y hesaposom cmucity. To TBpau
nosHata dejeposa’ Teopema.

Ho, moxe ce nhu u fame ca yoniiTaBakbeM. Y3MeMO apUTMEeTHUYKe CpeuHe HU3a
apUTMETHYKUX CpefMHa HU3a X,. 300r ummunkaudje (12) noduhemo jorr omuTHju
MOCTyNaK KoHBepreHUHje. TakBy KOHBepreHUWjy HasuBaMo C,-KOHBEpPreHLHja, 3a
pasnuxy og ,0dbnuyne” hesapose kojy o3HauaBamo ca C;. Cpemune y C, cMuCy ce
IIPEKO OCHOBHOT HH3a X,, U3paxaBajy Kao

JL 1<a(1 1 1
ZZEZXjZEjZ(y-Fj?-F'“-‘rn)Xj.

HapaBHo moxemo nhu jou nase, na nedunucatv Cs, C, UTH. KOHBEpPIeHLYje.

Jowr onuTyje, 3a naty SeckoHauHy maTpuuy dpojeBa A = @, 1, k > 1 nedus-
HILIEeMO [T0CTyNak KoHBepreHuyje Ha cnenehu HaunH. KaxeMo fa HU3 x,, A-KOHBeprupa
Ka y ako je

n—-+4o0o

lim Zankxk =7, O3HaKa A—nl'gnoo X, =7. (13)
1

Tako je C;-mocrynak ogpehen marpuuiom dpojeBa @, = 1/k 3a k < n, OZHOCHO
a,=0,3a k>n,a C,nocrynak ca @, = (1/k+1/(k+1)+---+1/n)/n3a k< n,
OIHOCHO @, =03a k > n.

Kaxxemo 1ia je A-ocTynak KOHBepPTeHIHje fepMaHeHilian ako BayKH UMIUTUKALIHja

lim x,=y=A= lim x,=7, (14)

n—-+o0o

Tj. aKO ce HOBUM TIOCTYTIKOM He KBape Beh KOHBEPTeHTHU HU30BHU.
Hapennu Termuios® cTaB faje moTpeGHe U I0BOJBHE YCIOBa Ja A-TIOCTyIaK KOH-
BepreHuuje Oyne mepMaHeHTaH.

4.9. CraB (Temwrun). Iociuyiiax kongepienyuje (13) 3agaiti matipuyom A =
(@] 521 je Hepmanentuan aKo u camo axo 8axu:
(i) lim Qi =0,30c8ek>1;

(ii) lim Z A =1;
n——+o0o

(iii) sup Z |a k| < +00.

n>1

Hoxa3. Ha baHaxoBOM IIpOCTOPY CBUX KOHBEPIEHTHUX HU30Ba C I[IOCMATPamMo
HU3 QyHKUUOHaNa ¢, : ¢ — C gar ca

+00
x):Zankgkr x=(€k)2§°
k=1

1Lipét Fejér (1880-1959) — mahapcko jeBpejcku MaTeMaTH4ap
20tto Toplitz (1881-1940) — HeMauKo-jeBpejCkH MaTeMaTHyap



[Tpumene banax-IllTajHaycose Teopeme 69

300r pernpeseHTaluje QyalHOr npocTopa ¢* = [, GyHKUMOHAIU ¢, Cy JMHEAPHH,
OTpaHUYEHHU U BaXXH

+00
pall =D anl, (15)
k=1

TO je koHayHo 30bor yciosa (iii). Ymopeno ca wmrma, mocMaTrpamo U (PyHKLIMOHAI
Y:c—C patca

Y(x)= lim &, x=(E)i5,

n——+o0o
3a Koju Takohe 3Hamo Jia je HopMe jenHake 1. OHo wTO Tpeda na AOKakeMo je na 3a
CBaKO X € ¢ BaXKHU

li+moo<pn(x):l/)(x), 3acCBe XEC. (16)

ns
[Tpeo hemo nponahu noropax pyHKameHnTanaH ckyn. Ped je o Bekropuma odnuka
e, = (0,0,...,0,1,0,...), THe je jeuHULIA Ha N-TOM MECTY, KOjUMa je MPUIOPYXKEH U
BekTop e = (1,1,...,1,...) Koju ce cacToju camo oOf jenwHHWIA. JoKa)kKUMO 73 je Taj
cucTeM BekTopa GyHIaMeHTalaH.
Axo x = (&) ec, uy=lim, oo &y, BAXKH SUPgs , [ — 7] — 0, Ta KMaMoO

==X Erere] =110.0.....0 &1 Eurarre = stDIE=A =0, -too,
k=1 >n

OIHOCHO
n

x= lim | > (Ee=7)ectre|,
k=1

LITO JJOKa3yje Ja je omadpaHu cucteM PyHOaMeHTasaH.
[TpumeTumo 1a je

onler) = auk, Y(er) =0,
Kao u

+00
QDH(E):Z(ZMC, w(e):]-v
k=1

na je ycnoB (16) mpuMemeH Ha BEKTOPE e, k > 1 eKBUBAJeHTaH MPBOM YCJIOBY Y
HCKa3y CTaBa, a MPUMEHEH Ha BEKTOP e eKBUBAJIEHTaH je IPYroM YCJIoBy ctaBa. Haj3an
Tpehu ycnos je 30o0r (15) exkBuBaneHTaH ca supl|y,|| < 400, na 3akbyd4ak U3BOOUMO
Ha ocHOBY banax IlITajHXxayCcoBe TEOpEME. (]

Ha oBoM MecTy Bpenu NMOMEHYTH Jla MOCTOjU pasyMaH HauMH Jia CBaKOM Orpa-
HUYEHOM HM3Y JOIEIHUMO DPOj kOju DM Morao fa NMpeAcTas/ba 3aMEHY 3a PAaHUYHY
BpenHOCT. [la TakaB MocTynak 1nocroju fokasahemo nomohy Xan-banaxose Teopeme.
Ioxa3s He nounBa Ha banax-IlITajHxaycoBoj TEOPEMH, U HAXKAIOCT HHje KOHCTPYKTH-
BaH, I1a MaKo 3HaMo fla TaKo HELITO I1OCTOjU HeEMaMO HauyMHa Ja e(eKTUBHO U3pady-
HaMo.

4.10. CraB (banaxos mumec). IToctnoju gynxyuonan A : I5° — C (15° je upo-
C0p PeATTHUX 0IPAHUUEHUX HU308A Cd SUD-HOPMOM) Cd CTegehum ceojciisuma:
(i) A je nmuneapan;

(i) 3a csaxo x = (&) eamu liminf &, <A(x) <limsup&,;
- n—+00 n—+400
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(iii) A(Sx)=A(x), igeje S:I5° — I3° 0386. otiepailiop Homaxd,
5(51,52,...,5n,...) == (52,...,&:”,...).

Kpahe, maga mawe Gipeyusno 3aiiucano, A(E,) =A(&,_1).

[TpuMeTHMO fia U3 IPYTOr YCI0Ba HEMOCPeRHO CIIefH a je

A(x)= liinooin 3a cBako x = (£,) €c. (17)

Crora ce dyHxuuoHan A HasuBa banaxos youwilienu Tumec, U 4eCTO CE O3HAYaBa ca
glim.

[Joxa3. 3bor (17) mopadutuA(e) =1,rnejee =(1,1,...,1,...). Taxkohe u3 Tpeher
yciioBa cTaBa cienyje na je A =0 Ha ciuuu oneparopa I —S. 3aucra A((I—S)x) =
A(x)—A(Sx)=0. INokasahe ce na cy oBa iBa CBOjCTBa NOBOJbHA Aa oxpenie A. Jlakie,
iaH je fepuHKCATH A Ha INHEAPHOM OMOTauy ciirke ran(I—S) ¥ BEKTOpaA e, a 3aTHM
ra MpoJyXUTH 1o XaH-baHax0BOj TeOpeMHU.

Y 1y cBpxy Tpeda uspauyHatu d(e,ran(/ —S)). Heka x —Sx eran(I—S), x =
(&£1,&2,...). Hus x—Sx Ha k-Tom Mecty uma & — &y, ;. Kako 3a cBako k Baxu
—llxl| <& <llx]l, 1 xako je

k
D€ =) =G =& = & —lixll
=1
TO je U

k
D +E =) 2 k+ & —lxl.
j=1

MehyTtum, 1+&;—& ;4 je ONIITH YWiaH HU3A e + X —SX ¥ MamH je of ||e + x —Sx||.
Crora je

E1—Ilx]l

—_—
k

Taxo je d(e,ran(I—S)) > 1. Ja Baxu ¥ 0dpaTHa HejefHaKocT cineny u3 0 € ran(/ —S),

na d(e,ran(I—S))<|le—0]|=1.

[Tpema ueTBpTOj Mocnenuy XaH-baHaxoBe TeopeMe, TTOCTOjU QYHKIHOHAT A €
(1°°)*, TakaB ;i je Alwan(r—s) =0, A(e) =1 u [|[A]|=1/d(e,ran(I —S)) = 1. Jlokaxxumo
Iaje A TpaxeHU PYHKLHOHAI.

dykunoHan A je mo meduHULHjU nTuHeapaH. Takobe, 3a Buno koje x, BEKTOp
x—Sx eran(I —S) ma je A(x—Sx) = 0. Crora ocraje jou jja JOKaKEMO IPYro
CBOjCTBO.

3a nmouetak heMo mokasaTu fa je A(x) >0 kaJ rof Cy CBH WIaHOBM HU3a X = (&)
MO3WUTHUBHHU. 3aUCTa, 3a TakaB HU3 x UMamo 0 < &, <||x||= M, 3a cBe n. ONIITH YIaH
HU3a Me — x jemHak je M —&,,, v oH mpunaga unatepsany [0,M] = [0,||x||]. Crora je
[[Me—x|| <M, ma uMamo

M—A(x)=A(Me—x)<||Al|||[Me—x|| <M, Tj. A(x)=0.

klle+x—Sx||=k+&,—||x||, Tj. lle+x—Sx||>1+ 1, k—+oo.

Capa moxasyjemo opyro cBojcTBO. 3a X = (£1,&s,...)€1jeS"x = (&1, Eni2--)
U tuMe ||S" x|| = supy., I1€x] = M. Taxo cy cBY unaHOBYH HU3a M e —S” x MO3UTUBHY,
maje
M—A(x)=A(Me—-S8"x)>0, Tj. A(x) <M =sup|Eg|.

k>n
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Y3umajyhu undumym mo csum n > 1 pobujamo A(x) < limsup&,. Opnrosapajyha
HejeJHaKoCT 3a IOKH JTUMeC Ce CJTMYHO U3BOIH. O

Hako mpeTxogHa TBpA®a Jeyje BpJo jako, baHX0B yonuTeHu TUMec UMa CBOje
HepocrtaTke. IIpBo, dyHkuMOHaN A He Mopa Aa Oyzne MyITUIUIMKATUBaH, Tj. Y OIIITEM
city4dajy Moske DUTH

n—-+00 n—-+00 n——+00
IIpyro mokas HUje KOHCTPYKTHBaH. 3HaMO Jia YOIILITEH! TIUMeC IT0CTOjU, ajTd HUCMO Y
MoryhHOCTH [1a Ta U3pavyyHaMo.

Hapennum ctaBoBuMa nmpumewyjemo banax-IlITajuxaycoBy Teopemy Ha ®ypu-
jeoBe penose.

4.11. CraB (Puman-Jlederosa nema). Hexa je x € L' (—m, 7). Taga je

T VA
lim j x(t)cosAtdt =0, u lim f x(t)sinAtdt =0.
A—+00 r A—+00 o
Hoxa3. Jokasahemo camo nmpBy jenHakocT. 3dor XajHeoBe Teopeme, JOBOJBHO je
OTPaHWYMTH Ce Ha NTOU3BOJbAH HU3 A, — +00. [IpecnvkaBama
T
L'(a,b)>x —»J x(t)cosA,tdreC
—T
Cy OrpaHWYeHa W JuHeapHa. O3HAYMMO MX ca ¢,. Kako je L'(—m,m)* & L (—m, )
TO je ||@,ll = ||cosA, t]loo = 1. laxsie, HU3 HOPMHU je YHHU(OPMHO OTpaHWYEH, Ma je
Ha OCHOBY ITPUHIIWIIA KOHBEPTeHIIHje JOBOJBHO JOKa3aTH a ¢, (x) — 0 3a x U3 HeKor
(byHIaMeHTaNHOr cKkyna.
Cxyn KapakTepUCTHYHUX (YHKUHjA MHTEPBANA Y[qp), —7 < @ < f < 7, YHHH
GbyHIAaMEHTaIaH CKYTI, @ 33 X = J[4,5] KIMaMO

B
2
(pn()([a'ﬁ])zf coskntdt:/l—sinknn—w, n— 400.
a

n

Cnu4HO U 3a JPYTH JIUMEC. O

4.12. Cras. Ilocitioju HelipexugHa, 2m-tepuoguuna Qynxyuja uuju dypujeos
peg guseptupa y wiauxu 0.

Hoxa3. Tloncetumo ce, axo je S, (x; f) o3HaKa 3a n-Ty mapuujanay cymy Oypu-
jeoBor pena dyHKIHje f y TaUKH X, OHZA je

1 (" sin(n+1/2)(x—t)

St ):%J sin((x— /2 (1)

—T

Axo je x =0 oHpa je

dz.

S (0 f)

_if sin(n+1/2)tf(t)dt‘ (18)

S 2m sin(t/2)

[TpencraBuhemo u3pas (18) kao HU3 orpaHYeHUX (PYHKIIMOHAJIA HAa 3TOIHO o1adpa-
HOM baHaxoBoM mpocTopy. Ako je f HempekugHa 27 mepuoguvHa GyHKIUja, OHOA
je f € Cl—m,n] u Baxu f(—n) = f(x). U obparHo, ako je f € C[—nr, 7] HENPEKUIHA,

-7
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¥ aKo Baxu f(—m) = f(7r) oHaA ce Ha jeIWHCTBEH HAYHMH MPOAYXKYje O HelmpeKuIHe
2m-nepuonuyHe QyHKUWje. 3aTO CKYN HEMpeKUAHHUX 27-TIePHOIUYHHX (PYHKUHja
MOXXeMO MOUCTOBETHTH ca MofcKkynom ckymna C[—7, 7]

Cl-n,n]:={f € C[-m,| f(—m) = f(m)}.

Kaxo je mpecnukaBawe f — f(7m)— f(—m) =: y(f) NMHeapHO W OrpaHUYEHO, TO je
C[—m, ] = ker) 3aTBOpEH JIHHEapaH MOTIIPOCTOP, OFHOCHO IIOCMATPaH caMm 3a cede

TO je jenan baHaxoB npocTop.
1 sin(n+1/2)¢
Kako je ———————
J 2m sin(t/2)
Ha JleGeroBy, To Ha OCHOBY pernpe3eHTauuje gyanHor npocropa C[—m, 7]* 3aK/byuyjemo
Ia je vzpasom (18) nedprHUCaH orpaHUYeH JUHepaH dyHKUuoHan S, : C[—r, 7t — C,

Te J1a je \heroBa HopMa jenHaka

1 b
”Sn”:%f
-

[Tokazahemo ma je Hu3 Hopmu (19) HeorpaHuueH. [laxie, Tpeda HaMm oleHA
000300. 300r MapHOCTH TOAMHTErpanHe (yHKUHje, MOKEMO HUHTerpaa 3aMeHUTH
IBOCTPYKOM BpenHourhy uHTterpana on 0 go . UHTepBan [0,7r] H3IIeJIMMO Ha Jejl0Be
Ha KojuMa ¢yHKUH]ja sin(n + 1/2)¢ UMa cTanaH 3HaK. Y NMUTawmy Cy NONEOHe Tauke,
TZie ce Ha3HavyeHa (PyHKUHWja aHynupa, Tj. Tauke t;, = 2k7/(2n+1), 0< k < n. Taxo je

sin(n+1/2)t

7S, ||_Zf dt+L Sm(i73)

[Mocnenwn cadbupak hemo na 3aHemaprumo (Tpeda Ham olleHa 0[10370), a cabupke
Yy CyMH 03HAUMMO ca A;. Tana je, 300T CTAIHOCTH 3HaKa MOAUHTErpaHe QyHKIHje

o . t

1/2)¢ 1

Ak::bf Mdtz:l:,—f sin(n+1/2)tdt =
. sin(z/2) sin(t;./2) -

dt jemHa mepa, U TO aIlCOJMYTHO HENPEKHUAHA y OFHOCY

sin(n+1/2)t

sin(t/2) dr. (19)

sin(n +1/2)t

de.
sin(t/2)

4 8
~ @nt Dsin(n/2) - @t i

jep je Ha uHTepBany [0, ] dyHkuUja ¢ — sin t/2 onanajyha, u sin(f;/2) < 1;./2. Kako
je (2n+1)t, =2km To je

1 431
7||S,|| = Ap>— -,
1S, I ; " n;k

a TO je mapuujaaHa Cyma JUBEPTEHTHOT pefa.

[Tpema ToMme sup,, ||S,,|| = +©0, Ma Ha OCHOBY MPUHIIUTIA YHU(POPMHE OTPaHUYEHO-
CTH ITOCTOjY HEeTTpeKuHa 27T-epHOANYHA GYHKIMja X Takea fAa HU3 S, (x ) IUBEprupa.
Hus S, (x) je, mehyTum, yrrpaBo HU3 fenuMudnx cyma dypujeosor pegay tauku 0. [

Cnada koHBepreHuuja

4.13. ODedpununuja. Heka je x,, € X, X banaxos npocrop. Kaxkemo ga Hu3 x,,
cnado xoneepiupa Ka x ako 3a CBaku (PYHKUHOHAN ¢ € X* BaXu ¢(x,) — ¢(x). To
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odeekaBaMoO Ha HEKH of ciegehux HauMHa:
w

X, =X, X, — X, x=w-— lim x,.
n—-+o0o

Cnadu numec je jeTUHCTBEH, ODHOCHO HUje Moryhe fa ucTu HU3 x,, c1abo KOHBEp-
r¥pa Ka IIBa pas/InuMTa BEKTOpa X U y. 3aUCTa, y CYIIPOTHOM OU 3a CBaKH QYHIIKHOHAI
@ € X* BOXHIIO

plx)= lim o(x,)=¢(y),

LITO je MPOTHUBHO IPYroj nocyiequiii XaH-baHaxose TeopeMe.
YKOMUKO NOCTOjH OIAacHOCT of 3adyHe, KOHBEPreHIWjy Y HOpPMHU mpocTtopa X
HasuBaheMo U jaxa koneeplenyuja u o3HYaBaheMo ca
N

X, — X WIN x=s— lim x,.
n——+o0o

Iakse, jaka KOHBEpPTeHIIMja HUje HUKakBa HOBA KOHBEPreHLHja Hero camo HayuH Jia
Har1aCMMO ia OHa HUje ciada.

OmpaBname 3a ynorpedy mpuzieBa jaka ¥ cnaba Hamasumo y cienehoj uMii-
JIUKaULjH

Xp— X = X, — X,
KOja HEmoCcpenHO CIenu U3 HejeTHAKOCTH ¢ (x,) — ¢ (x)| < ||elll]x, — x]|.

Ia obpaTHO He Baxu mokasyje cienehu mpumep. Hus e, = (0,...,0,1,0,...) (je-
IUHMLA Ha n-TOM MecTy) ci1abo KOHBeprupa ka Hynu y mpocrtopy [P (p > 1). 3a-
UCTa, Heka je ¢ € (IP)*. Ha ocHOBY perrpe3eHTallje JyalHOT IPOCTOPA MOCTOjU HU3
y =(n,) €19 Takas fa je

+00
p(x)=> &, omaxneje  ¢(e,) =1, —0,
k=1

jep je [n,|9 onuTH 4aH KOHBEPTEHTHOT PEfa.
w . S . .
Hakne, e, — 0. Mehytum HetauHo je fa e, — 0, jep je ||e,—0|| =1 - 0. lllTaBuie,
Taj HU3 HeMa HUjenaH Korujes MogHHU3.
w
W3 uctor npumepa BUAUMO Ja U3 X, — X He cjedd ||x,|| — x. MehyTtum, unax ce
HeLITo Mo’ke pehy 0 HU3y HOpMH €/1ado KOHBEPreHTHOT HU3a.

4.14. CraB. Hexa je X banaxos ipocimiop, u x, € X. Axo x, Sx OHga:

(a) Hus nopmu ||x,|| je oipanuuen. Jlaxre, c8axu cnado KoHeepleHIliAH HU3 je
olpanuuen;

(6) Baxwu nejegnaxocti ||x|| < liminf, | o ||X,|| — HOpma Huje nelipexugna y
cnaboj koHeepieHUUjuU, aru je HoryHeupeKugna 0gosgo.

Joxa3. (a) Husy x,, mpuapyumo HU3 GyHKLUHOHana A, € X** Ha cTaHOapOHU
HAYUH
An(@) =p(x,).
YumeHHla oa X, ¢1abo KOHBEPrupa 3HA4YM Ja JTUMec Hu3a A, (@) MOCTOjHU 3a CBAKO
¢ € X*. ITlpema banax-IllTajHxayCcoBOj TEOpEMH, TO 3HAUU Ja je HU3 HOPMHU ||A, ||
orpanuueH. Kako je ||A,|| =||x,||, oBaj neo je moxasaH.
(6) 3a 6uio koje € X* umamo |¢ (x,)| < |l¢ll||x,|l, omakne je

lp(x)l = lim_|¢(x,)| =liminf|e(x,)] < lminf[lg]|x,]l
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Kaxo, mehytum, 3Hamo ma je ||x|| = sup|y(x)| roe ce cympeMyM y3uMa IO CBHM
(dyHkMoHanumMa HopMme 1, To cinepu || x|| < liminf||x,|. O

[Tomohy cnabe koHBepreHiyje MOTy ce ONKUCATH OTPAaHUYEHH OTEepaToOpPH.

4.15. CraB. Jlunepano tpecnuxasarne A : X — Y usmehy gea bBanaxosa tipo-
Cliopa je OIpaHUUEHO aKo U camo axo cnado KoHeepieniliHe HU308€ UPeCTUKaga y
cnado xoHeepieniline, ilj. AK0 3d CBAKU HU3 X, 8AHU

xngx:AxnzAx. (20)

Jloxas. Hexa je A OrpaHHYEH, H HEKa X, — X, Tj. ¢ (X, ) — ¢ 3a CBaK¥ OrpaHHYEH
(yHKIMOHAT ¢ € X*.

Ako je Y € Y*, oHla je kOMTIO3ULIHja Y o A OTpaHUYEHa, Kao KOMIIO3ULIMja [Ba
OrpaHYeHa MpecivkaBama. JIMHEapHOCT je ouurnenHa. Tama Y (Ax,) — Y (Ax),
OJHOCHO Ax, 5 Ax.

[TpeTnocTaBUMO CaZia Aa BXKH UMIUTHKALHja (20) U ZOKaXKUMO I je A OTpaHHYEH.
JTOBOJBHO je [oKa3aTH HeMPeKUIHOCT y Hyau. CTora mpeTnocTaBuMo a x, — 0 (jako),
Tj. ga ||x,|| — 0. Ako Ax, He TeXH Ka Hy/JIH, OHJia IOCTOjH MOJHH3 X, H 6 > 0 Taxo
[ia BaXH ||Ax,, || > 6. AKO CTaBUMO yi = X, /I|x, ||'/? nmahemo ||yl = ||x,, '/ — 0,
ORHOCHO Y — 0, 40K je ¢ ipyre ctpare || Ayl = [|Ax,, /116, 112 > 6/11x,, 112 — +00
jep ||xnk” —0.

YkpaTko, ako A HUje OrpaHHYEH, OHIA MOCTOjU HU3 J) TaKaB Ia UCTOBPEMEHO
BaXXU

Y —0, [[Ayg || — +o0.

Mehyrum, Tana takohe u y; % 0 onaxre, Ha ocHOBY (20) 3ax/byudyjeMo na Ay =0

OJaKJIe je Ha OCHOBY IPETXO/IHOT CTaBa HU3 Ay OTpaHUYEH, LITO YMHU KOHTPAIKLH]y.
O

4.16. CraB. Hexa je H Xunbepinos @ipociiop. Taga nu3 x,, — X axo u camo

w
aKo X, — x u |[x,|| = |l x|l.
Joxa3. [JupektaH cMep je TpuBHjanaH. 3a odparaH, UMamo
2 2 2
[, — x| = 11, |I” — 2Re(x, x) + [ x 17

U3 uumenune ga || x, || — || x||, mpsu u Tpehu cabupax 3ajesHo KOHBEPrUpajy Ka 2||x||2.
C npyre cTpaHe U3 YHHEHUIIE [a X, x 3aK/byuyjeMo ma (x,, x) — (x, x) = ||x||?, na
npyru cabupak KoHBeprupa ka —2||x||?, omaxne ||x, — x|| — 0. (I

4.17. CraB. Hu3 ¢ynxuyuja x, € Cla, b] cnado konsepiupa xa dyHkyuju x axo

U CAMO aKO BaAMCU:

(i) Hu3 x, je olpanuuen, ij. || x,|| = max,<,<p | X, (t)| < M 3a neko M >0;

(ii) Hus x, xoneepiupa ka x wauka o Wauxd, Wj. lim,,_, | o X, (t) = x(t) 3a
cge t €[a,b].

Joxa3. Ycnos (i) je morpedan Ha ocHOBY ctaBa 4.14 (a). [a je ycinos (ii) noBobaH
yBepuhemo ce mocMarpajyhu @yHKuHOHan uspavyyHaBawa y Tauku Cla,b] 3 x —
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x(t) = ¢,(x) 3a KOju jemHOCTABHO YTBphyjeMo Ha je NHHeapaH W OrpaHHYEH, jep

lo:(x)1=lx(2)l < [lx]].
Hexa Baxxe ycioBu (i) u (ii), 1 Heka je Y € Cla, b]*. TIpema CtaBy 0 pernpe3eHTa-
LIAjH JyaHOT MPOCTOPa, Y je obnuka

b
IP(X)ZJ x(1)dAg(t),

3a HeKy g € NBV[a, b]. Otyna je

b b
|1p(xn)—z/;(x)|—f (xn (1) = x(2))dAg (1) Sf |2, () = 2 (£)1dI A4 (7).

Mehytum, kako je |Ag|([a, b]) < +00 cBaka KOHCTaHTHa (PyHKIHMja je UHTErpabiaHa
y onHocy Ha mepy |Ag|. Kaxo je, jomr |x, () —x(t)| < |[x,|l + [|x]| < 2M, To MoxeMO
MIPUMEHHUTH TEOPEMY O JOMUHAHTHOj KOHBEPTreHII|jH, 11a Ha OCHOBY ycJioBa (ii) iMamMo

P (xn) = Y (x). O
BpcTe KOHBEpreHnHje HU3a oneparopa

4.18. Jedununuja. Hexa je mat HU3 A, € L(X;Y), rme cy X u Y baHaxosu
npoTopH. leUHHULIEMO TPH Pa3IMYUTE BPCTE KOHBEPreHLKja OBOT HU3a

(i) Hus A, ynugopmno konseprupa ka A€ L(X;Y), ako A, — A y HOPMHU TIpo-
cropa L(X;Y), 1j. axo ||A,, — A|| — 0. To 03HauaBamo ca

A, S A

(ii) Hus A, jaxo xoHBeprupa ka A € L(X;Y), axko 3a cBako x € X, A,X jako
KOHBeprupa ka Ax y HopMmu npocropa Y, 1j. ||A,, x—Ax|| — 0. To o03HayaBamo
ca

N .
A, > A, WIn A=s— lim A,.
n—-+oo

(iii) Hus A,, cnado xoHBeprupa ka A ako 3a CBako x € X, HU3 A, x cnabo KOHBep-
rupa Kka Ax y mpoctopy Y. IIpyrum peyuma, ako 3a cBe x € X U CcBe p € Y*
BakH ¢ (A, x) — ¢(Ax). To 03HaUaBaMo ca

A, —A WIH AnﬂA Wu A=w— lim A,.
n——+oo

Meby oBuM nojmoBuMa Baxe ciefehe UMIUIMKalyje
A, DA A, SA A, S A.

To cnenu u3 HejegHakoCTH ||A, x — Ax|| <||A,, — Alll|x||, omHOCHO | (A, x)—p(Ax)| <
[lelll|A, x —Ax||. Hu Ha jentHOM MecTy He Baxku odpat. Bumetn, Ha mpumep Bexdamwe
4.25.

[TpumeTtumo ga banax IlltajaxaycoBa Teopema aaje noTpedHe U JOBOJbHE YCI0BE
3a jaky KOHBepreHuujy Husa oneparopa. IlocedHo ako je A,, jako KOHBEPreHTaH HHU3,
OHJIA je HU3 HOPMH ||A,,|| oTpaHuYeH.

Hcro Baxku 1 3a cy1ado KOHBEPTeHTHE HU30BE.
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4.19. CraB. Axoje A, € L(X;Y) cnado koneeplenilian HU3, OHgA je HU3 HOpMU
[|A, || oipanuuen.

Joxa3. 3a duxcupaHo x je HU3 A, x cJlado KOHBepreHTaH, na je mpema Crasy 4.14
(a) orpanuues, Tj. sup,, ||A,, x|| < +oo. Tapa je npema banax-IlITajuxaycoBoj Teopemu
Y HU3 ||A, || orpaHuYeH. O

4.20. CraB. Hexa je H Xunoepiios tipocitiop. Taga cy cnegehu ycnogu exeusa-
JIEHTIHU.
(i) Hus A,, je cnado xoneepieHitian;
(ii) 3acse x, y € H, nu3 (A, x,y) je KongepieHiian;
(iii) 3a cse x € H, Hu3 (A, x, x) je KoHBepIeHTlLAH.

Hoxa3. Ouurnenno (ii) mosmauu (i). Takohe, exBuBanenuuja usmehy (i) u (ii)
je nocnenuua Pucose Teopeme. [IpeMa w0j, HauMe, CBakH (PyHKIIMOHAN Ha H MMa
obnuk ¢ (x)=(x,y) 3a HEKo y, ma je crora ¢ (Ax) = (Ax, y).

Ocraje jom na nokakemo (iii) = (ii). To je mehyTum, mocnenuia nomapu3auoOHOT
HIeHTUTETA

(4x, ) = (A + y)x+ )= (Alx =) 2 =)+
+i(A(x+iy),x+iy)—i(A(x—iy),x—iy)), (21)

KOjY Ce U3BOJU Ha UCTH HAUMH Kao U ueHTuTer (4) riase 1. O
Bexdama

13 +& 4+ &
4.1. Ioxasaty ga lim >nt1 T Snt2 S2n
n—-+4o00 n

nedHHHAH jedaH MepMaHeHTaH MOCTyNaK KOHBEepreH-
uyje.

4.2. Hexa je f € L' (R). Hoxasatu fa ce meHa ®ypujeosa Tpanchopmanuja aHyaupa y HeCKOHAYHOCTH,

400
1 .
1j. maje lim —— f(t)e"**dtr =0. [TlocMaTpaTH HH30Be A, — +00, U hyHKIHOOHATE @, (f) =
dmxoo 27 )

400
1 .
Wor J f(r)e n' dt, na IPHMEHKTH PUHIKAN KOHBEPreHIHyje.]
T J)—co

+00
4.3. JloxasatH fa pen Z &Ny, KOHBeprupa 3a cBako x = (&,) € [P axko u camo ako y = (n,) € 19, rne
n=1
je 1/p+1/q = 1. [3a jeman cmep XennepoBa HejemHAKOCT. 3a APYTH CMEP YOUHMTH HU3 (PyHKIHOHAIA
x>} &Nk 1A IPUMEHHUTH IPHHLKAN YHU(OPMHE OTPaHHYEHOCTH. ]

4.4. Jar je HU3 dyHKUHOHANA ¢, : C[0,1] - Cca ¢, (x) = %Z;’Zl x(j/n).
a) [lokasaTy fia Cy ¢, TMHEapHU U OTPaHHYEHHU U OOPEAUTH ||, ||.
6) MToxasaTu #a 3a cBaxo x € C[0, 1] nmocroju lir+n ¢n(Xx) ¥ OEpenuTH Ta.
n——+40o

4.5. Jar je Hu3 dyHKUHOHANA A, : LP (0,+00) —» C ca A, (f) = f0+°° wf(t)dt, rze je a>0.
a) [lokasaTh Ja 3a @ < p BaxH lim,_, ;oo A, (f) =0, 3a cBe f € L7 (0,+00).

6) lokasaTH ja 3a ¢ > p N0CToju dap jenHa dyHkuuja f € LP (0,+00) Taksa na HU3 A, (f) ouBeprupa.

4.6. a) Ha mpoctopy L7(0,1) (g > 1) nar je uus dynkuuonana A, (x) = n'/? fol t"x(t)dt, roe je 1/p +
1/q = 1. Joka3artu fa cy A, orpaHi4eHH JTuHeapHH (PYHKIMOHAIU U 1a BXH ||A,|| < (1/p)1//".
6) [lokasat na Hu3 byHKIMja ¥, (1) = n'/P t" cnabo Texu ka Hymu y mpoctopy L”(0,1) (p > 1).
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4.7. Hexaje0<h<1/2,u Ay, :L'(0,1) — L' (0,1) onepartop aat ca (A, f)(x) = %f:(l—t/h)f(x+ t)dt.
a) JoxasaTu fia je A, NMHeapaH OrpaHUYEH ONeparTop U Aa je ||Ay|l < 1/2.
6) Ilokasatu na Ay, f koHseprupa ka (1/2) f kan h — 0T o Hopmu mpocropa L1 (0,1).

—m sint
a) JokasaTy #a Cy ¢, OTPaHMYEHH TMHEAPHH (QYHKUMOHANK Ha mpocTopy L1 (—m, 7).
6) Kopucrehu Teopemy banaxa IllTajuxayca, Wiu gpyraudje, fokasaTH a IIOCTOjU HHTerpaduiIHa Ha
(—n, ) dyHkuuja f Taxsa fa HU3 ¢, (f) BUBeprupa.

4.8. 3a f € L' (—n, ) nebunnmemo ¢, (f) :fﬂ SinnE ) dp,

4.9. Heka je ¢ nepuonuyHa, eceHLIHjaJIHO orpaHMuYeHa ¢yHKIHja Ha R ca nepuoznom 1, u Heka je A, :

L(0,1) > C, Apf :Oflf(t)go(nt)dt.

a) JlokasatH fa cy A,, OTpaHUYEHM THHEApPHH (GyHKIMOHANH Ha baHaxosom mpoctopy L'(0,1) kao u
[la TOCTOjU KoHcTaHTa M > 0 TakBa Jia 3a CBE 72 BaXH ||A, || < M.
6) Cmyxehu ce kapakTepUCTHYHUM (pYHKIHjamMa HHTEpBana U TeopeMOM EaHaxa IlItajaxayca (uax

Ipyraddje) moxasaTH fia HU3 A, jako KOHBEprupa ka pyHKuuoHamy Af = f p(r)de f f(e
0
4.10. JlaT je Hu3 oneparopa A, : C[0,1] — C[0, 1] na cnenehu Haunn: (A, x)(t) = x( V).

a) lokasaTy fia je A,, orpaHHYEH JIMHEApaH ONEPaTop ¥ U3pavyHaTH ||A,||.
6) UcnutaTu fa nu 3a cse x € C[0, 1] noctoju 115{1 Ay, X, ¥ aKO TIOCTOjY OIPENUTH IITA je.
n—-+40oQo

4.11. 3a patH Hyna HU3 a; (opmMHUpaMo HU3 by, = n% 22:1 ka
a)3aa>1, b, —03acse (a;)€l',asaa<1noctoju (a;) €l taj. limsup|b,| = +oo.
n—oo
6)3aa>2-1/p, b, —03acse (a;)€l”,a3aa<2—1/p nocroju (ai) € I? 1aj. limsup|b,| = +o0.
n—oo
B) OmpenutH 3a Koje @, b, — 0 3a cBaku Hyna HU3 (ay) € cg.
4.12. Hekaje @, €(0,1) TakaB gaje lim a, =1.
n——4oo
s 1 s 1 1 ~
a) IToxasaTy 1a TumecH A (f) = nllJrrnoo(n+ 1) [y t"f()demAg(f) = im fan f(t)dr moc

Toje 3a CBaKy HempeKuaHy MYHKIH)Y f, ¥ la TpefcTaBbajy jefaH UCTH OrpaHHY€eH, TMHeapaH (QYHKIIMOHA
Ha C[0,1].
©) Ompenuty KoMIUlekcHY bopenoBy Mepy u TakBy jia je

1
Al(f):AQ(f):J f(0)du(r). (22)
0
B) [Toka3aTH fja MOCTOjU OrpaHUYeH TuHeapaH ¢yHkiuoHan A : L*°(0,1) — C, Taxas ga je [|Al|=1u
A(f)=A1(f) 3a f HenpexunHy. [la H je Taj dyHKkuHOHAN Moryhe 3aparth ca (22)?

. —w,s .
4.13. Natje ckyn A={e,, +me,|1<m<n}cl? uA; =A " meroso c1abo CEKBEHIIUjaTHO 3aTBOPELE,
TOojecT Ay ={x € 12 [Ax;eAx=w— li‘lgl x;}. Nokasatu fa A1 HHje C1abo CEKBEHLUjATHO 3aTBOPEH, Ma
j—too

oIaTie 3aK/byYUTH Jla He TIOCTOjU METPHKA Koja feduHuIe ¢1ady KOHBepreHIH;jy.
4.14. Tlokasarty fa HU3 GyHKUH]a X, (¢) =sinnt crado xoHBeprupa y npoctopy L7 (0,27) 3a p > 1. [la nu
jeTocmyyajuszap=1?
400
4.15. AbenoBe cpenuHe pena Z a, nedunncaue cy ca A(r)= > a,r’ (0<r<1). Kaxemo 1a je pex
y=0

Aben 30Mp/BUB Ka s ako HOCTOJI/I hm A(r) U jefHaK je s.

a) JlokasaTtu fma je HU3 s, ADen 30UP/BMB Ka § aKkO IOCTOjH hrn 1-r) s,r” H jemHak je s.
n v

=0
n
(sp=2 ay);
=0 . . .
) IokasaTu ja je ADesoB moCTynak jenaH NepMaHeHTaH oCTynak KoHBepreHuyje (Terinios cras);
B) Heka je

1 =
5% + lZ:l(avcos vt + by, sin vt)
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®ypujeos pen L1-bynkuuje x(¢) (2n-nepuomuune). [Tokasaty na cy AGenose cpenune pena (18) nate ca
2

1
A(r,x):EJx(u)P(r,u—t)du, (23)
0
; 1 1-r2 T
rueJeP(r,t):jm,mouuasamnfIP(r,t)Idt:n;
0

r) 3a cBaku OpojHU HU3 1, —» 1 —0 (0 <1, < 1) ca (23) je peduHUCAH jefaH HU3 OTPAaHHUYEHUX JIHH-
eapHMX ornepatopa A, (x) = A(r,,x) Ha npoctopy C[0,27], HENPeKUAHUX 27T-TIEPHOAMYHHUX DyHKIM]a.
[TpuMewyjyhyu Ha OBaj HU3 omepaTopa NPHHIKI KOHBEPreHIWje JokasaTd fia cy Abenose cpenuHe Py-
PHjeoBor pefia HEMpeKUgHe U 27-TiepuofudHe GyHKIHje Koje KOHBeprupajy yHudopmHo no t € [0,27]
0J1a3H0j PYHKUHjH;

4.16. loxasaTH na baHaxoB n1uMec HUje MynTUIUIMKaTHBaH. [[TocmrpaTth HU3 x = (1,0,1,0,1,0,...) € l§°].

4.17. Jloxas3aTy a TOCTOjH GYHKITMOHAT A : [5° — R TMHeapaH, My/NTHIUTHKAaTHBAH, HOPMeE 1 M TIO3HTHBAH.
Ja v 3a wera Baxu liminf x <A(x) <limsup x?

4.18. Hexa je (X, 90, u) npocTop ca o-KOHAYHOM MepoM. JlokasaTu fa Hu3 byHKu#ja x, € LP (X, u) cmado
KOHBEPrupa Ka X ako M camo ako: (1) sup, ||x,|| < +00; (2) lim fE X, (t)du(t) = fEx(t)d,u(t) 3a
n—-+o0o

CBaKH MepJbuB ckyn E € M.

4.19. Hexa je H XunbepToB mpocTop.
a) [loxasaTH fia U3 X, Lxu Yp — Y CHenu (X, ¥u) — (X, ¥).
6) Ilocmarpajyhu Hu3 e, € [2 noKa3aTH [a U3 X, Lxm Y 5 y He Mopa Ia Clemu (X, ) — (X, y).

§n)’£gn)

4.20. JokasaTH #a HU3 BeKTOpa X, = ( ,...) cnabo koHBeprupa kKa BekTopy x = (£1,&2,...) ¥

mpoctopy [P (1 < p < +00) ako u camo ako: (1) sup, ||x,|| < +o00; (2) 1131 51(6") = &, 3a CBaKko
n—-+40o
k=12,....

4.21. Jatu cy oneparopu T, f(x) = f(x+1t), T; : LP(R) — LP(R). Hoxa3aTu na T, jako Texu ka I xapm
t — 0. Jla 1 je Ta KOHBEpreHuyja U yHUuPOpMHa?

4.22. Jlokasatu 1a Hu3 GyHKIHMja y, (1) = nl/P t" cnabo Texwu ka Hyau y npoctopy LP(0,1) (p > 1).

4.23. [lat je Hu3 IIpecHKaBama A, : C[—1,1] — C[~1,1], ca A, f(x) = ffl/nf(t)dt‘

a) JokasaTu fia Cy A, OrpaHHYEHHU THHEAPHH ONEePaTOPH.

6) [lokasatu ma HWU3 omeparopa A, jakO KOHBEPrHMpa HEKOM OTPAHMYEHOM JIIHHEAPHOM OIIEPATOPY
A:C[-1,1] — C[-1,1], n onpenuTH onepaTop A.

B) Mcnurarty fa Jid HU3 A,, yHUGOPMHO (T.j. 1o Hopmu nipoctopa L(C[—1,1])) koHBeprupa ka onepa-
TOpY A.

4.24. Jar je omepartop A : C[0,1/2] — C[0,1/2] ca Ax(t) = x(t?). Vcnurata ma nu Hu3 onepatopa A"
KOHBEprupa cnado, jako, OJHOCHO YHH(DOPMHO.

4.25. Hexka je A: 12 — 12 onepatop 3amar ca A(£1,E5,83,...) = (0,&1,82,&3,...).
a) loxasaTu na HM3 onepaTtopa A” c1ado TeXH Ka HyJIH, ajld HE U jaKo.
6) [okasaTtu na HU3 onepaTopa A*" jako TeXH Ka HY/H, alny He U YHU(DOPMHO.

4.26. Hexa HU3 onepaTopa A, jako KOHBeprupa ka A, 1 Heka HU3 BEKTOpa X, KOHBeprupa ka x. Jlokasata
Jla Taga v A, x,, KOHBEprupa ka Ax.

4.27. Ha mpoctopy [” mar je Hu3 omeparopa B, momohy B,(£1,&2,...) = (0,0,...,0,& 41, & nt2,...)-
Hcnutaty na nu B, Texu cnabo, jako Wik YHUDOPMHO.
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TeopeMa 0 OTBOPEHOM NMPECTHKABAKY H MOCIETHIIE

5.1. Jedununuja. Hexa cy X u Y merpuuku npoctopd. [lo3Hato je na je
¢dyHkuyja f : X — Y HenpekuaHa ako ¥ CaMo aKo je HHBEeP3Ha CJIMKa CBaKOTr OTBOPEHOT
MoJCKyna IIpocTopa Y, 0TBOPEH MOACKYI npoctopa X. A TO je eKBUBaJIEHTHO TOME
Jia je UHBEp3Ha CJIMKa CBAKOTI 3aTBOPEHOT MOACKYIa MpocTopa Y 3aTBOpEeH MOJCKYII
npocropa X.

Humra civyHo ce He moxe pehu 3a oupekTHy ciuky. Ha mpumep, Heka je
X=Y=R, f(x)=x?ug(x)=1/(1+x2). dyukuuja f je HENPEKUIHA, AJIU TUPEKTHA
CJTMKa OTBOpPEeHOr ckytma (—1,1) jerHaxka je ckymy [0, 1) koju Huje otBopeH. U dbyHKuHja
g je HempeKuHa, aJld CIKMKa 3aTBOpPeHor ckyna [0,+00) jenHaka je ckymy (0,1] koju
HUje 3aTBopeH. (OBOe HUje Moryhe HampaBUTH MPUMEP Ca KOHAYHUM 3aTBOPEHUM
HWHTEPBAJIOM, jep je OH KOMIIaKTaH, a HelTPeKUIHa CTHKa KOMIIAKTa je KOMIAKT.)

Crora nocedHo u3gBajaMo QyHKUHUje Koje UMajy IOMeHyTa CBOjCTBa.

KaxeMmo pa je f: X — Y otlisopeno tipecnuxdgare ako je CIMKa CBAKOT OTBOPEHOT
CKkyna 'y X, OTBOPEH CKyny Y.

Kaxemo faje f : X — Y 3aitigopeno Upeciuxasarve aKko je CIuKa CBaKoT 3aTBOPEHOT
CKynay X, 3aTBOPEH CKyny Y.

OBa /iBa HOBOYBEZIeHa 110jaM HUCY €KBUBAJIEHTHA, LITO C€ MOXE BIETH U3 ropma
IBa IpuMepa.

Mehytum, ako je f: X — Y dujexuuja, onga duno koju on wux (duno ma je f
OTBOPEHO, OWIIO [1a je 3aTBOPEHO MpeC/NKaBake) MOBJIauyl HEMPEKUAHOCT WHBEp3He
byukumje f~1: Y — X. 3aucTa, JUpEKTHA CaMKa ckyma A € X dyHKuujom f je
MHBEP3HA CJIMKA UCTOT CKyTa (GyHKIUjoM f~!, HApAaBHO aKO 0BA MOC/IE/ha TIOCTOjH.

Hapenna teopema je tpeha on Tpu wby4yHe TeopeMe (DYHKIIMOHAJHE aHAJIH3e.
[TpBe gBe cy duie Xan-banaxosa u banax-1lITajuxaycosa.

5.2. Teopema (baHaxoBa 0 OTBOPEHOM IpeciIHKaBawy). Hexacy X u Y
Banaxosu tipocttiopu (gaxme 00a xkomineiwina) u Heka je A: X — Y oIpanuueHo
JIUHEAPHO Upecuxagarne. Axo je A cypjexitiugHo, onga je A olliBOpeHo UpecTuKa-
sare.
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Joxa3. Heka je By 03HaKa 3a OTBOPEHY jeJUHHYHY JIONTY y X, a By 32 OTBOpPEHY
jenuHuuHy monTy y Y. Buso koja ionta y X MoXe ce nmpukasaty mpeko By. Haume,
B(x;r)=x+rBy.

1° Y npBoM Kopaky, nokasahemo na je

ABy 2 1By, (1)

3a HeKo r >0, Tj. a je CIMKa jefUHHUYHE JIONTE IyCTa y HEKOj JIONTHYy Y.
[TpecnukaBame A je ,Ha", a 3a CBAKoO y € Y nocToju x € X Tako fa je y = Ax. 3a
mpupopaH 0poj n > ||x|| umamo x € nBy, 1j. y € A(nBy). Crora je

—+ o0
Y = | J A(kBy).
k=1

Kaxoje Y xommeran, npema bepoBoj Teopemu o kateroprjama He MOXKe Ce TPUKa3aTH
kao mpebpojuBa yHHja HUrHe TyCTUX CcKymnoBa. [ITpema Tome, Hap jemaH of CKymoBa
A(kBy) Huje Hurze ryct. To 3HauH J1a BETOBO 3aTBOPEHE UMa HEMPas3Hy YHYTpPAIIH-
jocT, Tj. Ia camp:KK HEKY KyTiy, peuumo B(yy;s) = y + sBy. Haxke,

A(kBy) 2 yp + $By.
Capa 3a duro koje z € By (Tj. ||z]| < 1), BEKTOp ¥y + Sz € Jy + S By, 1a OCTQje HU30BU
x!, x!/ € By (omHocHo ||x/ ||, [|x/|| < 1), TakBu ma A(kx,) — yo 1 A(kx)) — yp + sz.

n'

lapa je
! +sz—y)= li A—1 kx!—kx!
Z_s(yo sz J’O)_n lI+Il s( X, x,).

C ob3supom na je [|(1/s)(kx!—kx! )|l <2k/s, BeKTOp z je TUMEC CIUKa BEKTOPA U3

(2k/s)By, omHOCHO (2k/s)ABx 2 By. Kako je A nuHeapas To Baxu (1) 3a r = s/2k.
2°Y npyrom Kopaky, nokazahemo f1a ce y (1) Moxe H30CTaBUTH 3HAK 3@ 3aTBOPEHE.

dopmyna (1) je Beh nokazaHa, U MHOKEHEM CKaJTapOM 3aK/bydyjeMo Jja BaXKU

A(an) QarBy.
OJHOCHO, 3a cBe £ > ( U cBe y Takse fa je ||y|| < ar nocToju x € X TaxBo 1a je
[|x]| < a " [|[Ax —y|| <e. (2)

Hexka je € > 0 mato, u Heka je y € r By. Tana, Ha oCHOBY (2) y3a =14 £r/2 yMmecTo
£, IOCTOjH X TaKBO Ja je x; € By, Tj.||x1|| < 1u||y—Ax|| < er/2. Caga mpumeHumo (2)
Ha BeKTOp y —Ax; € (6r/2)By (IUITO 3HauW a = £/2) U €1 /4 yMecTo &. 3aKibydyjemo fia
TIOCTOjH BEKTOP X, € X Ca CBOjCTBUMA ||X3|| < €/2 U ||y —Ax; —AXs|| < re/4. Ioctynax
HACTaBUMO, 11a IOCTOjU HU3 BEKTOPA Xp, Xo, ... TAKaB JIa je

£ Ax —A Axyll < =2 >2 (3)
||xn||<m H ly —Ax; —Axyg—---— xn||<2_nr nz-2.

W3 npBe HejefHAKOCTH Y (3) 3aK/bydyjeMo fia je pen . X,, allCOTyTHO KOHBEPreH-
TaH, ITO 300T KOMILJIETHOCTH MPOCTOpa X 3HAYU Aa je ¥ KOHBepreHtad. herosy cymy
03HauuMo ca x. Umamo

= £ & ¢
x|| < Xll<1l+=+-4+=-+---=1+¢,
Iells 3 lll <145+ 3+ 5 o=1t
Tj. x € (14 &) Bx. Mehyrum, Tana je Ax = Z::l’ Ax,, 1a U3 Apyre HejeqHakocTH y (3)
umamo y = Ax. Ilpema tome (1+£)ABy 2 r By, onHOCHO ABy 2 17 By 3a cBe £> 0.
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Kaxo je, mehytum | J,. 15z By = r By To nodujamo
ABy 2 rBy. (4)

3° ¥V nocnenmeM kopaky Iokasyjemo Jia je A OTBOpeHO mpeciivkaBame. Heka je
G € X orBopeH ckyn. Jokaxumo na je A(G) otBopeH y Y. Heka y, € A(G). Taga je
Yo = AXp 3@ HEKO X € G, ma Kako je G 0OTBOPEeH NocToju 6 > 0 TakBo Aaje xo+0Bx € G.
Tapna je, Ha ocHOBY (4)

A(G)2 A(xg+6By) =y, +8ABx 2 o+ 67By,
ma A(G) 3ajemHo ca y, cagpku u ionty B(y;01), YAMe je JOKa3 3aBpIIeH. O

Cnene nocienuile OBe BaXkHe TEeopeEME.

5.3. Nocnemuua. Hexacy X u Y Banaxosu ipociiopu, u A: X — Y oipanuuen
JUHEApaH olepainiop. Axo je A dujexuuja, onga nocimoju A7 : Y — X u A7! je
waxohe oIpaHuueH.

Jloxa3. Axo je A OMjEKTUBHO, OHJA CUTYPHO IIOCTOjH WHBEP3HO NpECINKaBame
A~'. TpuBujanHo ce u3Bomu na je A~' nuueapan. HerpusujanHo je ga nu je A~!
orpaHuueH. MehyTum, Kako je A CypjeKTUBHO, OHO je, TpeMa MPeTX0JHOj TeOpeMHU
OTBOPEHO MTPECTMKABAKSE, A TO 3HAUK /1a je A~! HEMTPEKUIHO, a THAME M OTpaHuYeHo. [

5.4. Jom jemna mocneguuna. Heka cy Ha eéexiiopckom aipoctiopy X gaiie gee
nopme |||y u ||-|lo, u Heka je X womineitian y ogHocy ode. Axo Hocitioju
KOHCTHanitia M thaxea ga je

llxlly < Mlxll2 (5)
3a cee x € X taga cy wie gee HOpMe eKBUBATIEHTIHE.

Hoxa3. IIpoctopu (X,||-|l;) u (X,]|-]l2) cy baHaxoBK — mpeTnocTaBka KOMIUIET-
HOCTH. YOUHMO upieHTHYKO mpeciukaBame I : (X, ||-|ls) — (X, ||-]|;) 3amaTo ca I x = x.
Ycnos (5) Mosxe ce 3anucaTty U Kao ||l x|| < M||x||, ogHOocHO I je orpanuyeH. Kako
je OH OUHWITIeNHO JUHeapaH U OMjeKTHUBaH, peMa MPETXOJHO] MOCIEeNULId, OH UMa
OorpaHuYeH uHBep3, Tj. ||x|| < C||Ix|| 3a Hexo C > 0, Tj. ||x||o < C||x||;. Taga 3ajenHo
ca (5) umamo

ml|x|l < lx]ly < Mllx|l,

axo o3Hauumo 1/C = m, a To ynpaBo 3HauH ja Cy OBE IB€ HOPME €KBUBaJeHTHE. [

5.5. Teopema (o 3arBopeHoM rpaduky). Hexa cy X u Y Banaxosu tipociuio-
pu, u Hexa je A: X — Y nuneapan otepaitiop. Axo je ipadux ol oiepaitiopd
I, ={(x,Ax) | x € X} 3aimeopen tiotmiipocimiop Banaxoeoi tipocimiopa X x Y ca
HOpMOM

G, )l =Nxll+ 11yl (6)

oHga je A oTpanuuen.

IIpumegoa: Huje Temiko fokasaTu 1a je X x Y KOMIIJIETaH y OLHOCY Ha HOpMY (6).
Ha Heku HauwH, H300p HOpMe HHje npecymaH. Hopma Ha mpousBoay X x Y ce Moxe
ysectu ¥ ca (|| x||” + |y [P )/ wim ca max{||x||,||y||} u cBe TakBe HOpMeE cy MehycoGHO
€KBUBAJIEHTHE, IIITO je ¥ GHITO 32 OUEKUBATH.
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Hoxa3. T'paduxk Iy je BEKTOPCKU TOTIIPOCTOP, 3aHCTa, ako (X, 1), (%o, )n) € Iy
OHIa )4 =Axq, h2) = AXy, lIA je Alyl +A,2y2 :A(Alxl +AzX2), H oJarTiie Al(xl,yl) +
Ao (X9, ¥o) = (A1 X1 + Aa X9, A(A1 X1 + Ao X5)) €T4. Kaxo je jour u 3aTBOpeH, [y ce Moxe
MOCMATPaTH U kKao baHaxoB mpoCTop.

[TocmarpajMo mpeciukaBawa 7y : [, — X U 7, : [, — Y mara ca m;(x,Ax) =
X, OOHOCHO 75(x,Ax) = Ax. Y NUTawy Cy Ipojeknuje Ha IPBY, OZHOCHO IODPYTY
koopauHaty. Oda cy HenpekuaHa, jep je

ll7r1 (x, Ax)Il = llxll < [lx]] -+ [JAx ]| = [|(x, Ax)l,

ll7o (x, Ax)l| = |Ax]| <[|x[| + [|Ax]| = |I(x, Ax)]].

MehyTum, o mpeciukaBawy 71 Moxkemo pehu u Hewrro Bumie. OHO je, HAUMe, OU-
jexuuja. 3amcra, cBako x € X uUMa CBOj Ax, OFHOCHO CcBoj map (x,Ax) €[, na je m;
cypjexktuBHO. OHO je M MHjEKTHBHO, jep ako 7, (x’,Ax’) = m(x”,Ax"), 1j. x’' = x”,
oHma 1 Ax’ = Ax” ma je (x’,Ax’) = (x”,Ax”). Crora je npema NnocjJiefulld Teopeme
0 OTBOPEHOM IPeC/MKaBakby HHBEP3HO Mpec/HKaBame ;- HempekuaHo. Ho, caja 3a
KOMIIO3HUIIHjY

! Ty
X—I,—Y,

UMaMo 7o (771 (x)) = mo(x, Ax) = Ax, Tj. A= mpom;'. Crora je A HEMPEKHIHO Ko
KOMIIO3HIIMja 1Ba HEMPEKHIHA TPECTUKABAbA.

! Qujarpam!!!
O

5.6. IIpumep HeorpaHHYEHOT 3aTBOPEHOTr oniepaTtopa. OnepaTop ca 3aTBOpe-
HUM IpauKoM KpaTKO 30BEMO 34Wi60peH otiepaitiop. 3D0r MPETXOMHOT CTaBa HUje
moryh npumep 3aTBOpEHOT HEOTPaHUYEHOT Oneparopa fedUHUCAHOT Ha YATaBOM ba-
HaXO0BOM IPOCTOPY X . AJIM HUMa CMHCJIA IOCMATPATH 3aTBOPEH ONIEPATOP Ca ZOMEHOM
CTPUKTHO MabuM off X, Hampumep A : 2(A) — Y, rmeje 2(A) nomeH oneparopa A KOju
je nuHeapaH nmoTmpocTop of X. YKomuko je 2(A) 3aTBOpeH, OHJia je OH, TOCMaTpaH
cam 3a cebe, Takohe baHaxoB mpocTOp, Na je 3aTBOPEH ONepaTrop Ha hemy 0DaBe3HO
orpaHuueH. Crora mpeTrnocTaBumo na Z(A) Huje 3aTBopeH. IIpernoctasmpahemMo u na
je 2(A) rycty X, jep y IPOTUBHOM X MOKEMO 3aMEHHUTH HEeroBUM IMOTIIPOCTOPOM

7(4).

Ipagux otiepaitiopa A: 9(A) — Y je 3ailieopeH axo u camo axo A 3agoeossasa
cregehu ycros:

D(A)dx, = XNAX, >y =>x€D(A) ANy = Ax. (7)

Joxa3. Ycios (7) ekBUBaJIEHTaH je 0BOMeE
X, €D(A)A||x,—x|| 2 OA|Ax, —yI| 2 0=>x€2(A) Ay = Ax. (8)

3aucra, kaxo je ||(x,,Ax,)—(x,y)ll = l|x, — x||+ [|Ax, — y||, TO je npeMuca y um-
TUKaUKju (8) ekBUBaJIeHTHA ToMe 1a je (x, y) €T 4, a 3abydak na (x,y) €Iy. (]
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YcioB (7) ucnymwaea onepaTop gudepeHunpamna. 3aucta, Hekaje X = Y = C[0, 1].
[TocmaTpajmo omepaTtop audepeHurpamwa x — Ax = dx/dt. OH HUje meduHHCAH
Ha LeaoM X, jep Kao LITO 3HaMO NOCTOjU IPErpIT HENPEKUAHUX (yHKUHUja KOje
HEMajy W3BOJ HHUTH Yy jelHOj TaYKW. 3a JOMeH omepartopa A yamMumo Z(A) = {x €
C[0,1] | moctoju x’(t) 3a cBe ¢ € [0, 1] 1 HenpexkupaH je}.

OBaj oneparop uMa 3atBopeH rpadux. Haume, ako Z2(A) > x, — x, u Ax,, — ¥,
TO 3HAYM Jla HU3 X, KOjU ce cactoju of C'-(pyHKIMja paBHOMEPHO KOHBEPIMpa Ka
GyHKUMjM X, @ 1a HA3 X, PAaBHOMEPHO KOHBPrupa ka y. IIpema mosHaToj TeEOpeMu
KJIaCUYHe aHaJIM3e, TO 3HAuH 1A je x nudepeHunjabuiHa, u x’ = y. Hakie, x € 2(A),
Uy =Ax.

OmnepaTop audepeHurpana, Jakie, UMa 3aTBOpeH rpaduk, ajly HUje OrpaHUYEH,
jep Ha mpumep, cBe (yHKIUje HU3A X,(f) = sinnt UMajy HOPMY jemHaKy 1, IOK
dyukumje Ax,(t) = x/(t) = ncosnt umajy HopMy jennaxy n. Crora, ako du A 1o
orpaHuueH Mopano ou outH ||Ax,|| < ||Allllx,]l, Tj. n < ||A]| 3a cBe n € N wro je
Hemoryhe.

[0TOBO UIEHTUYHO pa3maTpame, Ca HE3HAaTHO CI0XKEHHjOM TEeXHUKOM MOXKe Ce
W3BECTHU 3a OWI0 KOjU TUHEeapHH OudepeHIUjaIHA OTlepaTop obIHKa

x—- x4, x4t ayx” 4 ayx' + ag,

r1ie Cy a; HempeKkuaHe QyHKIKje IPOMEHIbHBE .

Cnenu mpuMeHa TEOpEME O OTBOPEHOM IpecivKaBawy Ha dypujeoBe penose.
[MosHaro je ma Hu3 ®ypujeoBux xoeduuujeHata mMa xoje L'-pynxumje f obpasyje
Hyna Hu3. Buperu CraB 4.11. MehyTum, Ha Taj HAuUMH Cce HE MOTYy HOOUTH CBU Hysa
HU30BH.

5.7. CraB. Ilociioju Hyna HU3 a, Koju Huje HU3 Pypujoesux KoepuyujeHaita
nHuiniu jegne Qynxuuje us L. pyium peuuma f0Coju Hya HU3 a,, TAKAS gd
a,=(1/m) f_ﬂﬂf(t) cosnt dt He eaxcu Hu 3a jegny pynxuujy f € L*(—m, 7).

Hoxas. Tlpecnukasawe A: L1(—m,7) — ¢o, ato ca Af = (a,) =0,

1
a,=— | f(t)cosntdt
—TT

T
Y

je TMHeapHO U OrpaHUYEHO, jep je |a,| < = _ﬂﬁ If(t)|dt =]|f||/m. [Ipema Tome ||A]| <
1/m.

[IpeTnocTaBUMO CyIPOTHO, Ja je NpeciIuKaBambe A CypjEKTHBHO M YOUMMO P <
L1 (—m, ) moTmpoCTOp KOjH Ce CacTOjH MCK/BYYMBO Of MapHUxX dyHKuuja. [Ipoctop
P je 3aTBOpEH, jep ako P > f, — f y HOpMH mpocTopa L' oHpma u3 Puc-®uiepose
TeopeMe ciiefy Aa je f(x) Tayka Mo Tayka JTMMeC HEKOT MONHU3a HH3a f,, a TO 4yBa
MapHOCT. AKO je a = (a,,) TPOWU3BOJbAH HYJIa HU3 M aKo je a = Af 3a HeKy GyHKUHjy f €
L', onpaje a = Ag v 3a Heky byHKUHjy g € P, koHkpetHo3a g(x) = (f(x)+f(—x))/2.
To je ounrnenHo.

[TpenvkaBamwe A|p je MHjeKTHBHO. 3aucta, ako je Af =0 u f € P, oHza cy
csu ®ypujeosu koedunujentu a, = 0 (jep je Af =0), anu u b, =0, jep je f € P.
IMocmarpajmo dynkuuonan Ay € Cla, b]* nar ca
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ITpema penpesenTauuju npocropa Cla,b]*, A; je nuneapan u |[A¢|| = ||f|l;. Yun-
jenuna ma je a, = b, = 0 3Hauu na je Ag(x) = 0 3a cBe QyHKUMje X M3 CKymna
{1,cost,sint,cos2t,sin2t,...}, a kako npema PejepoBoj TeOpEMHU NOMEHYTH CKYTI
(byHKUMja YMHA DYHAAMEHTATAH CKYT, TO je Ay =0, ogHOCHO || f|[=[|Af||=0

Capma nMamo npecinrkasame A : P — ¢y 3a KOje CMO OKa3alH [ia je OrpaHuY€eHO,
JMHEeapHO U 1 —1, U 3a KOje CMO HPETHOCTaBWIH Ja je ,Ha“. IlpemMa Teopemu o
OTBOPEHOM TIPECIMKABaby, TO 3Ha4HM /1a TOCTOju A~! : ¢y — P ¥ fa je A~! orpaHHYeHo,
Tj. Ia TOCTOjH KOHCTaHTa M > 0 ca cBojcTBOM ||A~'a|| < M||al| 3a cBaku Hyna HU3
a =(a,). Tlocne cMeHe a = Af, To ocTtaje

lAf1I= mllf]l, (9)

roe je m =1/M. Mehyrtum, ako onadepemo f = D,,, rue je D, Jupuxiieoso jesrpo, Tj.

B _sin(n+1/2)t
7_+ZCO ki 2sin(/2) = Dalt),

(InpuxiieoBo Je3rpo) onpa umamo A(D,) = (1,1,...,1,0,...) (BUOH Cce U3 TPEACTaB-
mawa D, kao cyme), Tj. ||A(D,)|l = 1, Dok je, kao mTo cMmo pauuje (y Crasy 4.12)
ycraHoBwiH ||D,|| — +o0o. Tako (9) HHje ompxkuBo 3a f = D,, jep ce CBOOH Ha
1>m||D,|| — +oo.

C 0d3upom a cMO JOOMIM KOHTPAAUKIHK]Y, IPETIOCTaBKa Ja je A CypjeKTUBHO je
HEOIPKUBA. O

Cnexrap

5.8. MoTtuBanHja. Y 0oBOM 0fie/bky DaBMMO Ce YOIIITEHEM IOjMa CONCTBEHE
BPEOHOCTH JIMHEAPHOT NpeC/IVKaBama. Jla Ce MOACETHMO, ako je X KOHA4yHO -
MEH3WOHAIaH NpocTop U A : X — X NIUHeapHO npeciuKaBame, oHAaa 3a d0poj A € K
KaykeMO Jia je coticiieend 6pegHOCHi IpecivkaBama A ako je

Ax =Ax, 3aHeK0 0 £ x € X. (10)

Kaga je mpocTop X KOHayHO AMMEH3HOHalIaH, OHAa je ycinoB (10) exkBUBaIeHTaH ca
YCII0BOM

A—AI HUje uHBEPTUOWIAH (11)

JaHo je na (10) mosnauu (11). ObpatHo je nocnenua No3HaTe YNBEHULE [a AedEKT
W paHT MPOU3BOJBHOT JIMHEeApHOT Mpec/ivkaBawma y 30Upy Iajy JTUMeH3ujy IpocTopa.
[TpuMemeHO Ha IpecnuKaBame A— Al TO 3Ha4H 1a je

dimker(A—AI) + dimran(A—AI) = dim X = n. (12)

[Tpema Tome, A—AI je 1—1 ako u camo axo je ,Ha". Tako je ycios (11) ekBUBaJIeHTaH
ToMe na A— Al “Ma HETPUBHjAJIHO je3rpo, a To je ekBUBaJIeHTHO ca (10).
MebyTHM aKo je X deckoHauHe nnmeﬁsnje (bopmyna (12) e obe3behyje ma je

Tako y onmrem ciy4dajy u3 (10) cnegu (11), anu He U 06paTHo. Crora y ommrem
CJTydajy UMaMo OBakBe edHHULIN]E.
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5.9. Jedununuja. Hexa je X banaxos npoctop Hap nosem C, U Heka je A €
L(X). Bpoj A € C 30BeMo pelynapHa wauxa ako noctoju (A—AI)™' € L(X). Hakne,
HHUj€e I0BOJBHO caMo f1a oToju (A—AT)~! Hero Tpeda ma Syzme u orpannyed. CKym CBUX
pery/IapHUX Tayaka 03HAa4aBaMo ca P (A) ¥ Ha3UBAMO Pe30JI8eHIIHU CKYT.

®yukuuja R, = (A—AI)™! koja mpecnukasa ckyn p(A) € Cy L(X) HasuBa ce
pe3oieenina.

KommemeHT pe3onBeHTHOT ckymna C\ p(A) Ha3uBaMo ciiexilidp omepaTopa A u
o3HayaBamo ca o (A). Jaxie,

o(A)={1eC|ue nocroju (A—AI) e L(X)}.

[Tocroju Bume HauuHa fa A— Al He Dyne vHBepTHOMIaH. Tek jefaH of BUX je
Jla UMa HETPUBHjaIHO jesrpo. CTora Tauke CIEKTpa MOKEMO [jabe MOJETUTH Ha TPH
BpCTE.

Tauxacitiu ciexwiap — o, (A). Tauka A € 0 (A) HasuBa Ce COUCIUBEHA BPEGHOCTH T
TayKa UyHKIydnHol cilexkilipa ako onepatop A— Al HUje UHjekTUBaH. To 3HAuYW Oa
V¥Ma HETPUBHjaJIHO je3rpo, OOHOCHO fa noctoju 0 # x € X 10j. Ax —Ax = 0. Ckyn
CBMX CONCTBEHHX BPEJHOCTH 03HA4aBaMO Ca O ,(A) ¥ HasHBAMO HUyHKIUAYAIHU WA
Waukaciy crexTap.

Henpexughu ciiexiiap — o.(A). Tauka A € 0(A) Ha3uBa ce Tauka HelpexugHol
clleKTpd aKo je je3rpo npecnivkasama A— Al TpUBMjalnHO, a ciauka rycray X. Ckyn
TaKBUX TauaKka Ha3MBaMO KOHIHUHYATHY WIH HeUpeKugHU CIIEKTap U oDeexaBamo ca
o.(A).

Pezugyannu ctiexttiap — o, (A). Hajsag, octane Tauke U3 CIIeKTpa HA3UBAMO Pe3ug-
yanue wauxe. CKyT TAKBUX Tayaka 03HaYaBaMo ca O, (A) ¥ Ha3UBaMO pe3ugyanrHu Wiu
fipeocuiany CeKTap.

Tauke pesuayantHOr ClieKTpa Cy Jakiie OHU OpojeBHU A 3a koje je A—Al UHjeKTHBHO,
anu ciuka ran(A—AI) Huje rycta y X. Crmuuno, A € 0. (A) ako ¥ caMo axo je A—AT
MHjEKTHBHO, anu ran(A—AI) G ran(A—AI) = X. 3aucra, moryhnoct na A—AI dyne
1—1wu ,Ha", anu Ja NpU TOME HErOoB MHBEP3 HHje OTPaHHYEH HCK/by4yeHa je 36or
TEOPEME O OTBOPEHOM IPECTUKABAMY.

Cnepu cTaB 0 OCHOBHUM OCODMHAMa CIEKTPA.

5.10. CraB. Hexa je A€ L(X), X Banaxos fipocitiop.

(a) Pesongenitinu ckyii p(A) je ollieopeH, a pe30NBeHTIA je HA HeMY XONOMOPPHA

dyxuuja.
() Axoje|A|>||All, onga A€ p(A).
(B) Cuexiuap o(A) je Helpa3an KOMUAKTHAH CKYT.

Hoxa3. Y nokasy kopuctumo cnenehy unmwenuny (sexdame 3.8). Axo je ||Al| <1
oHZa je I — A vHBepTUOUIAH, U BaXKU

—+ o0
(I—A)'=> A" (13)
n=0
(a) Heka je Ay € p(A). Taganoctoju R, (A) = (A—A¢I)~*. Hekaje A € C Taxso 1a
jelA—A¢l <6, rneje 6 =I|R;,|I7. Muoxehu jennaxoct (A—Agl)—(A—AI) = (A—Ag)I
PE30JIBEHTOM R, HalasuMo

[—R; (A—AD) = (A—Ao)Ry, .
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Mebhytum, [[(A—2Ag)Ry, Il < OlIRy, |l =1, na je Ry (A—AI)=I—(A—Aq)R;, HHBEPTH-
HOWIaH U BaXXHU

Ry (A—AI))~ R"/I 20)"
0

Hotapma jen (A—AI) = R;()l Ry, (A—AI) HHBepTHSHnaH, Kao ITPOU3BOJ 1B MHBEPTH-
OWIHa onepaTopa U BaXku

400
Ry = (A=A = (R, (A= AD) 'Ry = > RETH (A=20)". (14)
n=0

TuMe je mokasaHo ma |A—Ag| < 6 mosnauu A € p(A), 1j. na je p(A) oTBOpeH. A
dopmymnom (14) pesoniBeHTa R; je u3paxkeHa Kao Cyma CTeNeHOT pefia 1o A, 1a je ped
0 aHAJIUTUYKOj QYHKUHJH.

IIpumegda: OBHe je ped o onepaTOpHO BPEIHOCHOj aHATUTHUKO] QYHKUUjH, jep cy
koedULIHjeHTH y cTenieHoM peny (14) oneparopu. Mwu He 3Hamo (3a caja) HUKaKBa
CBOjCTBA OTIEPAaTOPHO BPEIHOCHUX aHATUTHYKUX PYHKUHja. Ao dymemo xemenu na
HWCKOPUCTHMO HeKa IT03HaTa CBOjCTBA aHAIUTUYKUX (DYHKIIH]ja, HAalTpaBUheMo CKalapHO
BpeIHOCHY (pyHKLHjy, Tako mTo hemo oneparopom (14) menoBaTH Ha MPOU3BOJbAH
BEKTOp X € X, a 3aTUM U3payyHaTH BpeJHOCT PyHKUKOHaMa A € X*.

(6) Ako je |A| > ||Al|, ouga je ||(1/A)A]| < 1, na je onepatop I —(1/A)A uHBepTH-
OunaH. 3ajenHo ca UM uHBepTUOWNaH je u A—AI = —A(I—(1/A)A). 1lta BuIe, U3
(13) Hamasumo

Ry=(A—AI)" :—)LZ—A” (15)

(B) U3 Tauke (a), cnextap o (A) je 3aTBOpeH, Ka0 KOMIUIEMEHT OTBOPEHOT CKyIa
p(A). U3 tauke (5) je o(A) € {A € C||A| <||All}, nma je orpanuuen. Ay ckymy C
3aTBOPEH U OTPaHHMYEH CKYT je KOMIaKTaH.

Crora jou jenvHO HefocTaje oa JokakeMo f1a je o (A) Herrpas3aH. IIpeTnocTaBuMo
cynpotHo, 0 (A) =0, 1j. p(A) = C. Taza je pe3onBeHTa aHANTUTHYKA QyHKLHU]ja BeduH-
HCaHa y LeJI0j KOMIIEKCHOj paBHU. Jloka3ahemo u pa je orpanuuena. M3 (15), 3a
[A] > ||A]| ntMaMo

!
T I[AI/IAl ~ A=A

400

IIRAIISIAIZIIAII”/IKI”= -0, (16)
n=0

Kag |A| — 4o00.

Hexa cy x € X u A € X* npousBo/sHu. Taga je dynkuuja h : C — C pgara ca
h(A) = A(Ryx) anamutruka 300r (14). 36or (16) duhe |h(A)| < [|Al|||x|[||R,]| < & 3a
|[A|= M, ana ckyny {A€C||A| < M} dyHkuuja h je orpaHUYeHa jep je HelpeKHuaHa.

[Tpema Tome, pyHKIM]ja h je orpaHUueHa Lena GyHKIHja, na je mpema JIjyBunoBoj
TEOPEMHU KOHCTaHTHa. U Buiue, 300r (16), oHa je MAEHTUUYKHY jefHaka Hynd. Jlakie
A(R; x)=0. Kaxo je A € X* Guio mpou3BOBbHO, M KaKko IyaJHH MPocTop X* pas3mBaja
Tauke, T0 je Ry x =03a cBe x € X, 1j. R, =0 3a cBe A. To je mehyrum Hemoryhe jep je
R) vHBepTHOUIIAH OIepaTop.

Crora je npetnoctaBka o (A) = () HeonpKuBa. O

5.11. HopmanHu H caMOaJjyHroBaHu oneparopH. Heka je H XundepTos npo-
crop u A€ L(H). TloaceTHMo ce Ja je anjyHroBaH omnepaTop A* € L(H) jenuHCTBEHH
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OIepaTop 3a KOjU BaXKU
(Ax,y)=(x,A*y),  3acsex,y<cH.

3a onepartop A € L(H) kaxxeMo fa je camoagjyniosan ako je A = A*. Kaxo je A*
YONIITEeHe T0jMa TPAaHCOTIOHOBAHE MaTpHlle, TO je MojaM CaMOajyHrOBaHOT omepa-
TOpa YOIIIITEeHe I0jMa CUMETPUYHE MaTpULIe.

3a omepatop A € L(H) KaXeMo0 [ia je HOpMaiaH ako A KOMYTHpa ca CBOjUM
aNjyHTOBaHUM, Tj. ako je AA* = A*A. JacHO, CBakM CaMOa[jyHIOBaH OIepaTtop je
HOpMaJIaH, jep ce y ToM ciy4dajy oda mpoussoga AA* u A*A cBone Ha A2,

Oneparop A je HOpMasaH ako ¥ CaMo aKo 3a CBe X € H BakH

lAx]] = ||A*x]|. (17)

(To je jaue ogx ||A]| = ||A*|| wrTO CMO mOKa3anu Ia BaXkk yBek, Tj. de3 0b3upa Ha To Ja
JIY je A HOpMaJlaH Wi Hyje.)

3aucTa, aKko je A HopManaH, oHza je ||Ax||? = (Ax, Ax) = (x, A*Ax) = (x, AA*x) =
(A*x, A*x) = ||A*x|]?, na je ycioB (17) notpedaH. JOKakMMO U [ia je I0BO/baH. AKO
BKH (17) OHIA HA UCTH HAYWH Hala3uMo J1a je (A*Ax, x) = (AA*x, x) 3acBe x € H, Tj.
naje ((A*A—AA*)x, x) =0. MehyTum, oHIIa TPUMEHOM IIOJIAPU3ALUOHOT HIEHTHTETA
(dbopmyna (21) rmaBe 4eTHpH)

(Bx,y) = 1((B(x +y),x-+ )~ (B(x—y),x—y)+
+i(B(x+iy),x+iy)—i(B(x—iy),x—iy))

Ha orepaTtop B = A*A— AA* HanasuMo U 1a je ((A*A—AA*)x,y)=03acBe x, y € H.
Opatne je A*A—AA* =0, Tj. A je HOpManaH.
Taxohe, mako ce mokasyje na je AA-+ uB HOpMasaH, KaJi ToJ Cy A 1 B HOpMaJTHH.

5.12. CraB. Hexa je A nopmanan. Taga je:

(a) (ranA)* =ker A*; ker A* = ran A*.
(8) o,(A) =0, ognocro HOpManHU OTEPATHOPYU HEMATY PEIUFYATHU CUEKTIAD.

Hoxa3. (a) y LranA < 3a cBe x € H Baxu (Ay,x) =0, 1j. (x,A*y) =0, Tj. ako
camo ako je A*y L H & A*y =0, ofHOCHO y € ker A*.

Kako je A™ = A npumemyjyhu nperxonHo Ha A* Hamasumo (ran A*)* = ker A, na
Kajia Ce y3Me jOlI jefjaH KOMIUIEMEHT M UCKOPUCTH S = ¥ in(S) nobujamo ran A* =
(ker A)*.

() 3ajenHo ca onepaTopoM A, HopMasaH je U onepatop A—Al. IIpeTrnoctaBUMO
na cnuka ran(A—AI) wuje rycra'y H. Tana je oprokomruiemenT (ran(A,I))* HeTpus-
WjanaH, Tj. moctoju 0 # x € H 14j. x L ran(A—AI). IIpemMa mpeTXORHOM, TO 3HAYH
na x € ker(A—AI*, 1j. (A—AI)*x = 0. Mehyrtum, 3d0r (17) Tana je [[(A—Al)x|| =
[|(A—AT)*x|| =0, ogHOCHO Ax = Ax. [IpeMa ToMe He MOKe Ce TOTONUTH Jja ONEPATOP
A—AT HEMa TyCTy CJIMKY H Ia UCTOBpeMeHo Oyne HHjekTHBaH. Tako je o, (A)=0. O

5.13. Jlema. Heka je A € L(X), X Banaxos Upociiop, u Heka HOCTHOjU KOH-
cmaniia m > 0 faxea ga je 3a cée x € X UCHYHEHO

lAX]| = ml|xl. (18)
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Taga je A unjextiuean, cruxdran Aje 3aitieopen otaupociiop, u A~ :tanA — X
je oipanuuen ouepaimop. ITocedno, axo je A ,Ha*, onga ocimioju A~ € L(X).

Joxa3. Axo je Ax =0, onza u3 (18) Hamazumo u na je x =0, na je A HHjeKTHUBAH.

Hexka je y, €eranA, u y, — y. Tana je y, = Ax, 3a Heku HU3 X, € X. (Taj Hu3 je
4ak jefIMHCTBEH, jep je A uHjektusaH.) Hus y, = Ax,, je KOHBEPreHTaH, 11a je TAME U
Komwjes. Ha ocHoBy (18) Hanmasumo U Oa je HU3 x, Kouujes, na je KOHBEPIEeHTaH,
peuumo x,, — x. Ho Taga 3dor orpaHHuYeHOCTH onepaTopa A UMamo U Ax,, — Ax, na
Kako Beh Ax, — y To je y = Ax, 1j. y €ran A. Taxo je ran A 3aTBOpeH [IOTIPOCTOP.

Omnepatop A~ :ranA — H je, OH/Ia OTPAaHHYEH HA OCHOBY TEOPEME O OTBOPEHOM
NpecavKaBamwy. ]

5.14. CraB. Hexa je H Xunbepitios tipocitiop, u Hexa je A€ L(H).
(a) Ako A€o (A) onga A€o (A*). H suue o (A*) = o (A).

(0) Axo je A camoagjyniosan, onga je (Ax,x) <R 3a cee x € H.
(B) Axo je A camoagjyniosan, ongaje o (A) SR, u o, (A)=0.

Joxa3. (a) Joxaxumo NpBO fa je A* nHBEPTUOWIAH, Kag rof je A UHBEpTHUOHU-
naH. Ako je A uHBepTuOWIaH, oHfa je AA™! = AL A = I, omakse je amjyHroBameM
(A Ly A*=A*(A )y =I*=1,maje (A*)L = (A1)~

IloroBopHMMO ce fla y HacTaBKy Jokasa A, e je A CKyll KOMIUIEKCHHX OpojeBa
03HayaBa ckym {A | A € A}, Dakne ,KOMIUIEKCHH KOHjyrat“ ckyma A, a He HeroBo
3aTBODEHE. B

Ako A ¢ 0(A) oHpa je A— Al uHBepTHOWIAH, ma je TakaB U (A—AI)* = A*—AlI,
na A ¢ o(A*). IIpyrum peuuma p(A) C p(A*). Kako je A* = Au A = A, kaza
MPETX0HO NPUMEHHUMO Ha A* Haymasumo p (A*) € p(A), ogHocHO p (A*) € p(A). Tako
jep(A)=p(A*),atume u o(A) =0 (A¥).

(6) Umamo (Ax, x) = (x,Ax)=(Ax,x), ma (Ax,x) € R.
() Axo je A camoanjynrosaH oHfia je A=A*. Hexaje AcC\R, 1j. A=a+iB, «,
B <R, B +0. Hmamo
I(A—AD) x| =||(Ax—ax)—if x||* = ||Ax—ax||*—2Rei{Ax—ax, B x)+||f x|[%. (19)
MehyTum, 300r npeTxopHorT je

(Ax—ax,px)=p(Ax, x)—aBllx|* R,

na je i(Ax —ax, f x) YUCTO UMaruHapaH Opoj, ¥ peayiHu feo My je jemHak Hynu. Tako
ce (19) ceopu Ha

I(A=AD)x|? = llAx —ax|P+IBxIP 2 IBPIxIP, 1. I(A=AL)xI| = |BlIx].

Kako je B # 0, To 3HauH fa je A— Al UHjeKTHBaH, T Ja UMa 3aTBOPEHy CIHKY. [ITpemMa
ToMe, unu je A € p(A) wiu je A € 0,(A). Ilocnenme je UCKIBYYEHO jep je cBaku
CaMOa/ijyHTOBaH OIlepaTop yjeoqHo U HopMaraH, 1a je o, (A) mpasaH.

Wmamo pakne, A ¢ R mosnaun A ¢ o (A) a To je 1 Tpedaso nokasarTy. O

Bexdama

5.1. 3a f € L'(0,1) dopmupamo Hu3 &, :fol t"f(t)dt,n=0,1,2,....
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a) lokaszatu na &,, — 0 kag n — 0.

6) Ilokasaru fa je omepatop A : L1(0,1) — ¢o, nat ca A(f) = (;’,,)ar‘x’ JIMHeapaH, OTpPaHHYeH, U 1a je
1Al =1.

B) JoxasaTu ja je A ,1—1“.

r) Kopucrehu nu3 byukuuja fi(t) =k x(0,1/k] — K X[1/k,2/k] ¥ BaHaX0OBY TEOpEMY O OTBOPEHOM MPEC-
JIMKaBamwy, JoKa3aTu ga A Hyje ,HA".

5.2. Hexa je z,, HM3 Pa3IMYUTHX TayaKa y orpaHuueHom ckyny 2 € C, ¥ HeKka 3a CBak¥ OTPaHUYEH HU3 W),
KOMIUIEKCHUX OpojeBa IMOCTOjU OrpaHHYeHa aHanuTHuka GyHkuuja f : Q — C Taksa na je f(z,) = wy, 3a
cBe n. Tazja mocToju koHcTaHTa K < 400 TakBa [ja 3a cBaky QyHKUHjY f (OrpaHUYeHy U aHAIIUTHUKY) 3a
KOjy BaXH f(z,) = wy,, BOXH U suglf(z)l < K sup|wy|.

n

ZE!
[ITocmarparu npecinukasawe H ()3 f— f(wy,) € 1°°, roe je H(2) CKyn OrpaHHYEHUX aHATUTHYKHUX
dyskuuja 13 Q y C ca sup-HOpMOM. VICKOPUCTHTH TEOPEMY O OTBOPEHOM MPECTHKABAY. ]

5.3. Hexaje A: X — Y orpaHuveH nuHeapaH oneparop. Hexa je A(X) =Y u y, — yo € Y. Taga nocroju
KOHCTaHTa ¢ >0 ¥ HU3 X,, € X TakaB fia X, — Xg, Ax, = ¥, U ||x, [ < cllynll-

5.4. Heka je A nuniiotieniina MaTpuiia dopMata n x n (Tj. Taksa fia je A¥ = 0 3a Hexo k € N). JlokasaTu
na je o(A) ={0}.

5.5. Hexacy A, Be L(X), X baHaxoB mpocTop.

a) JJokasaTu fa je ] —AB WHBEPTHOWIAH aKko U caMo ako je I — BA maBeptudmnan. [Ilocmarparu
oneparop I + B(I—AB) 1A

6) UsBectu 3abydax: o(AB)U{0} = o (BA)U{0}.

5.6. Iat je onepatop jemHocrpaHor nomaka T : [2 — 12, T(&1,&y,...) = (0,£1,&9,...). Onpemuru o (T).
[OmpenuTH COTICTBEHE BPEAHOCTH onepaTopa T* u uckopucTHTH A€ o (T) & Ae o (T*).]

5.7. 3a omepatop A € L(X) nedHHULIEMO HErOB pearHu ¥ umaiundpiu feo ca B = (A+ A*)/2, C =
(A—A%)/(2).

a) lokasatu B=B*, C=C*, A=B+iC, A*=B—iC.

6) JokasaTy Jia je A HOpManaH ako U camo ako B u C xoMyTHpajy, Tj. akko je BC = CB.

5.8. Jato je npecnukasame A: L2(0,1) — L2(0,1) ca (Af)(x) = xf(x). Dokasaru 5a je o(A) = [0,1].

5.9. Y Xunbeprosom npoctopy H = L2(0,+00) nocmarpamo ckyn 2 = {f € H | f0+°° x2|f(x)|2dx <
+o0}.

a) JloxasaTu fia je & rycT, npaBM NMOTNPOCTOp NpocTopa H, M TMME HUje 3aTBOPeH. (% cafpxu
¢yukuuje =03a x > M, a oBe cy rycre y H.]

©) IokasaTH fAa je oneparop A: ¥ — H paT ca

(Af)(x)=xf(x) (20)
HeorpaHWYeH 3aTBOPEH ONepaTop.
B) Jloxasatu fa je o (A) = [0,+00).
r) Ako ce yame H = L?(—00,+00), u A 3amatr dopmynom (20), Kako OHfIa U3IMIEa HETOB TOMEH?
IlITa je y oBoM ciy4ajy o (A)?

5.10. 3a onepatop U : H — H, H XundepToB NPOCTOP KaXeMO Jia je yHuildpan ako je UU* = U*U =1
(1j. ako je U1 = U*.)

a) loxasatu maje o(U) S {AeC|AL=1};

6) Yormurtutu. IlITa ce Mosje pehu o cexktpy onepatopa A 3a Koju BaxH penanuja P (A, A*) =0, rae
je P TIOTMHOM [IBe TPOMEHJbHBE Ca PeaTHUM KoedHUljeHTiMa?
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Xunbeprosa H6a3za

6.1. OpronopmupanH cucremH. Heka je H XundepToB IpocTop. 3a CKYIl BEK-
Topa {e; | i € I} KaXKEMO J1a je opilioloHaaH aKo 3a i # j Baxw e; L e;, Tj. (e;, e;) = 0.
(Ckyn ungekca I He Mopa OuTH pedpojus.)

3a UCTU CKYNl Ka)KEMO Ja je OpiioHOpMUpdH aKO je OPTOTOHajaH, U ako BaXKH
|le;ll = 1. Ykpatko To 3Hauu na je (e;, e;) =0;;, rneje 6;; =13ai=juéd;;=03a
i # j, T3B. KpOHEKepOB menTa CUMOOII.

[Tona3zehu o1 Ma KOT KOHAYHOT JINHEAPHO HE3aBUCHOT cUCTeMa { Xy, ..., X, }, MOXe
Ceé KOHCTPYHCATH OPTOHOPMHUPAH CUCTEeM KOjU TeHepullle UCTH TOTIPOCTOP, Tj. OPTO-
HOpMUpaH cucreMm {ey,...,e,} TakaB ga je Lin{ey,...,e,} = ZLin{x,...,x,}. Iocty-
IaK KOjUM C€ TO YMHH je T3B. I pam-LImuitios Hociiyuax.

Haume, ako mpeTnoctaBuMo e, € Lin{xy,...,xX;}, Tj. ex = A1 X1 + Aop X + -+
Qi Xg, YCIOBH e; L e mopemhe 1m0 CHCTEMa jeqHaYMHA MO KOEDUUHjEHTHMA O )i
YUjUM pelllaBambeM NodHujamo

X1
e =3
[EZAN
_ Xo—(xg,€1)e .
e="—"""" "1
[[x2—(x2,€1) el
e — X —{Xg, e1)e; — (Xg, ex)ep — -+ — (X, €p_1) €y
¢ ||xk_<xk»el>el_<xlc,e2>32_"'_<xk»ek—1>ek—1||.

Ila cucTem e; ucrymaBa yC/I0BE TIOKa3yjeMO Tako WTO 3a j < k H3pauyHaBaMo:

t

k=1

<xk_Z<kaei>ei»ej>:<xkrej>_ <xk»ei><eirej>:
i=1

=

T
—

= <xkrej>_ <xk»ei>5ij =

=

= (xi, €j) —(xr, €;) =0.
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6.2. Cras (becenoBa HejenHakoct). Hexa je e, e, ..., €, OpULOHOPMUPAH
cuctiem. Taga je

x= > (% e)ec| = llxl =D 1(x, el (1)
k=1 k=1
u focedHo
D 1x e < il (2)
k=1

IIpu twWome jegHakocili 8axu axo u camo ako x € Lin{ey,...,e,}.
ITpumegda: HejepHaxoct (2) Ha3uga ce becesnoga HejegHaxocii.

Hoxa3. UmMamo

n

x—Z(x,ek)ek

k=1

:<x_i(x’ek>ekr —Zn:(x ex) k>:

k=1

=|x|*— 2Re<x, (x,er)e >+< (x, e ek,z X,er)e >

n

= [lxI>—2Re > {x, ex){x, ex) + Z (x, e (x, e;) (e ).

k=1

Bonehu pauyHa o Tome na je (e, e;) =0 3a k # j mocnense nocraje

n n n
x= > (x,e)er| = lIxlIP—2Re > [{x, e)* + D I(x, e)l?,
k=1 k=1

k=1
0oJHOCHO (1) Kaza ce y3ame y 003Up Iia ce y cpefmeM cadUpKy Beh Hanmasu peanaH dpoj,
Y TO J1Ba myTa Behu op Tpeher cabupka.
U3 (1) jenrocTaBHO cinenu (2). Ja du y (2) BaKWiIa jeZHAKOCT, HEOTIXOJHO je J1a
nspasy (1) dyze jennak HynH, a To he byt axo 1 camo axo je x _ZZ=1<X’ er)er =0.
Jaxie, jeqHaKoCT BaXKHM aKo M caMo aKo je

n

X = Z(x,ek)ek.

k=1

6.3. Ilocnemuua. Hexa je e, ey, ..., €, OPTUOHOPMUPAH CUCTHEM, U HEKA je
L=Z%in{ey,...,e,}, a P, opioionanua apojexyuja na L. (Ona tiocttioju jep je
L xoHauno gumeH3uoHanau, u wume 3ameopen.) Taga je:

n

PLx:Z(x,ek)ek, u d(x,L)¢||x||2—Z|(x,ek)|2
k=1

k=1

Joxa3. Hexka je

n
2= (x,e)e
k=1
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OuurnegHo z € L, ajiu ¥

Z X, e ek,z X, ex) k>

n

:Z<x,ek><x,ek>— D (xe){x, enes, o) =

1 jk=1

= [{x, er)] Z|xe,C =0,

Kama ce yame y o03up za je (ejer) =03a j+ k. Oryna je x—z L z, na kako je
pasnarame y TeOpeMH O OPTONPOjeKUHjU jeNUHCTBEHO 3aKk/bydyjeMo Ja je z = Pr x,
x—ze€L'nd(x,L)=|x—z||, onHOCHO

n
d(x, L)% =lx—zl” = llxlI?= > I(x, eI,
k=1

Ha OCHOBY (2). O

6.4. Mlocnenuua. Hexa je e, j € I Hexu opioHopmupan cucwem y Xundep-
wosom tipociiopy H, maxap u netipedpojus, u nexad je x € H tipo3usonno. Taga
Jje cxyi ungexca j € I 3a xoje je (x, e;) # 0 najeuuse upedpojuse.

Joxa3. TIpeTnocTaBUMO 1a MOCTOjU 1 BEKTOpa U3 CKyma {e; | i € I}, peuumo ey,
., e, 3a Koje je |(x, e;)| = 1/k. Tama je Ha ocHOBY becenoBe HejemHaKkoCTH (2)

n
x> > 1x, e 2 n/k% T n<kxl.

Otyna je ckyn ungexca I, = {i € I | |(x, ;)| = 1/k} xoHauaH. Kaxo je cxyn nHpexca
. L. . +00 . . .
i €I 3a koje je (x,e;) # 0 jennax | J;_| I, TO je OH HajBHIIe NpeSpOjUB. d

6.5. CraB. Heka je e;, i € I Hexu opitioHopmupan cucitiem. Taga cy cnegehu
yCn08u MehycoOHo eKeUBANEHTUHU:

(i) Cxyi koHaunux TuHedpHux KomOuHayuja eexttiopa e;, Linfe; | i € I} je
ycuy H,;

3acee x € H samu x =Y., (x,¢;)e;.

3a cee x € H sancu ||x]|> =D, 1{x, ;)]

3acee x, y € H samu (x,y) =D..;(x,ex)(y, ex)-

Axo je x L e, 3a cee k €1 onga je x =0.

(ii
(ii
(iv

i
(v

—_ e T

ITIpumegda: CBu Hampen HaBeIeHW PEeNOBH 3allpaBO MMajy HajBUlIe MPedpojuBO
cabupaka pasIMYUTHX Of HyJle, Te CyMe UMajy cMucia. bpojeBu (x,e;) ce Ha3uBajy
dypujeosu xoepuyujeHitiu Bektopa x. Peny (ii) Ha3uBa ce dypujeos peg BeKTOpa X.
JepHakocr (iii) Ha3uBa ce [1apcesanosa jegHaxoci.

Joxa3. ExBuBanenuyja (i) < (v) cinenu U3 jeqHaKoCTH Sl = .,%zn(S) Haume,
(V) & {e}t ={0} & Linfe;} ={e;} = H & ().
ExBuBanenuuja (ii) < (iii) cnenu HemocpenHo U3 jemHakocTH (1).
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Ha (iv) moBnauw (iii) jeyHOCTaBHO BUOUMO aKko y (iv) ctaBumo y = x. Tagma je,

HauMme, (X, ec)(y, ex) = (x, e)]*.
Ia wm3 (ii) cnegu (iv) BUIUMO OBAKO

() =( D x.ede D (v.ee; ) =
iel jel
= > (x ey eene)) =
i,jel

=D (xedlye)
iel
jepsa i+ jBaxu (e;,e;)=0,a3ai=j,(ee)=1
CgojcTBO (V) HemocpepHo cnepu U3 (ii), ma ocTaje joul ga JOKaXeMo, Ha IpUMep,
na (v) mosiayu (ii).
[TpeTniocTaBUMO Aa BaXu (V) U CTABUMO y = X —Ziel(x, e;)e;. 3a oHe i 3a Koje
je (x,e;) = 0 BEKTOD e; Cce He TojaB/byje y CyMH, na je y L e;. Ako je, nax, (x,e;) #0
oHJa je
(v.e)) = (x,e))= > (x.e;)(ene)) = (x,¢;) = (x, ¢;) = 0.
iel

O

6.6. Jedunumnuja. OpTOHOPMHUPAH CUCTEM e;, i € I 32 KOjH je UCTIyHeH JUIIo
KOjH 0Jf yCJIOBA MPETXOJHOT CTaBa (a TUME U CBU) HAa3UBAMO UOWTYH OPTHOHOPMUPAH
cuctiiem (ckpaheno [TIOHC) wnu Xunbepitiosa dasa.

XundeproBa 0a3a HHUje ucTo WTO U anredapcka daza. Haume, duno koju Bek-
TOp X CE HA jeIWHCTBEH HAUYMH MO)Ke U3Pa3UTH Kao KOHAYHA THHEapHa KoMOUHaLHja
enemeHara anredapcke dase. C mpyre cTpaHe, x ce NMpHKasyje Kao deckoHauHa (Jo-
Iylie HajBulle npedpojrBa) MMHeapHa KOMOWHAaNM]ja enemeHaTa Xuiadeprose dase —
cBojcTBo (ii).

6.7. CraB. Cgaxu Hetipusujanan Xunbepimiog upociwiop (H + {0}) uma dap
jegry Xunbepiiosy 6asy.

Joxa3. Hexaje H Xundepros npoctop. YouumMo hamMuiujy ./ CBUX OPTOHOPMHU-
panux cucrema y H. damunuja ./ je HemnpasHa jep cagpku dap jenaH jemHounIaH
cucreM, Haume {x/||x||} 3a Ouno koje 0 ++ x € H. Ckyn ./ ypeouMo UHKITY3HjOM, Tj.
CTaBUMO Ja je 3a By, B, € ./, B; < B, ako U CaMO aKo je B; € B,.

Y damunuju .4 cBaky JaHal UMa ropwe orpaHuueme. Haume, axo je & =
{B; | i € I} nanau y .#, oHpa je Uie[o B; Takohe opTOHOpPMMpaH CHUCTEM, jEp 3a e,
fe Uie[O B; umamo e € By, f € B, 3a Heke B;, B, € . Kako je £ naHal, jenaH of
CKyTioBa By, B, je momcKyn Ipyror, peuuMo B; € B,. Tama e, f € By, na je (e, f) =0,
aKo Cy paslU4YUTH, ONHOCHO 1 ako je e = f. OuurnepHo je B; C Uie]o B;, ma je peu o
jeIHOM ropmheM OrpaHHYeny JaHna £ .

[Tpema LlopHOBOj 1€MH, y ./ TIOCTOjU MakcuMasaH eneMeHT. Hekaje o B. Ako B
HUje NOTIYH, OHAA, U3Mehy oCTasIor He UCITyhaBa CBOjCTBO 5° cTaBa 6.5, OHOCHO HOC-
Toju 0 # x € H TakBo ma je x 1 e 3a cBe e € B. Ho, Tanma je BU{x/||x||} opToHOpMuUpaH
CHUCTEM KOjU CafgpXu B, Te B HUje MakCcUMallaH, IITO YUHU KOHTpagukuyjy. Jakne, B
je IOTITyH cUCTeM, Tj. XundepTosa Da3a. O
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6.8. CraB. Heka je H Xundepitios Upociiop u Hexa cy By u B, gge mwelose
Xunbepiuose O0ase. Taga By u By umdjy ucily KapguHamnocii, 0gHOCHO # B, =
# By, AK0 je # 03HaKa 3a KAPGUHATHU OPOj.

Joxa3. Ako H uMa KOHauHy JUMEH3Hjy, Pe3yaTaT CJIeAU Ha OCHOBY MO3HATHX
TBphema inHeapHe anredpe.

Y nmoxasy deckoHa4HO AMMEH3MOHANHOI Cily4daja, nopen Kantop bepHiuTajHOBE
Teopeme, KOPUCTUMO U ciiefiehy pe3yaTaT TeopHje CKyToBa:

Axo je A beckonauan ckyi, onga je #(N x A) = #A.
Heka je B, ={e;|i €1}, v B, ={f;| j € J}. 3a ukcupaHo j € J HeKa I; 03Ha4YaBa

CKYNl OHMX MHJiEKCa i € I 3a koje je (e;, f;) # 0. Ilpema nocnemuum 6.4 cxyn I; je
HajBulIe MpedpojuB, U Moxe ce nopehatu y Hu3 I; ={i;,i;2,...}. Baxu u

1=,
i<l
jep du y cynpoTHOM 1ocTojao i € I KOju He MpHUIaja HUTH jeMHOM Of CKymoBa [;,
OJTHOCHO TaKaB Jia je e; L f; 3a cBe j 1ITO OY 3HAYHUIIO /1a CUTEM B, He UCIyHaBa yCI0B
(v) CraBa 6.5.
ITpecnukaBawe U: Nx J — | J
Hyje 1—1), Te je cTora

ey I;=Inatoca¥(k,j)=1i;je ,Ha", (Mana MOXIa

#I=#| L= #(NxT)=#].
j€J
OObpaTtHy HejemHaKOCT HOOWjaMO 3aMEHOM yiora, na je #I = #] npema KaHTop-
bepHITajHOBOj TEOpEMU. O

6.9. Jedununmja. Kapaunanuu dpoj nporssBosbHe Xundeprose base gaTtor Xuii-
Oeprosor npocropa H Ha3uBa ce Xundepitiosd Uy opiioloHANHA uMEH3Ujd TPOCToOpa
H.

[Tpema nmpeTxomHOM cTaBy XWidepToBa JUMEH3Hja je KOPEKTHO JedrHMCaHa.

3a bBaHaxoBe mpocTope X; U X5 KaKeMO [ia Cy U3oMelipuuky u3omoppHu ako u
caMo aKo Nnocroju dujexuyja A : X; — X, Takpa fia BaXku

[[Ax|| = [lx]], 3a CBe X (3)

Ceaxu Xunbeptos mpocTop je banaxos, na u 3a Xundeptose npoctope H; 1 Hy KakeMo
IIa Cy U30MEeTPUYKH N30MOP(dHU ako mocToju dujekuurja A : H; — H, Koja ucmymasa
ycioB (3). Mehyrtum, y cnydajy Xundeprosux mpocropa (3) je ekBUBaJIeHTHO ca

(Ax,Ay)={(x,y), 3a cBe X,y (4)
Ouurnenno (4) mosnauu (3), jep MoxeMo J1a ctaBuMo x = y. OdpartHo cienu U3 mo-
Japu3auuoHor ugeHTuTeTa (hopmyina (21) 4eTBpTe I/1aBe) IPUMEBEHOT Ha OIIEPaTop
A*A:
1
(A'Ax,y) = (A Alx+y),x +y) = (AA(x =), x=y)+
+i(A*A(x +iy), x +iy)—i(A*A(x—iy),x—iy))

Y UCTOT TOT UJIEHTUTETa MPUMEHEHOT Ha jeIUHUYHU oneparop I, Tj. uneHrurera (4)
MIPBe IJIaBe.
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6.10. CraB. Xunoepitiogu tipocitiopu H, u Hy ipocitiopu cy u3omelipuuku u3o-
MOPQHU KO U CAMO AKO HUX08e OaA3e UMAJY UCTLY KAPJUHATHOCTA.

Joxa3. Heka je A : H; — H, uzomopdusaM, U Heka je e;, i € I Xundeprosa
0a3za mpocropa H;. Ckyn f; = Ae;. i €I je opToHOpMupaH Y H,, jep je 30or (4)
(fi» fj) = (Ae;, Ae;) = (e;, e;) = 0;;. OH je u moTnyH, jep ako y L f; 3a cee i € I, oHna
y = Ax 3a Heko x € Hy, na umamo 0= (y, f;) = (Ax, Ae;) = (x, e);, omHOCHO Xx 1 ¢; 3a
cse i € I. Kaxo je cucreMm e; motnyH, 1o je x =0, aTume n y = Ax =0.

Cucremi e; U f; ©Majy UCTy KapoUHAIHOCT, jep je A dujexuuja usmehy wux, unme
je jeman cMep IOKa3aH.

Heka cy e; u f;, i € I da3e npoctopa H; u H,. Taga noctoju dujekunja A: {e; | i €
I} —{f; | i € I}. 3a npou3Bo/baH BEKTOP X € H) NOCTOj€ jeAUHCTBEHHU CKaJlapy a;, i € ]
TaKBH fa je X = ), @;e;. Jedunummmo Ax =D ., a; f;, Tj.

AZaiei = Zaiﬁ‘.
iel iel
[TpecnukaBame A je [odpo fedUHNCAHO U TMHeapHo. OUYHUIIeqHo je U OUjeKTUBHO,
IIpH YeMy je HHBEp3HO faTo ca A1 Y., a;f; =Y .., a;e;. Hajsap, 36or Crasa 6.5 (iv)
Ba)XKU U

<Azaiei,Azﬁiei>:<Zaiﬁ,zﬁiﬁ.>:Za@:<zaiei,za,.e,.>,

iel iel iel iel iel iel iel

ma je A UsoMeTpuja. O

6.11. Ilocnemuna. ITocwioju usomoppusam ®: H* — H.

Joxa3. Kaxo je mosHato u3 PucoBe TeopeMe O penpe3eHTaluju OrpaHUYEeHUX
MuHeapHUX QYHKIHWOHAIA, TOCTOjU mpecirukaBame W : H* — H Koje CBAKOM JIMHeap-
HOM (GYHKLUHOHANY (¢ Iopebyje BeKTop y = ®(y) Takas ma je ¢(x) = (x,y). To
Mpec/IMKaBawke je U30MEeTpPUUHo, jep je ||| = ||y||, anu Huje nuHeapHo, Beh je aH-
TWIVNHEAPHO, Tj. ako (YHKUMOHATHUMA @1, Y5 OATOBApajy BEKTOPH ) U J», OHZA
(PYHKIIMOHANY a1 + Qoo OATOBAPA BEKTODP U1 ¥; + Az Js.

Jla &1 ce 0cnodoanny HE3TOAHOT KOMIUIEKCHOT KOHjyrOBama Ha Ckalapuma, yOUHUMO
npecinukasawe ¢, : H — H 3amarto ca

s, (Zaiei)zzaiei,
i€l i€l
rae je e; Heka Xunbeprosa Dasa. Jlako ce mposepaBa fa je ®; aHTHIMHEAPHO U

HW30METPUYHO, Te je 0Tyna kKoMno3uuuja W = @0 : H* — H TUHEapHO U U30METPUUHO
NPECTHKABATE. 0

[laymeposa' 6a3a

6.12. Jedunnunuja. Hexa je X banaxos mpocrop. Hwus Bexropa xi, Xa, ... U3
X ce Hasusa lllaygeposa 6a3a ako ce CBaky IPYTH BEKTOp U3 X MOXE Ha jeNUHCTBEH

1 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) — nomcku Maremarayap
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Ha4yMH NpUKa3aTH kao cyma pena

—+ o0
x:Zajxj (5)
j=1

3a Heke ckanape « ;. OBJe je pe4, pasyme Ce 0 KOHBEPreHIUjH y BaHaxoBoM NpocTopy
X, omHOCHO, (5) 3Hayu 1a ||x —2721 ajxjH — 0, kag n — +00.

JacHo, cBaka IlTaymepoBa Da3a je TMHEApHO HE3aBUCAH CKYI. 3auCTa, ako OU HEKU
HBEroB KOHAYaH MOACKYT OUO JIMHEAapHO 3aBUCaH, OBHOCHO, aKO OU BXKUIIO

i Ak X = 0,
k=1

ITPX UeMy HUCY CBU A jeIHAKU HyJIU, OHIA O ce BeKTop (5) Morao mpuKas3aTH U Kao

n +00
x:Z(a]—i—/l])x]—i— Z ajJCj.
j=1 j=n+1

[TocebHo Tpeda BoAUTH padyHa [ia je pemocnen cabupama y (5) dutan. Huko He
TBPIY Ja je Taj pen KomyTaTuBHO KoHBepreHTaH. Crora Illayneposa asa Huje cxyil
BEKTOpPa, Hero yrnpaso Kako je v neduHUCaHO, HU3 BEKTOPa.

3a lllaymepoBy a3y kakeMo [ia je Hopmupaua axo je ||x,|| =1 3a cBe n. JacHo,
cBaka ce [laynepoBa Da3a moke HopMHUpaTtH, ysumajyhu x,/||x,|| mecto x, wmwTo
JIOBOJIY A 3aMeHe CKalapa a, ca a,||x,|| y (5)

[To3nato je ma nocroje banaxosu npocTopy Koju Hemajy lllayneposy dasy. Heku
MIPUMEPH Cy jeJHOCTaBHH, a HEKU CY U CJIOKEHU. Bumetn HarmoMeHy noce ctasa 6.18.

6.13. CraB. Hexa je x, lllaygeposa 6asa Banaxoeol tipocitiopa X . Ipecnuxa-
gana P, : X — X gawa ca

n —+ oo
an: E ajx]', X = E ajx]'
j=1 j=1

umajy cregeha ceojciisa:
(i) P?=P,, ogHocro P, je iipojexiiop;
(ii) P,P,, = PP, = Pyingm,n};
(iii) cmuxa ran P, je KOHAUHO JUMEHIUOHATIAH HPOCTHOD gUMEH3UjE N.
(iv) P, L(X), Wwj. P, cy olpanuueHu TuxeapHu oiepaitiopu.

Hoxa3. Csojctsa (i), (ii) u (iii) cy ounrnenHa, kao ¥ To 1ia je P, muHeapaH. JeguHO
HETPUBHjaJIHO je OTPaHHUYEHOCT MpecyivKkaBamwa P, .
Y Ty cBpXy yOouMMO HOBY HOpMY Ha X [aTy ca:

|[x]] := sup||P, x]|.
n>1

OBa HOpMa je KOpeKTHO fedUHUCaHa, jep P, x — X, n — -+ 00, aje pe4y 0 OrpaHUYEeHOM
Husy. llrtasuwe, ||P, x|| — || x||, omakme je
[lx]l < [x]]. (6)

Mebhyrum, umamo u

[Py x]| = sup [P, P, X|| = SUp | Prpingm,my X || = sup [Py, x| < [[x]],
m>1 m>1 1<m<n
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IITO 3HAYH 14 je P, orpaHu4eH y HopMupaHom npocropy (X, |[-]]), u #a je
|[Pn]| <L (7)
Hame, Baxu

Hx_an]l = SupHPm(x_an)H = Sup”me_Pmin{m,n}xH = SUp”me—an” _)0’ (8)

Kag m, n — +00, jep je Hu3 P, x Komwujes y nonasuoj Hopmy, 1j. y (X, ||-]|). opmyna
(8) oHpma 3HauH fa P, x — X ¥ Y HOBOj HOPMH |[-]|.

Ilokasahemo cajia 1a je mpocTop X KOMIeTaH U y HoBOj Hopmu. Heka X o3HauaBa
KOMILIeTHpame mpocTopa X y onHocy Ha |[]|. 3a nato X € X nocToju Hus x,,, Komujes
y |[[]| TakaB ga |[X — x,,]| — 0. Mebhytum, tana je, 36or (7) u uus P, x,, Kowwujes y |[-]],
Ta MoCTOojH

Pkfc: lim kan. (9)

n—-+400
[ItaBuie, Taj TMMec He 3aBUCH of u3bopa Kourujesor HU3a, Beh caMo of X, jep ako cy
x, ¥ x, nBa Komujesa HA3a KOjM KOHBEPTUPAjy Ka X, OHIa MOpa OuTH |[x, — x; ]| — 0,
a omarne u u3 (7) |[Pex, —Pcx)]| — 0. Tako je ca (9) KOPeKTHO ne(pHHHUCAHO P X.
Kako je motnpocrop ran P, kOHauHe JUMeH3Hje (M To TUMeH3Huje k) OH je 3aTBOpeH,
na P.x eran P, = Zin{xy,..., x;}, OBHOCHO

k
P.x = Za]x]
j=1

[Tpu ToMe Ccy @; jelHu Te UCTH 3a DuITo Koje k, jep 3a I > k umamo P, P, = P.
Hame, UMaMoO

I[X = P X]| < |[X = ]|+ [ % — P ]|+ [P — P X]| < 21[X — x,, ]| + [, — P X, |-

[TpBu cadupak ce Moke YIMHHUTH MamkbKM Of £ He3aBUCHO off k, 3a JI0BOJBHO BEJTHKO 72,
a IpyTH 3a Tako ofadpaHo n TeH Ka Hynu. OTyza je

[[x — P x]| — 0.

Hsmeby ocranor Hu3 P, x je Komujes y X (He 3adopaBumo P x €ran P, < X). Mehy-
THUM, Taja je 30or (6) HU3 P, x KomujeB ¥ y moja3H0j HOPMH, T1a je

+00
[|lx—P.x||—0, Tj. x:Zakxk.
k=1

36or (8) onna je u |[x — P X]| — 0 1 oTyna X = x. Jlak/Ie, MPOM3BOJBHO X € X y CTBApH
npunana X, 7j. X = X, na je X KOMIJIETaH y OAHOCY Ha HOBY HOPMY.

Capa Ha npocTopy X MMamo [iBe HOpMe, monasny ||-|| u HoBy |[-]|. TIpoctop X
je koMIuleTaH y ofHocy Ha obe u jou je ||x|| < |[x]|. [Ipema nmocinenuuu Teopeme o
3aTBOpeHOM rpaduKy, Te [Be HOpMe Cy eKBUBaJIEHTHE, Tj. IOCTOjH m > 0 ca CBOjCTBOM

m|[x]| < |lx]| < [[x]].
30or Tora, u 300r (7) je
1
1Py x|l <[P x]l < |[x]] < —[Ix]],
m

OOHOCHO P, Cy orpaHH4Y€HH NPOjEKTOPH. (]
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6.14. Ilocnenuna. Hekaje x, lllaygeposa 6a3a banaxosoi tipociiopa X . ITpec-
nuxagare ¢, : X - K, ¢,(x) = a,, ige je a, jeguncitieenu ckanap u3 paseoja
(5) je oipanuuen nunedapan Qyuxyuondn. Axo je, jow, 6asa HopmMupaua, onga
cy QyKUUOHATU p,, YHUYOPMHO OTPAHUUEHU.

Joxa3. Jlako ce BUIOY [a je IpecivKaBame ¢, JUHEApHO. 3aucTa, ako je x =
+ + . + -
Yioajxjuy =23 pix; ounaje Ax +uy = (Aa;+up;)x;, naje ¢, (Ax +
py) =2y +pPn =20, (x) + ppa(y)-
IIITo ce THYe OTPAHUYEHOCTH, UMaMO ¢, (x)x, = P,x — P,_; x, ¥ OTyIa
2
|<pn(x)|||xn||:”anxn||:”an_Pn—lx”S(||Pn||+||Pn—1”)||x||S%”x”r

e je m KOHCTaHTa U3 MPeTXOmHOr cTaBa. Tako je ||¢, || < 2/(ml|x,||). O

6.15. IIpumepu. 1° Hus Bekropa ey, e, ..., roe je e, = (0,0,...,0,1,0,...) (je-
IWHUIIA Ha n-TOM MecTy) je lllaynepoBa ba3a mpocTopa cq. 3aucta, 3a x = (£,&,...)

je
+00
X = z §jej,
j=1
jep je

=11(0,..,0,Eps1,.. )| =sUp|EL| =0,  n—+oo.

k>n

n
x= &e
=

2° Hctn HU3 BekTopa jecte llayneposa da3a u y npoctopuma [P, 1 < p < +00,
IITO Ce IT0Ka3yje Ha TOTOBO MIEeHTHYaH HauKH.

3° Hus Bextopa x,,(¢) = t", n =0,1,2,... nuje lllayneposa a3a mpocropa Cla, b].
OH je UCTHHA JIMHEApHO He3aBHCaH, U Yak (yHnameHtanaH y Cla, b] (30or Bajepru-
TpacoBe TeopeMe), anu Hyje lllayneposa basa.

Ha npumep y mpoctopy C|0,1], 1j.3a a =0, b = 1 umamo x; (t) = x;(t) IITO YHHH
jenaH pa3Boj odnuka (5), anu u

X012
xl(t):\/ﬁ:,/l—(l—ﬂ):Z( )(—1)"(1—;:2)”, (10)
n=0

n

TIPK YEMY Pell PABHOMEPHO KoHBeprupa 1o ¢ € [0,1]. To cienu u3 passoja QyHKuHje
x— (1+ x)Y2 y crenenu pen

1/2
1/2 n
(1+x) —HEO( )x ,

1/2) ~

KOjH MMa TIOTyIPeYHHK KOHBEPreHIje 1 ¥ Koju KOHBeprupa 3a x = *1, jep je (*

(1)t
2/ mn3/2
x1(t), ¥ TO camo 110 Ha3HUM BEKTOpHMa Ca ITApHUM HHIeKCHMa!

dopmyna (10), npema ToMe, YMHU JpYyrayuju pas3Boj PyHKLUje

CenapaduiHocT

6.16. dedununuja. 3a METPUYKU MPOCTOP M KaXkeMo [Ia je cemapadusiaH, ako
Yy BeMy II0CTOjU NpedpojuB CByZda IycT CKyn. Peunumo, cKkyn peanHux dpojesa (ca
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yodru4yajeHOM MeTPUKOM) jecTe cenapabuiaH, jep je CKymn paudoHaiHUX dpojea Q y
HBEMY CBYIA TYCT U MPOOPOjUB.

U pasan R? je cempabuiad mpocTop, jep je y meMy CByaa IycT ckynm Q x Q =
{(a,b) € R? | a,b € Q} 3a koju ce nako mokasyje ma je npedpojus. PasmaTpare
MO’KeMO HAaCTaBUTH U Jajbe, [a KOHCTATOBAaTH (Ha CJIMYaH HAUMH) Ja Cy KOHAYHO
IUMEH3UOHAHU TpocTopH (Han R, omHocHO C) cemapabumHu.

6.17. CraB. Banaxos fipocitiop X je celapadbusian axko u camo axo uma Hajeuuie
tipedpojue pyHgameniianan ckyi.

Joxa3. Heka je X cenapadunan. OH nma npedpojus CByna IyCT CKyTI, PELUMO A.
Kakoje ACZin(A)uA=X,10je X=AC Zin(A)C X, naje £in(A) =X, oBHOCHO
A je u pyHnamenTanaH ckyn. (OH He Moke DUTH JTMHEeapHO He3aBUCaH, ajlk TO Ce U
He Tpaxku.) THMe je foKka3aH jefaH CMep.

Heka je A HajBuue npedpojus dyHmaMeHTanaH ckyn y X. Cxyn Zin(A) je
cByJHa ryct y X anu Huje npedpojuB, pelMo 3aTO LITO CagpKU Y cedu BepHy KOMUjy
nospa ckanapa {ax | @ € K}, rue je x € A duno koju Bektop. MehyTum, ako 3aMeHUMO
CKaJjlape caMo OHUM PallOHATHUM, TaKBe JINHeapHe koMOWHalWje ynHnhe mpedpojus
CBYJa I'yCT CKYIL.

[Tpenu3Hyje, youuMo cKyn

n
a;jxjRea;,Ima; eQ,xjeA}.
i=

Y IOKaKMo Jia je: 1° mpedpojus, 2° cByma rycty X.
1° UMamo Ling(A) = J I L, rae je

n
Ln = {Za]x] Reaj,lmajEQ},
j=1

IpU 4eMy CMO IIPeTIOCTaBWIH Ja je (pyHnameHTanaH ckyn A nopehaH y HU3, A =
{x1,%s,...}. (HMcTuHa, HHUje cBaka KOHAYHA JUHeapHa KOMOWHalMja BeKTOopa U3 A
Oawl nuHeapHa KOMOWHaNUWja NMPBUX 1-BEKTOPA, ajld Ce€ MOXKe TaKO MPHUKas3aTH, jep
Mehy BeKTOpHUMa YHjy IMHeapHy KOMOHUHALIHjy TOCMaTpaMo TMOCTOjU OHaj ca Hajsehum
HWHJIEKCOM, @ OHMMa Ca MalkhUM HHIEKCOM KOjU He yYecTBYjy HOeIMMO ckasap Hyfa.)

MehyTtum, L, Hema Buule enemeHaTta Hero Q2", jep je mpeciukaBame Q2" >
(/31’7’1,---,/331, Yn) = (ﬂl + i}’l)xl +oet (ﬂn + iTn)xn ounrienHo ,Ha". Kako je an
mpedpojus, nmpedpojus je 1 L, a TuMe U ¥ in(A) kao npedpojusa yHHja mpedpojuBux
CKYIIOBa.

2° Hexa cy x € X u £ > 0 npousso/bHH. Kako je A dyHOameHTanaH CKyIl, IOCTOj!
n €N u ckanapu A; € C, 1 < j < n Taksu 13 je ||x—z;l:1 Ajxi|l < /2. Mehytum,
T0CTOj€e U pauMoHaIHK OpojesH B, v TakBu faje [Re A ;—f;], [Im A j—y ;| < £/(2n||x;)
utana|A;—(B;+ir;)|<IReA;—B;|+|ImA;—7;|<e/(nllxll), naje

n ) n n ) £ n £

=D (Bi+irj)xill < ||x—;ijj||+;|A]-—</5,-+w,->| [BSTIES 5+]_§_; ——llxll=e.

= n|x;ll

O
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6.18. CraB. Axo banaxos tipociiop X uma ILllaygeposy 0asy, onga je ceiiapa-
ounan.

Joxa3. Ceaka llayneposa 0a3a je dyHIaMeHTaqaH CKym. 3aucra, ako je X,
X Illayneposa basa, 1 x € X oHma je x = 3.1 . a;x; = lim S L a;x; 3a
2, .. LIAYAEP s J j=1 4j¥Xj n—too 2uj=1%jXj
HEKe CKalape « j, OIHOCHO CBAKO X € X je IMMeC KOHAYHUX JIMHEAPHUX KOMOUHALMja
0a3HMX BEKTODA.

Tephemwe oHIla clIenU Ha OCHOBY ITPETXOAHOT CTaBa. O

IIpumegba 1: TIpeMa ToMme, ako MPOCTOP HHUje cernapabuiaH, oHpa Hema Illayn-
epoBy ba3y. Tsphemwe obpatHO, 0BOM cTaBy, MehyTum, Hrje TauHo. [TocToju cemapa-
Ownan banaxos npoctop koju HeMa IllaynepoBy Oa3y. Taj npumep HUje jeIHOCTaBaH.

6.19. CraB. Axoy X #iociioju HetipeOpojug TIOTIIYHO JUCKPETaH CKyi, oHga X
HUje cellapaduian.

IIpumegda 2: 3a ckynm A y MeTpuuKkoM TpocTopy (M, d) KaxeMo Aa je MOTIyHO
IOUCKPETaH aKo MOCTOjH 6 > () TAKBO JIa 3a Pa3nuuuTe X, y € ABaxku d(x,y)> 0.

Joxa3. TlpernocraBuMo 11a je A HermpedpojUB MOTIYHO AUCKPETaH CKyT, Tj. Ia je
d(x,y)> 6 3a cBe pa3nuuuTe x, y € X 1 Heko uxcupaHo 6 > 0. Taga cy kyrie

B(x;5/2), x€A (11)

mehycodHO TUCjyHKTHE.

[TpeTniocTaBUMO CympOTHO, 11a je X cenapadwian. Tama mocToju mpdpojus ckym
B cBypa ryct y X. Kako oHpa cBaka Tayka M3 X MMa TauyKy U3 B Ha NPOU3BOJEHO
MaJioj ylaJbeHOCTH, TO MOCEDHO BaXKH U 3a enemeHTe ckyna A. Otyna csaka Kyria (11)
cafpxu dap 1o jemaH eneMeHT U3 B. Kako cy KyI/e OUCjyHKTHE, TO CY ¥ TH eJIeMEHTH
13 B mehycobHo pa3nuuuTH. A Kako KyIJId UMa HEMpedpojuBO MHOTO, TO U371a3H U [ia
je cxkyn B HenpedpojuB CyIIPOTHO NMPETIOCTABLH. (]

6.20. IIpumepu. IIpoctopu HU3BOBA cy, [P, 1 < p < +00 Ccy cemnapaduiHH.
Haume, kao pyHIaMeHTanaH CKYTl MOXE MOCTYKUTH HU3 BEKTOPa

e,=(0,...,0,1,0,...), (jenvHULIA HA 1-TOM MECTY). (12)

U npocTop ¢ KOHBEPreHTHUX HU30Ba je cernapadunan. Haume, jenaH weros ¢yH-
IaMeHTaJIaH CKyIl YuHe BeKTopH (12) u Bextop e = (1,1,1,...) - Bugeru ????

MehyTtum, npocrop [ °° cBUX OrpaHUYEHUX HU30Ba HHje cenapaduiaH. 3a IPOU3BOJI-
jan ckyn E € N youuMO HH3 )y KOjHU CE CacTOjU Of Hyja Y jJeJUHMLA, U TO TaKko Ja
Cé Ha n-TOM MECTY HaJjla3u jeOuHHLA ako M camo ako n € E. CBU OaTu HU30BU Cy
orpaHuyeHd U ||yg|| = 1. mehytum, ako je E + F, oHfia ce y pas3iiuly yp — yr 0apem
Ha jeJHOM MeCTy Hajnasu 1 uinu —1, OOk ce Ha ocTanuMm, nopen OpojeBa +£1 mory
Hanasuty U Hyne. Otyna je ||yg — yrll=1. Jakie ckyn

{xg| ECSN}

je nornyHo puckpertaH. OH je v Henpedpojus, jep noakynosa ckyna N uma Hernpedpo-
juBo MHoro. Crora [°° Huje cenapaduiaH.

[Tpoctopu Cla,b]u LP(a,b), 1< p <400 cy cenapadunuy, jep 3a pyHnaMeHTa-
JIaH CKYTI MOJKe TIOC/TY’KHTH CKYIl MOHoMa 1, 1, 12, 13, ....
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Mehytum, npoctop L*°(a, b) Huje cenapadunan. Hanme, ckynm KapaKTepHUCTHY-
HUX (QYHKIHja MHTEepBana obimuka (a,u), a < u < b je HerpebpojuB (KapAUHATHOCT
My je ucTa Kao u ckyny (a, b)), ¥ MOTIyHO OUCKPETaH, jep je (3a u < v, Ha IpUMep)

||X(a,v) _X(a,u)” = ||X[u,u)|| =1

6.21. CraB. Xunoepiiog ipoctiiop H je cetiapadusian axko u camo axo uma Ha-
Jjeuuwie apedpojusy Xunbepitiosy 0asy.

Hoxas. Hexka H umMa npedpojuBy XuideprtoBy 0asy e,, n = 1,2,.... Ta ba3a je
(ynnmeHTana ckyn, wto cienu u3 Crasa 6.5 (ii). Ctora jeman cMep ciiefy Ha OCHOBY
cTaBa 6.5.

Heka H uma HenpebpojuBy XundeptoBy a3y e;, i € I. Taga 3a i # j umamo

lle;—ejll* = (e;—ej,ei—e;) =|le:l” +|lej||* —2Re(e;, e;) = 2,
Tj. [le; —ejl| = V2. Crora je Ta §a3s yjeJHO U TIOTIYHO JUCKPETaH CKYIL. O

Ilocneguya: Mebhy deckoHauHO NMMEH3UOHATHUM XWIDEPTOBUM IPOCTOPHUMA,
CYLWITUHCKH MOCTOjU CaMo jenaH cenapadunaH. Hanme, cBU cenapaduiHu mpOCTOPU
nMajy npedpojuBy XundeptoBy ba3y, na ce npema ctaBy 6.10 oHM n3oMopdHU.

Ocrtanu nojMoBH dasze

Pasmorpuhemo jou nojam desycnosHe Da3e u nmojam Pucose dase. Ibuxosa cBo-
jcTBa HaBOOUMO Oe3 Jokasa.

6.22. besycinoBHa 6a3a. Heka je X baHaxoB mpocTop U Heka je Xy, X, ... HeKa
[layneposa 6a3a mpoctopa X. Kakemo ga je Ta Haza 0e3ycmogHa ako 3a CBakU U3bop

cxasapa a, € K pen
+oo
Z a, X, (13)
n=1

0e3yc/I0BHO KOHBeprupa. besycioBHa KOHBepreHuuja je CHHOHHM 32 KOMYTaTUBHY
KOHBEPIeHLYjY, 1a TO 3Ha4YM 3ajeJHO ca PEJOM KOHBEPrUpa U pef

+ o0
Zaa(n)xa'(n) (14)
n=1

3a cBaky nepMmytauujy o : N — N. Ilokasyje ce y TomM ciy4dajy na je cyma pena (14)
yBeK jemHaka cymu pena (13). pyrum peuynma ako KOHBepreHuuja pepa (14) ze
3aBUCH 0] IeEpMyTalldje, OHIlA HU CyMa He 3aBUCH OfI TepMyTaluje.

Cnenehu CtaB HaBOAMMO De3 OKa3a.

6.23. CraB. Cregehu ycnosu cy melycooHO eKBUBATEHTUHU:

+o00
(i) Peg > x, Oe3ycnosHo KoHeepiupa;
n=1
+o00
(ii) Peg Y. a,x, KOHBEPIUPA 3d CBAKU OIPAHUUEH HU3 KOMUNEKCHUX OpOjesd
n=1
Ap;
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400
(ili) Peg > (£x,) KoHseTupa 3a c8axu u3dop 3HaxKoed +, 0gHOCHO —.

n=1

OpaBpe ce MoXe IoKa3aTH fa HUcy cse lllaynepose dase HesyciosHe.

HaBogumo mpmep, T3B. kKymynailiugHe 6d3e y MPOCTOPY ¢ CBUX KOHBEPreHTHHX
Hu3osa. Hexka je f, = (0,0,...,0,1,1,...), e jenMHUIle IOYHY OF n-TOT MecTa. 3a
x=(&1,&y,...) € c cTAaBUMO

n=<&, w=%&—&—,3akx2 (15)

Tapa je &, = ., _, yx U cTOra

N
Z.ann:(.V1’y1+y2r---ry1+.V2+”'+.VN~--):(glr52»-~-»€nv€nr€n’---)'
n=1

Opatrne je

N
x__:E:}%j% ::H(O!Or”-r0!5n+1__gnv€n+2_'€n!”-)n::Suplgk_'gnl_qor
n=1 k>n
OIOHOCHO
400
x=> W (16)
n=1

30or jennakoctu (15) npencrasmame (16) je jenuHcTBeHO. Tako f,, unHe lllaynepoBy
0a3y npoctopa c. Mehyrum, Ta basa Huje desycinosna. Haume, ???

6.24. Pucosa da3a. Heka cy H u K XundepToBu MPOCTOPH.

(a) Kaxxemo fma je nuHeapHO mpeciivkaBame S : H — K WoHoI0WKY U3omMoppusam
aKo je JMHeapHO, OTPAHMYEHO M aKo je S~' Takohe orpanuyeHo. (Tume je
mpehyTHO MPeTHnoCcTaB/beHo aa je S OUjexTUBHO.)

(0) 3a HU3 x,, € H xaxeMo Ia je Pucosa 6a3a ako TIOCTOjH OPTOHOPMHUPaHa Dasa
e, mpoctopa K u Tonosnoiky n3omopdusam S : H — K Takas fia je Sx, = e,.
(OBre je, nak, mpehyTHO NpeTnoCTBa/beHO Aa ke K, a TuMe U H, cenapaduian
IpOCTODP.

Kapakrepusauujy Pucose base HaBogumo de3 foKasa.

6.25. CraB. Hexaje H Xunbepwios tipoctiop u x,, Hu3 gextopa u3 H. Cnegehu
YCT08U Cy MeNYCOOHO eXBUBATIEHTUHU
(i) Hu3 x, odpa3syje Pucosy ba3y tipocitiopa H;
(ii) Hu3 x, je 0e3ycnosHna 6asa u fiocitioje koHcilianiie m u M fhaxee ga 3a cee
n 8axu

m < || x|l < M
(iii) Hu3 x, je laygeposa da3a dpociwiopa H u 3a c8aKU HU3 Q,, CKATAPA 8aAHU
eXBUBATIEHUUJA
+o00 +oo
Z a, X, KOHeepiupa < Z lat,)? < +00;
n=1 n=1
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(iv) Hu3 x,, je pyngamenitianan y H u ficottioje xonctlianiiie 0 < m < M thaxee
ga 3a c8axu u3dop ckanapa o, u ceaxo upupogHo N eaxmu

N N P N
2 2
Z IR DICHEA I3 SrAE
n=1 n=1 n=1

(v) Ha H #ocitioju cxanapru Upoussoq ex8uUsaIeHiliaH HoIA3HOM Y 0GHOCY HA
KOjU je X, OpTHOHOPMUPAH U THOTUUYH.

Bexdama

vn+1/2 d" (x2—1)"
2np!  dxn
a) MokasaTy A je Taj CHCTEM TOTIYH K OPTOHOpMHpaH y L2 (—1, 1)

6.1. IlaT je cuctem Jlemangposux wonunoma L, (x) =

6) [Mokasaru 1a ce cucTeM L,, moSuja nonasehu omg MonoMa 1, x, x2, ... Tpam-IIIMUTOBHM MOCTYTIKOM.
1 n
6.2. IToxasatu fga je cuctem Jlaieposux nonunoma G, (t) = —'e‘ I (t"e™") OPTOHOPMHUPAH Y TIPOCTOPY
n!

L2((0,+00),e dt).
(_1)n ex2/2 da”

Vannlym dxn

OpPTOHOPMHPaH CHCTeM Y mpocTopy L2 (—o00,+00).

2
6.3. ITokasatu ga cucreM H,(x) = (e™*") (EpMHTOBH HOJMHOMH) YUHH NOTIIYH

6.4. Jloka3artu 1a je cucreM Xaposux Qpynkuyuja

2m/2 (n—1)/2" < x < (n—1/2)/2™
(pm,n(x): _2m/2’ (n_1/2)/2m3x<n/2m ’
0, x¢[(n=1)/2",n/2™)

meN, 1<n<2™, jenaH MoTmyH opToHOpMHUpaH cuctem y L2(0,1).

6.5. a) loxasatu 1a je cucteM PamemaxepoBux byHKIHja @, (x) = (—1)[2"*] opronopmupan anu Huje
nornyn y L2(0,1).

6) HoxasaTy Jia je CHCTeM Bomuosux Qynkuuja 0 pm, mo,...m, (X) = @my (X) Py (X) .o @pm, (X), my <
mg <...m,, TOTMyH OpTOHOpMHUpaH cuctem y L2(0,1).

n
6.6. Wspauynaru d(e;, L), rieje L={xel?| > &; =0}
=1
6.7. Iart je cxkyn W, (a,b) = {f : (a,b) — C|f je anconytHo HenpexupHa u f’ € L2(a,b)} — Gpocimop
Codosmesa.
a) Ilokasaru gma je ca f g f f(r)g(r)de +f f/(r)g’(r)dr samaT ckanapHH TPOM3BOX HA

W, (a, b);

0) ITokasaTu fa je W21 (a,b) XunbepToB MPOCTOP y OAHOCY HA TAKO 3a[aT CKalapHH TPOU3BOJ.

B) OZipenuTH OPTOKOMIUIEMEHT ckyna {e"? |n € Z} y W21 (—m, 7).

6.8. Heka je e; HEKM IOTIIYH OPTOHOPMHPAH CUCTEM yV XHUIOEPTOBOM IpocTopy H, W Heka je f; HeKH
j J
2 ¢
IPyTH OPTOHOPMHPAH CHUCTEM 33 KOjU BayKH § ||e] fjll* < +00. [okasatu na Cy KOHauHe JTHUHEapHe

KOMOMHaUKje BeKTopa f; CByAa rycrey H, 10 JCCT na je f; Takohe I[TOHC.

log
Tex Vxlogx+m

6.9. Jlokasatu fia je pyHkumja g(x) = e log? ++72 gin log? x+n2 OPTOTrOHAaJIHA Ha CBE ITOJIMHOME y ITPOCTOPY

—n/E
L?((0,400), e o7 47 dx)
6.10. [Toxa3aTy fa je HU3 BEKTOpA e, e1, es, ... (roeje e =(1,1,1,...), a e, BEKTOp Ca jefMHULIOM Ha N-TOM
MEeCTY U Hylama Ha octanum) Illlayseposa 6asa mpocropa c.
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6.11. [la nu je mpoctop N BV [0, 1] cenapabunan?

6.12. a) Hexka je X banaxoB npocTop, 1 Heka je X* cenapadunaH. [lokasaTty na je Tafa 1 X cenapaduiaH.
[3a npebpojus cByza rycT cKyn (pyHKLUHOHANA (1, @3, ..., HAhH BEKTOPE X,, Ha KOjUMa ¢, TOCTHKE HOPMY,
T1a JoKa3aTy ja je x, GyHoaMeHTalaH HHU3.]

©) [IpumMepoM mOKa3aTH fa odpat He BaXKH, Tj. I MOCTOjH cenapadunan X Takas na X* HHje cemapa-
dumnaH.

6.13. Hexa je X baHaxoB mpocTop Takas fia je X* cenapabuiaH, U HeKa je ¢, Hekd yHJaMeHTalaH HU3 y
X*.
a) loxasatu fa je dynkuuja d : X x X — [0,+00) pgara ca
400

d(x,y)= %I%(x—y)l

n=1
jemHa MeTpHKa Ha MMpoCTopy X.
w
) MoxasaTu #a x,, — X aKo ¥ caMo ako d (x,,x) — 0.






7. KOMITAKTHOCT

KoMniakTHH onnepaTopH

7.1. Jedununuja. Hexa cy X u Y banaxoBu mpoctopu. 3a JUHEApHO INpec-
nukaBawe T : X — Y kakeMmo [1a je KoMUaxiiHo aKo je CJIHKa jeJUHUYHe JIoNTe By y
X penaTUBHO KOMIIaKTaH IOACKYII IIpocTopa Y.

Axo je T KOMNakTaH, OHJA je W OrpaHWYEH. 3aHUCTa, KAKO je CBaKM pena-
THBHO KOMITAKTaH CKyT, TOTaJHO OTpaHWYeH, a CBAKHM TOTAJTHO OTpPaHUYEH YjemHo
W OTPaHHYEH, TO je CJIMKA jeJHUYHe JIONTe By OrpaHHYeH IOACKYI mpocTopa Y, Ha
mpumep T(By) € B(0; M), 0OBHOCHO 32 CBako x € By umamo ||Tx|| < M. Tapa je
IT|| =supyep, ||Tx[| <M, onHocHO T je OrpaHHYeH.

Ako je T XOMIaKTaH, OHJla OH CJIMKa OTPaHWYEHe CKYIOBE Y PElIaTHBHO KOM-
nmakTHe. 3aucra, ako je S € X orpanuueH, peuumo S € B(0;R), oHma je A(S)
A(B(0;R)) = RA(By). Kaxo je A(By) pelaTHBHO KOMIIaKTaH, OH je M TOTaJHO
OTpaHMYEH, Na je TakaB U RA(By) (DO Ha 3aMeHy &-Mpexe, Re-mpexoM). Tana je
U A(S) TOTaNHO OrpaHHUYEeH, Kao IMOJCKYI TOTAJIHO OTPAaHUYEHOTr CKyTIa.

Ckym cBUX KOMIAKTHHX onepaTopa u3 X y Y o3HauaBahemo ca K(X;Y), a ako je
X =Y oHpa kpatko ca K (X).

7.2. CraB. Hexacy S, Te K(X;Y). Taga:

(a) JluneapHa xomOuHaAYUja KOMUAKTIHUX Oliepaliiopadje KomUaxian, ij. AT+
uSeK(X;Y);

(8) Cxyu xomuaxiiHux otiepaimiopa je 3aiwsoper y Hopmu dipociopa L(X;Y),
wj. K(X;Y)<L(X;Y);

(B) IIpou3sog xomuaxitinol u olpanuuenol otiepditiopa je Komuaximan. IIpe-
yusnuje, axo je S; € K(Y;Z) u S, € K(W;X), ouga S, T € K(X;Z),
TS, € K(W;Y). ITocedro, axo je X = Y, onga je K (X ) geociipanu ugean
y L(X).

Jloxa3. (a) Hekacy ckynoBu A= T(By), B = S(By ) CIHKe jeJUHHUYHE JIOIITE OIIep-
aropuMa T ogHOCHO S. [IpeMa npeTnocTaBLy CKyNOBU A M B Cy TOTaJIHO OTPaHUYEHH.
Hexa je, jomr C = (AT + uS)(Bx). Jokaxumo u na je C TOTaJIHO OTPaHHUYEH CKYITI.
Hexka je € > 0 maro. Taga mocToju koHauHa €/2|A|-Mpexa 3a A, peLuMo a;, do, .

cey
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a,, v KOHauHa &/2|u|-mpexa 3a B, peuumo by, by, ..., b,,. Nokaszahemo 1a je ckyn
{Aa; +ub;|1<i<n,1<j<m}xoHauHa e-mpexa 3a C. 3aucta, ako y € C, oHza je
¥y = (AT +uS)x = AT x + uSx 3a HeKko x € By. Mehyrum, Taga Tx € A, 1a IOCTOjH
1<i<nrTakso gaje||Tx—a;|| < &/2|A| u cnuyHoO, Sx € B, na noctoju 1 < j < m TakBo
naje ||Sx —b;ll <&/2|ul. Ho, Taga je u

1y = (Aa; + ub))l| = [T x —a;) + p(Sx = D)l < AT x —asl| + |ull|Sx — byl < &

(8) Hexka je T, € K(X;Y) HM3 KOMIAKTHHX ONepaTopa KOju KOHBeprupa ka T
y Hopmu npoctopa L(X;Y), 1j. [|T, — T|| — 0. O3nauumo ca A = T(Byx), OBHOCHO
A, = T, (Byx) cuke jenHU4YHe jtonTe onepatopuma T, ogHocHO T,,. Heka je € > 0 maro.
Tama us ||T,, — T|| — 0 ciepu ga mocToju NpUpofAaH Opoj n Takas na je || T, — T|| < /2.
3a Tako ogadpaHo 1, CKyNn A, je TOTAIHO OIpaHHYEH, N1a UMa KOHAUHY £/2-MpEeXy.
Hexa cy To Bextopu ay, as, ..., a,. TBpAMMO Ja UCTU BEKTOpU 00pasyjy KOHauHy
£-MpexXy 3a CKyn A. 3aucTa, ako y € A, oua y = T x 3a HEKO x € By. Kako 3a TakBo
x, T,x € Ay, TO TIOCTOjH j ca CBOJCTBOM || T, x —a;l| < £/2 v Tapja:

ly —ajll=Tx—T,x + T,x—a;l| <IT = TllIxl| + T, x —a;ll < (¢/2)- 1+ e/2=¢.

(B) JOoKa)XMMO TPBO A OrpaHHUYeH omeparop S; € L(Y;Z) ciouka pelaTBHHO
KOMIIKAaTHE CKYIOBE Y PeJaTMBHO KOoMmakTHe. Heka je A C Y penaTMBHO KOMMAK-
TaH, Tj. TOTAJHO OTPAHMYEH CKYT, U Heka je & > 0 mato. Taja ckym A MMa KOHAuHY

£/||S;||-mpexy, petumo yi, ..., ¥,. IBPOUMO Ia Taja BEKTOPH S; Vi, Si¥a, «--y S1¥Vm
YHHEe KOHAYHY £-MpesKy 3a S; (A). 3aucta, ako z € S; (A) OHIa je z = S; y 3a HEKO y € A,
na nocroju 1 < j <m 1aj. ||y —a;ll < &/|1S,]l. Ho, Tama je ||z =S, a;|| = 1S (y —a;)|l <

ISillly —ajll <e.

Axo je T € K(X;Y) xomnakTaH, u S; € L(Y;Z) orpanudeH, oHma T CJIMKa
OrpaHHYEHE CKYIOBE Y PEIaTHBHO KOMIIAKTHE, a S; PElTaTHBHO KOMIIAKTHE y pell-
aTMBHO KOMMakTHe. Ako je A C X orpaHuYeH, oHfia je T (A) peslaTHBHO KOMITAKTaH, a
S T (A) Taxole penaTHBHO KOMIIAKTaH, 1a je S; T KOMIIAKTaH.

CnnuHo, axo je S, € L(W;X) orpanuyeH, a T € K(X;Y) koMIakraH, oHfia Sy
Ipec/iIvKaBa OTPaHHUYEHE CKYMOBE y OrpaHH4eHe, a T ClIMKa OrpaHUUYEHE CKYIOBE Y
penatuBHO KoMmakTHe. [IpeMa ToMe, ako je AC W orpaHuueH, oHAa je S (A) Takohe
orpaHuueH, na je TS,(A) penaTMBHO KOMIAKTaH, na je TS, KOMNaKTaH. ]

7.3. Jlema. Hexaje H Xunbepitios Upocitiop, U Hexd je x,, Upou3eobaH 0IpaHuUeH
nu3. Taga x,, uma cnado KoHeepieHilian UOGHU3.

Hoxa3. Heka je e;, i € [ Xunbeptosa 0a3a 3a H. Ckyn unpexca {i €I | (x,, ;) #
0, 3a cBe n} je Hajsuie Npedpojus, jep je npedpojuBa yHHUja HajBULIE NPEDPOjUBUX
ckynoBa I, ={i €I |{x,,e;) # 0}.

Heka cy, naxie, e;, e,, MT/I. OHM DasHU BEKTODH 3a Koje je (x,,e;) # 0 3a dapem
jemHo n. IbUXOB 3aTBOpEHU JIMHEApPHU OMOTay 03HAYMMO ca Hi, a BUX0B OPTOKOM-
rieMeHT ca H,. [IpeMa ToMe, ocTanu 0asHU BEKTOPH e, # e; Tpunajajy Hy, 10K CBU
X, € H; jep je 3bor CtaBa 6.5 (ii)

—+ oo
X, = Z(xn,ej)ej.
=
Kaxo je Hu3 (x,, e;) orpanu4eH (|(x,, e;)| <||x, ), To OH ©Ma KOHBEPTEHTaH O/IHH3

y C. Heka je x,(ll) ojgrosapajyhu nogHus Husa x,. Hus (x,gl), e;j) je Takohe orpaHuyeH,
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. 1 2
ITa UMa KOHBEI€HTaH IIOJHH3. OHI‘OBapaJth/I IMOJHHU3 HHU3a x,(, ) O03HAaYHUMO Ca x,s ),

k .
utg. Tako monmasWMo 10 HM3a MOITHH30BA x,(l ) on KOjUX je caku ciefehu momHU3
MPETXOAHOT. Y3MHUMO [IWjarOHAIHU MOITHU3 x,(l"). OH je MOJHU3 CBUX MOMEHYTHX
MOAHHU30Ba (IMOYeB of 1), Ia IUMeC

i ) 4.
nginoo<xn ’ €]>
MIOCTOjH 3a CBAKO j.

Ca dasnux Bexropa npehu hemo Ha cBe BexkTope U3 H; oMohy MpuHLHMIIA KOH-

BepreHuuje. Haume, Hu3 GyHKIMOHANA

je nuHeapaH W yHH(OPMHO orpanuded. Haume, |@,(x)] < ||x,§")|| [|x]l, ma je ||@,ll <
||x,(,")|| < M < +00, U KOHBEPTHpA 3a X = €}, @ BEKTOPH e; 00pasyjy GyHAaMeHTaIaH
ckyny H;. Crora ¢,,(x) KOHBEpTUpa 3a CBako X € Hj.
Axo je x € H, oHia je, TpeMa TEOPEMH O OPTONPOjEKLHUjH, X = ¥ + z 3a jeSUH-
CTBeHe y € H; U z € H,. Ho, xaxo je x, 1 z 3a cBe n TO je
lim (x(,x)= lim (x{",y),

n——+4o00 n—-+4o00o

a NOCJIe Y MOCTOjH.

i ()
Crora je x, ' TpaXeHH 1ab0 KOHBEPreHTaH MOJHHU3. (]

7.4. CraB. Hexaje T € K(X;Y) xomilaxitian otiepaiiop.
(a) 3a csaku Hu3 x, € X 8axcu umunukayuja

xnix=>Txn—>Tx. (1)

Jpytum peuuma, komuaxiwinu otlepaitiopu tipesoge crady KOH8epIeHUUy y
Jjaxy.

(8) Axo cy, jow, X u Y Xunbdepitiosu Gpocitiopu, OHga 8axu u 00paid, wj. axo
je umiinukayuja (1) Wauna 3a ceaxu Hu3 x, € X, onga je T KOMUAKTIAH.

Joxa3. (a) IlpenackoM Ha HHU3 X, — X YMeCTO X, HOBOJBHO je foka3aTH (1) 3a
crydaj x =0.

[TpeTriocTaBUMO CYNIPOTHO, HEKA j€ X, %0, v Hexa HUje Ta4yHo 1a || x,|| — 0. Taga
TIOCTOjH MOJIHM3 X,, HHU3A X, Takas Ja je ||x,, || > & >0 3a Heko & > 0.

Ha ocHoBy CtaBa 4.14 (a), HU3 HOpMH [|x,|| je orpaHHYeH, Na je CKYIl BpeAHOCTH
TIOJHK3a X, OpaHHueH cKyny X. Kako je T KOMIaKTaH, CKyl BDEOHOCTH HHU3a T X,
je penaTHBHO KOMIAKTaH, Na Hu3 T X, HWMa KOHBEPreHTaH IOIHM3, KOju hemo omert
o3HauuTU ca Tx, MNa He OM KOMIUIMKOBAIH O3HaKke, Tj. Tx, — y 3a HEKO y € Y.
Opartre je

Iyl =1m||Tx,, || >&. (2)

. w .
Mebytum, c jenHe cTpane Baxu ¥ T'x, — y, a C Ipyre cTpaHe, kako je T Kom-

MaKTaH, OH je U orpaHuyeH, na 7T x,, A 0, mTo BakK M 3a mogHu3 T x, . Kako je cadu
JIMMEC jeHCTBEH, TO je y = 0, UITO ce KocH ca (2).

(8) Hexa je y, € A(By) pOW3BOJbAaH HU3 W3 CIMKE jeOUHW4He jyonTe. Tapa je
¥. = Ax, 3a HeKko x, € By. Hwus x, je orpaHnyeH, nma MmMa c1abo KOHBEpPreHTaH
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w
TOJHHM3, PEUUMO X, — X. IIpema mpernocrasuu taga Ax, — Ax. [lakie, ciauka
jeoVuHUYHE JIONTe je pelaTUBHO KOMITaKTaH CKYII. O

ITpumegda: ObpaTaH cMep 0CcUM 3a XuIdepToBe MPOCTOPE BaXKU U 3a pedhieKCHBHE
banaxose npocrope.

7.5. Jlema. Hexa je AC M penaiiusHo KOMUAKan CKyd y MEPUUKom po-
ctiopy M, onga y A éiocitioju tipedpojue c8yqa 1ycili CKyii.

??? Wsrnepna na oBa geMa Huje dutHa ??7??

Joxa3. Cxyn A je penaTHBHO KOMIIaKTaH, I1a je ¥ TOTajaHo orpaHnyel. OTyza 3a
CBako € > () MOCTOjU KOHAauHa e-Mpexa 3a A. [lokasahemo mpBo, J1a ce Ta MpeXxa MoXKe
ofJadpaty Tako 7a CBe Tauke IPUMaZajy CaMOM CKyITy A.

Hexka je x1, x5, ..., X, € M KOHauHa £/2-Mpexa 3a A. MoXeM0 MPeTNOCTaBUTH
ma cBaka jonrta B(x;;£/2) canpxu bap jemHy Tauky u3 A, jep y CympOTHOM, TauKy
X; MOXEMO Jia u30cTaBumo. Heka cy ay, as, ..., a, € A TakBu 1a je d(a;, x;) < /2.
TBpAUMO 13 a; YMHE KOHAYHY & MpEeXy 3a A. 3aUCTa, aKo X € A Taja M0CTOjH X; TAKBO
majed(x,x;)<e/2wutamad(x,a;)<d(x,x;)+d(xj,a;)<e/2+¢e/2=¢.

Y3umajyhu € = 1/k, k € N Hanasumo HU3 KOHauHUX 1/k-mpesxa 3a ckyn A. O3-

(k) (k) (k)
HAYMMO MX Ca X; ', X5, ..., X5, . CKyn

k21,17 <m}

je npedpojuB kao mpedopujuBa yHHja KoHayHUX. OH je U cByna rycT, jep 3acse € >0 u
cBe x € Anoctoju k €N takBo na je 1/k <e u 1< j < nj TakBo fa je d(x,x](k)) <1/k,

omaxie je u d(x, x}k)) <e. O

7.6. Cras [Iaynmep]l. Otuepaitiop T : X — Y je xomUaxwian axo u camo axo je
T*:Y*— X* xomUaxiau.

[Hoxa3. TlpernocTaBuMo fia je T komnaxrtaH. Taza je T(By) TOTaJIHO OrpaHHYEH
CKYII, 1a UMa CBOjy KOHA4HY &/3 MPEXY, OOHOCHO NOCTOj€ X1, Xa, ..., X, € By, TakBu
ma T x; YMHE KOHauHy £/3 mpexy ckyna T (Bx). Youumo npecnvkasamwe S : Y* — C”
JaTo ca

S =(p(Tx1),9(Tx2),...,0(Tx,)) = ((T"0) %1, (T*P) X, .., (T* ) Xp).

OBO npec/IMKaBame je HEIPEKUIHO, jep Cy HENPEKUIHA CBa KOOPOUHATHA IIPECIHKA-
Bama ¢ — ¢ (T x;). Ctora je S(By.) OrpaHHYEH CKYTI, a KaKo je komomeH C” KOHauHO
IOVMEH3HOHANaH, TO je OH M TOTa/HO OTPAaHHUYEH, [1a UMa CBOjy KOHAUHY £/3-MPEeXYy.
I pyrum peunma, oCToje Y1, Pa, ..., Y, TaKBU Aa S@1, SPYs, ..., SP,, YNHE KOHAUHY
£/3 mpexy 3a S(By.).

Tokazahemo na Bexktopu T*¢;, 1 < j < m 4nHe KOHAYHy £-Mpexy 3a T*(By.).
AxXo0 ¢ € By. 0OHma MOCTOjH 1 < j < m TakBo 1a je ||[Sy — Syl < £/3, a kako je 3a ce
1<i<n, (T*p)x;—(T*p;)x; 3anpaBo i-Ta KOOPIAUHATA BEKTOPA S — S ; BXKH U

(T*¢)xi—(T*p;) x| <1ISp =Syl <&/3,
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3acBe 1 <i<n. Hekaje x € By mpou3BoseHO. Taga nocroju i TakBo fAaje || Tx—T x;|| <
£/3, ma UMamMo

(T*p)x— (T ;) x| <I(T ) x —(T*@) x| + (T ) x; — (T*p;) xi |+
HI(T* ) x; — (T ¢ ;) x| <
<lelllITx—=Tx;|[+&/3+l@;llITx;—Tx||<e/3+¢e/3+e/3=e¢,

jep je llell, lle;ll<1m (T*p)x = ¢(Tx). Axo y NOCIeNH0j HEjETHAKOCTH Y3MEMO
CYTIPEMYM I10 CBUM X € Bx nodujamo |[T*p — T*y || < &, wTo je u Tpedano foKasaTy.

Tako cmo pokaszanu umnukauujy T € K(X;Y) nosnaun T* € K(Y*; X*). oxa-
KUMO 00patHy.

Heka je T : Y* — X* xomnaxraH. [Ipema Beh mokasaHom, oneparop T* : X** —
Y** je komnakTaH. O3HauMMo ca ¢ KaHOHCKO yTanamwe ® : X — X** koje BekTopy x € X
nonespyje MYHKIMOHAN A, € X* u3padyHaBama y TaukH, Tj. A, (¢) = ¢(x). CnuuHO
Jedunumemo u ¥ : Y — Y**. [IpecnukaBame ¢ je ©someTpHja, TUME OTpaHUYEHO, NTa
je xomnosuuyja T*® : X — Y* komnaktHo. MehyTtum, kaxo je

(T70(x))(p) = (TTAL)(p) = Ax(T7) = T (x) = ¢(T x) = A7+ (),
T0 je T*®(x) = A, = U(Tx), ogHocHO T*® = WT. [axie, UT je KoMIakTaH
omnepatop, OZHOCHO ciuka W7 (By) je pelaTHBHO KOMIAKTaH cKym. Mehytum, ¥ je
HU30MeTpHja, na je u T (Byx ) peTaTUBHO KOMIAKTAaH CKYTL. O

®dpegxonmMoBa TeOpHja

7.7. Jlema. Axo je T womiuaxtian u 0 #+ A € C, Waga je cnuka otiepaitiopd
Al — T 3aitigoper UowHpoCiiop.

Hoxa3. O3Haunmo K = ker(AI —T). Ha xonuyanvkom mpoctopy X /K nedun-
nummo onepatop S: X/K — Y ca

S(x+K)=(AI—T)x.

(ITpecnukaBame je KOPEKTHO nedHHUCAHO, jep ako x + K =y + K oupa (AI—T)(x —
¥)=0.) Kaxo je [IS(x + K)|| = [(AI = T)x|| < IAL = T|[1x]], u [|x]| < [l + K[, 0 je
[IS||<|AI—T||, omHOCHO S je orpaHuueH. JJokazahemo 11a je S orpaHWYeH 0#0310, Tj.
Jla TIOCTOjU KOHCTaHTa m > () ca CBOjCTBOM

[IS(x + K)||=m|lx+ K]|| 3acBe x + K€ X/K. (3)

[TpetniocraBuMo cympotHo. Tana mocToju HU3 X, + K € X /K Takas fa je ||x, +
K|l =1, n S(x,+K)— 0. Oso mocnexwe 38a4u ga (Al —T)x, — 0. Ilra uue
MpefCTaBHUK KJIace X, ce Moxke omadpartu Tako na oyne ||x,|| <1+ €. Tapa je HU3 X,
OrpaHHyeH, 112 Ha OCHOBY KOMIIakTHOCTH onepaTtopa T Hu3 T X, UMa KOHBEpPreHTaH
noguus. Peuumo Tx,, — y. MehyTum, tana

Axy, =AM —=T)x, +Tx, —»0+y=y, (4)

omakne u Tx, = (1/A)TAx,, — (1/A)Ty, na xako Hu3 T X, He MOXE J]a HMa JIBe
pasnuyuTe rpaHUYHEe BPENHOCTH 3aKbydyjyjemo na je y —(1/A)Ty = 0, oOHOCHO
y € K. Tlpema (4) ||x,, —(1/A)yll— 0, ma je 1 = ||x,, + K|| <||x,, —(1/A)y||— 0, mTO
j€ KOHTpaguKuyja.



112 7. KOMITIAKTHOCT

[Tpema Tome, Baxku (3), a omatie je mpema Jlemu 5.13 ran S 3aTBOpeH MOTIIPOCTOP.
Jokas je 3aBpiueH, jep je ran(AI —T) =rans$. O

7.8. CraB. Hexaje T : X — Y xomiulaxiuan otiepawmiop u 0 # A€ C.

(a) Jesipo otiepaitiopa AI — T uma xonauny qumensujy. Ipyium peuuma coii-
cmgenu oiipociiop odepaimiopa T Koju 0giogapa coucilieenoj 8pegHOCTIY
A0 je KOHAUHO JUMEHSUOHATAN.

(8) 3a nus jesiapa K,, = ker(AI—T)" eamu K, € K,, 11 3a cée n € N. Ilpu
frome Taj HU3 HE MOJE HEOTPAHUUEHO gd paciie, seh je K, = K,, 3a n > ny.

[Joxa3. (a) Hexa je N =ker(AI—T), Tana je T|y = Al|y, jepjesa x €N, (AI—
T)x =0, 1j. Tx = Ax. 3ajenHo ca T u duo Koja mweroBa pecTpUKLHja je KOMITAaKTHO
mpec/ivKaBame, na je oHna T(By) = ABy PeNaTHBHO KOMMakTaH ckyn. Ortyxa je
dimN < +00. (Y beckoHaYyHO JUMEH3NOHAIHOM IIPOCTOPY, JIONTA HHUje KOMIMAaKTaH
ckyn — CraB 2.15.)

(6) Ako je (AI—T)"x =0, onga je, Tum mpe, 1 (Al —T)" lx = (AI—T)(AI —
T)'x=(AI—-T)0=0,naje K, S K,,41.

Ipetnocrasumo na je ysex K, & K, 11, 1 onabepemo Hu3 x, € K, Takas na je
[1x,l =1 u d(x,,K,_y) > 1/2 wTo je Mmoryhe mpema JeMH O CKOPO OPTOTOHAITHOM
Bexropy. Tanma 3a n > m umamo

Tx,—Tx, =Ax,— (Al —=T)x, + (Al —T)xp, — AXyp,.

MebhyTtum cBu cabupuu, ocuM IpBOT AX,,, npunanajy K, _,, naje T'x,—Tx,, = Ax,—z
3a HEKO z € K,,_1, OGHOCHO

T x, =T Xl = ALl — (1/A) 21| 2 Al (X, K1) > |21/2.

Taxo Hu3 T,x, HEMa HU jemaH KoumujeB MOAHW3 IITO MPOTHUBPEYH KOMIAKTHOCTH
omneparopa T'.

[Ipema ToMe, 3a Heko 1 € N Baxu K,, = K, 1. Heka je caga m>n. Ako x € K,;, 4
ouma je (AI—T)"*x =0, ma (AI—T)""x € K,; = K, otyna je (AI—T)"x =
(AI=T)"(AI—T)™ "x =0, 1j. x € K,,,. Jaxsne 3a cee m > n je K,;, = Ky, 1 1. O

7.9. Jlema. Hekaje T : X — X xomnakraH, u 0 # A € C. Onepartop AI—T je ,Ha"
aKo U caMo ako je AI—T* ,1—1".

[Jloxa3. Hexaje AI—T ,Ha“, u Heka je (AI—T*)p =0. Taga 3a cBako x € X Baxu
(AI=T*)px=0,Tj. p((AI—T)x)=0. OIpyrum peuuma @|rnr—r) =0, Tj. ¢ =0, jep
jeran(AI—T)=X.

Hexa cana AI — T uuje ,Ha“. Kako je ran(AI —T) $ X 3aTBOpeH MOTIPOCTOP, TO
pemMa jenHoj of nocnepuna XaH-banaxose Teopeme (ITocnenuna 3.13 (r)) mocroju
bynkuuonan 0 # ¢ € X*, Takas J1a j€ ¢ |ran(1—1) =0, OMHOCHO 3a cBe x € X je ¢ ((Al—
T)x)=0. Ilocnentse je, 0 fe HHULNHU]H eKBUBaNIEHTHO ca ((AI—T*)y)x = 0, OFHOCHO
0# ¢ eker(AI—T%). O

7.10. CraB (®penxonmoBa anrepHaTuBa). Hexa je T xomuaxiwan. Taga je

otiepaitiop Al — T unjexusan axo u camo axo je CypjeKiuuean.

Hoxa3. Heka je AI — T cypjextuBaH. IIpeTrnocTaBUMO [1a HUje WHjeKTHUBaH, Tj.
na ker(AI — T) uuje TpusujanHo. O3Hauumo K, = ker(AI —T)". Hexa je 0 # x; €
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ker(AI —T) = K;. Kaxo je AI—T ,Ha“, TO IOCTOjH X3 ca CBOjCTBOM (Al — T')xgy = Xy.
Tana x, € Ky, anu x, ¢ K;. Ilpema Tome K; G K,. HacTaBumo unaykuujom. Axo je
K,-1 G K, n0+# x, € K, \ K,,_;. 300r cypjektuBHOCTH onepaTopa Al — T Halasumo
Xp11 ca cBojcTBOM (Al —T)x, 11 = x, #0. Tapa x,,1 € K11 \ Kj,.

Iaxkne, 3a cBe n Baxu K, g K, mro ce npotusu CraBy 7.8. THMe CMO JoKa3anu
IIa CypjeKTUBHOCT TOBJIAaYM UHjeKTUBHOCT.

Hexka je caga Al —T unjextuBaH. Jokaszahemo 11a je koHjyroBaH oneparop Al —T*
cypjextuBaH. Heka je i € X* nmpousBosbHo. Ha cmunu ran(AI — T') neduHHLIEMO
(pyHKIMOHAI ¢ ca

P((AL=T)x) =y (x). (5)

OunrnenHo je ped o TMHEAPHOM NpecnukaBawy. OHO je v orpannde”o. Haume, AI—T
je nHjexkTuBHO, ran(Al — T') je 3aTBOpPEH MOTHPOCTOP, Ma je mpeciuKkaBawe Al — T :
X —ran(AI —T) orpaHuueHa dujekurja baHaxoBUX mpocTopa, 1a UMa HempeKkuIaH
HMHBEP3 IpEMa TEOPEMH O OTBOPEHOM IpeciuKasamwy. C gpyre ctpaHe, (5) y cTBapu
3HauM 1aje ¢ = Yo(AI—T)~!, maje ¢ orpaHMYEHO Ka0 KOMIIO3HIIMja I1Ba OTPaHUYEHA
oneparopa. [Ipema XaH-baHaxoBoj TeopeMH, GYHKLIHUOHA ( POLYKHUMO [0 YATABOT
mpoctopa X. Hajsagm (5) ce Moxe mpouuTatd U Kao (Al — T)* =), ma Kako je
OUsI0 MPOU3BOJBHO, TO 3HAYH Ja je Al — T* cypjeKTHUBHO.

Capa, npema i0Ka3aHOM y IIDBOM KOpaKy 3aK/byuyjeMo aa je Al —T* UHjeKTUBHO.
Tapa je npema Jlemu 7.9, onepatop Al — T cypjeKTHUBaH. ]

7.11. Hocnenuua. Axo je T : X — X xomuakiman, onga je o(T) =o,(T)U

{0}.

Joxas. Cnexrap KOMIAKTHOI OolepaTopa 00aBe3HO Caip’KU HyJly. 3auCTa, y Ipo-
THBHOM DM MOCTOjao orpaHuyeH 7!, ma Kako KOMIAKTHU ONEPaTOPH YUHE UIEas, TO
ou 6uo u I = T T~! xommakTaH, a To je Hemoryhe kaz rog je mpocTop X GeCKOHAYHO
IUMEH3UOHAJaH.

Heka je A # 0 Tauka crnexTpa. AKO A HHje COICTBEHa BPEOHOCT, OHJA je ONep-
atop Al — T uHjekTHBaH, Na je npema ®penxonMoBOj alTEPHATUBU U CypjeKTUBAH.
OHJia MOCTOjHU BHEroB UHBEP3 KOjH je jOII U OTPaHUYEH IPEMA TEOPEMHU O OTBOPEHOM
npecnukasamwy. JJakie Taga je A Tadyka pe30JBEHTHOT CKyTia. O

7.12. Mlocnegunia. Heka je T : X — X wxomilakiian otiepatuop. Taga ou
uma Hajeuuie ipedpojuso MHoI0 COTUCTBEHUX BPeGHOCTIU, U OHE 00pA3Y]Y HYId
nu3. Taxohe, cee colicilisene 8pegHOCTIU CY KOHAUHE UWLETAPYKOCTIU, Tj. 0gTo-
sapajyhu coticitienu HoMWUPOCTHOPU UMAJY KOHAUHE GUMEH3UJE.

Jloxa3. buhe mOBO/BHO [a moKasakeMo Aa T MOKe HUMaTH CaMO KOHAYHO MHOTO
JIMHEeApHO He3aBUCHHUX COINCTBEHHX BEKTOPA KOjHU OATOBapajy CONCTBEHUM BPEIHOC-
THMa A 3a Koje Baxu |A| > m > 0.

[TpeTniocTaBUMO CyIIPOTHO, [ia MOCTOjH HECKOHAYHO MHOTO TUHEAPHO HE3aBUCHUX
BEKTOpa X,, 7 € N 4uje CONCTBEHE BPEOHOCTH A,, UCNyHaBajy yCioB |A,|> m.

Youumo nortnpoctope L, = ZLin{xi,...,x,}. OHU Cy KOHAUHO JUMEH3UOHAJIHY,
na cy 3arBopeHu. Takohe Baxu L, < L,,;, kaou TL, C L,. IIpema nemMu o Ckopo
OpPTOrOHAJIHOM BEKTOpPY, IOCTOjH ¥, € L, TakBo pa je ||y,|l=1u d(y,, L,_1) > 1/2.
Bexrop Ty, —A, ¥, Npunaga MambeM NoTIpoctopy L, ;. 3aucTa, y, = 2+ ax, 3a HEKO
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z€L,_; nHeko a € C, naje
Ty,—2AnYn=Tz—Apz+a(Tx,—A,x,)=Tz—A,z€L,_;.
3a m <n usekrop Ty, € L,_;, 1a UMaMo

||T_Vn_Tym|| = ”Anyn + Tyn_lnyn_ Tm}’m” =

1
= Mn|||yn +_(Tyn_lnyn_Tmym)” =

An
m
2 |An|d(yann71) > 3;
Te crora Hu3 Ty, HeMa HHjenaH Kouujes NOgHU3, IITO C€ MPOTUBU KOMIAKTHOCTH
oneparopa T. (]

OCHOBH CIIEKTpPa/IHE TEOPH]je

7.13. Y oBOM 0pe/bKy ce DaBUMO KOMITAaKTHUM ONEpaTopuma Ha Xui1depToBOM
mpoctopy. MortuBauujy unHu TeopeMa JIuHeapHe anredpe mpema Kojoj CBaka CH-
METpUYHaA MaTpHlla UMa CJIMYHY JHjarOHasHy, Te a Ce Ha HbeHOj AUjaroHaly Halase
COIICTBEHE BPENHOCTH II0JIa3HE MaTpULIE.

Y BecxkoHayHO AMMEH3MOHATHOM CIy4ajy, He MOXXKEMO MHCAaTH MaTpuue decko-
HayHor popmara, na hemMo NMOTpaXXUTH eKBUBAJIEHT rope HaBeleHe TBpAwe. Haume,
aKo je A cuMeTpruYHa Matpulia opmaTta n x n, Taja nocroju dasa mpocropa R”, xy,
.++y X, KOJy YMHE COTICTBEHU BEKTOPH, Tj. AX; = A;X;, A; CONCTBEHE BPEAHOCTH. [TpH
TOME BaXkH

Ax:ZAj(x,ej)ej. (6)
=

dopmyna (6) uMmana du cMucIa U Ha DEKOHAYHO TUMEH3UOHAIHUM TPOCTOPHUMA,
aKo ce KOHayHa CyMa 3aMeHHW KOHBEPreHTHUM pefoM. CHMETpUYHOj MaTpULIK OJTO-
Bapa CamoaljyHroBaH OIepaTop, a I0jMy CONCTBEHE BPEAHOCTH, N10jaM TayKe CIEKTPa.

MehyTtuMm, y 0BOM IPBOM CYCPETY Ca CIeKTPaIHOM TeopujoM, MopaheMmo fia rmpet-
IIOCTaBUMO U Jia je oreparop A KOMIAKTaH, MOpeN Tora IITO je CaMOafjyHIOBaH.
Hemro Beh 3HaM0 0 KOMIIaKTHUM oTlepaTopuMa Ha baHaxoBUM mpocToprMa. A Ha
XundeproBUM IIPOCTOPUMA KOjU Cy nocedaH cinydyaj baHaxoBUX MOXEMO OYEKHBATH
Y I0flaTHa CBOjCTBa.

7.14. CraB. Hexaje A=A*e L(H). Taga je

[[All= sup [{(Ax,x)|. (7)
xeX,||x||l=1

Joxa3. Hexka je

C= sup [{Ax,x)|.
xeH ||x||=1

OuurnenHo je 3a cBe x € H (mpumMewyjyhu nperxomno Ha x /|| x||)
(Ax, x)| < C|x|I”.
Tpeda nokasatu na je C = ||A||. Jenna HejemHakocT je jemHocTaBHa. 3a ||x|| =1

HenocpenHo w3 Kommu-1IBapoBe HejemHakocTH uMaMo |(Ax, x)| < ||Ax||||x|] < [|All,
na je C <||A]|.
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3a obpaTHy HejemHAKOCT MTOICETHMO Ce Jla Ce HOpMa OIlepaTopa MOXe ONPenUTH
nomohy ’meroBor OwinHeapHOr GyHKIHMOHANA, Tj. Aa je ||A|| = sup|(Ax, y)|, roe ce
CynpeMyM y3uMa [0 CBUM jeTUHUYHUM BEKTOPHMA X, J.

C jenHe cTpaHe, 3a MPOM3BOJbHE jJeNUHUYHE X, ¥ € H UMaMo

{Ax,y) +(Ay, x)| = -{A(x +y), x +y)—(A(x—y), x—y)| < ©
C(llx+ yIIP +llx—yI?) = C(lIxI* +1lylI*) =2C.

N - o~

<

C npyre cTpaHe noctoju A € [0,27) Takso aa je (Ax,y) = e*|(Ax, y)|, u Tama

(Ae™x, y) +(Ay,e™"x)| = [2Re(e ™" Ax, y)| = 2/(Ax, y)l,

na mpumeryhu (8) Ha BekTOpe e~i* X ¥ y HaIa3uMo

2[(Ax, y)| <2C,

onaxe je [|Al| < C. O

7.15. CraB. Hekaje A< L(H) xomiiaxiian u camoagjyniosar oiepaitiop. Taga
cey (7) goctuuxe maxcumym, wj. ociwioju x, € H waxeo ga je

AXp, Xo)| = Ax, x)|.
[(Axg, Xo)| xegﬁcﬁal( )

Taxeo xg je coticiigenu seximiop otiepatiopa A. Ogiosapajyha coliciieena epeg-

HOCT A 3dg060basd jegnaxociti |Aq| = [|Al|, ognocro Aq = £||A||, xaga ce y3me

¥ 003uUp ga cy coliciiiene 6pegrOCTU CAMOA]jyHI08aHOT 0TEPATOPA PEATHE.

C ob3upom na dpojesu uuju je monyo Behu of ||A|| He Mory OUTH Tauke CrieKTpa,
TO 3HauH Jia je Ay Hajseha Mo MomyJTy CONICTBEHA BPeIHOCT.

Joxa3. 300r npeTxonHOr cTaBa MOCTOjU HU3 jeJUHUYHHMX BEKTOpA X, TakaB fAa
[{Ax,, x,)| — ||All, Tj. umu (Ax,,, x,,) — ||Al| unu (Ax,,, x,) — —||A||. Y3MuUMoO, Ha mpuMep
npBy MmoryhHocT. Kako je HM3 x,, OTpaHHMUYEH, OH UMa C1ab0o KOHBEPIeHTaH MOJHMU3,
PELUMO X, 5 Xo. Ha ocHoBy koMmakTHOCTH onepatopa A (CTas ???), BaXu U Ax,, —
Axqy 1 TO y HOpMHU. MehyTtum, Taga

|<Axnk’ xnk> - (AxO’ x0>| < |<Axn,c —Axo’ xnk>| + |(Ax0’ xnk - x0>| <
< ”Axnk _Ax0|| + |<Axor xnk - xO)l - 0’

OTHOCHO
(Axo, xO) = kliinoo<AXnk' xnk> = [|A]l.

Opatie je, mehyTum
Al = (Axo, X0) < IAXo [ xoll < 1IAll, 9)

ogHocHO y Komu-1IIBapuioBoj HejeIHAKOCTH MOCTHXe ce jemHakocT. To 3HAuUHW Ja cy
BEKTOPHU AXy U Xy KOJIMHeapHH, Tj. Axy = A¢xp. Ho, cana Ha ocHOBY (9) uMamMo U

1Al = (Axg, Xo) = (Ao X0, Xo) = Ao-

Cnyuaj (Ax,, x,) — —||A|| ce aHamOTHO pa3mMaTpa, ¥ Tazaa je Ay =—||A]|. O
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7.16. CraB. Hexa je A= A* € L(H). Ako cy A + u coiiciligere 8pegroCTiU
otiepatmiopa A, onga cy ogiosapajyhu coiiciiisenu 8eKTHOPU OPTHOTOHATHU.

_ Joxas. Hexa je Ax =2Ax, Ay =py u A+ p. On panuje 3Hamo ma A, u € R, 1j.
A=A, u=u. Tanaje

Mx,y) =(Ax,y) = (x,Ay) = (x,uy) = u{x,y),

na Mopa outu (x, y) =0, jep 1 y TpPOTUBHOM MCIaN0 A = U. O

ITpumegoa: I1ofaceTUMO CE U a Cy COIICTBEHE BPEAHOCTH KOMIIAKTHOT OIlepaTopa
KOHayHe BULIECTPYKOCTH, Tj. [a je MOTIPOCTOP OAroBapajyhux CONCTBEHUX BEKTOPA
S, ={x € H| Ax = Ax} KoHauHe IMMeH3Hje. 3aucra, pecTtpukuuja Als, = Al je
KOMIaKTaH, a je oTyJa jeAMHWYHa JIONTA Y S; PENaTUBHO KOMIKATaH CKyIl, Ha S
Mopa dUTH KOHAYHe TUMEeH3Hje.

7.17. CnekrpajHaTeopeMa (3a KOMIAKTHe CAaMOajyHTOBaHE oneparope).
Hexa je A= A* € L(H) xomilakiian olepaitiop, U Hexd je A, HU3 COUCTUBEHUX
spegHocitiu ofiepaitiopa A ypehen otiagajyhe o mogyny, ij.

Al Z A2 22 [An Z (A0l 2 ...

ITpu tome pauyHamo u BUWECTHPYKOCTH, Tj. JOUyWTAAMO MOTYAHOCT Ay, = Ay 11
axo je coticiieenu UOMUPOCTHOP gumeHn3uje ciipoio sehe og jegan. Hexa je e,
ogiosapajyhu Hu3 coliclisenux sexitiopa, iwj. Ae, = A, e,,.

Taga je e,, UOTHUYH OPTUOHOPMUPAH CUCTHEM Y CTUYYU Tan A U 8aAHU:

+o0
Ax:ZAn(x,en)en. (10)
n=1

Joxas. IpernoctaBke Teopeme Cy KOH3UCTEHTHE. 3aUCTa, CONICTBEHE BPEAHOCTH
A, odpasyjy Hyna Hu3 npema [locnemguuu 7.12. Ilpema uctoj [locneguuu cBaka
COTICTBEHA BPENHOCT jé KOHAIJHE BUILECTPYKOCTH, IITO oMoryhasa /ia ce HU30BU A, U
e, MOTy 0JJadpaTH Kao IITO je HaBeJeHO Yy UCKa3y.

Ha npumep axo je A BULIECTPyKa CONCTBEHA BPEIHOCT OHJIA j€ BbEH CONCTBEHH MOT-
IIPOCTOP KOHALIHE JUMEH3Hje, PELIMMO k ¥ CagpiKy Ta4HO k JINHEapHO HE3BUCHUX BEK-
Topa. TH IMHEApHO HE3aBUCHU BEKTOPH Ce€ MOTy opToHOpmuparty ['pam-IIIMutoBuM
MOCTynKoM. Tako CONICTBEHOj BpPEJHOCTH A BUILIECTPYKOCTH k oArosapa k OpTOHOPMU-
PaHUX COTICTBEHUX BeKTOpa. TakBy CONCTBEHY BPEJHOCT IOHOBUMO k-TIyTa Y HU3Y A,
(uTo Hehe MpoMeHUTH 0COOUHY A,, — 0, ¥ CBAKOM I10jaB/bUBaY JOLETUMO PA3IUYUT
corncteeHu Bektop. Hajsanm nmpema CraBy 7.16 CONCTBEHH BEKTOPH KOjU OArOBapajy
Pa3IUYUTUM COIICTBEHUM BPENHOCTHMA CY Mel)yCODHO OpTOrOHAIHHU.

[Tpenasumo Ha moka3 TBpAwe. [Ipema CraBy 7.15, nmoctoju Hajseha mo monymy
COTICTBEHA BPENHOCT, 03HAYMMO je ca Ay, Tj. |[A{| = ||A||, u Ae; = A,e;. O3HauuMo
H, ={e,}*. Tapma je H = Lin{e}.

TBpOKUMO J1a Cy IOTOPOCTOPU Hy U HlL WHBapHWjaHTHHU 3a A. 3a Hll j€ TO OYHUIIegHo,
jep ako x € HlL oHJIa X = ey 3a HeKko @ € C, Te je Ax = A(ae;) = adje; € Hll. Axo,
nak, x € H;, ouga x L ey, na je

(Ax,e;) = (x,Ae;) = A1 (x, ;) =0,
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ojmakie U Ax € H,. Tako 3a npou3Bo/bHO X € H, Ha OCHOBY TEOpEMeE O OPTOIPOjeKLIHjU
MoCToje jenuHCTBeHH Xx; € Hy u a € C 3a Koje je x = qe; + x;, ¥ Taja je (x,e;) =, ¥
oTyza

Ax =Aae; +Ax; =2A{(x,e;)e; + Axy, (11)

Ipu 4yeMy Ax, € Hy.

[Tocmarpajmo onepatop A; = Aly, NODHjeH PECTPUKLKjOM omepaTopa A Ha H;.
U A, je xoMIIakTaH caM0aJijyHrOBaH ONepaTop, Na MPETXOJHO pasMaTpame MOXEMO
IIPUMEHHUTH Ha Wera. Tako Ha/lasuMO CONCTBEHY BPENHOCT A, 33 KOjy BaXH |Aq| =
[|A1]l = [|Alg || < |IAll, mox 3a ogrosapajyhu jeIMHMYHH CONCTBEHH BEKTOD ey € Hy <
H uMamo Ae; = Aje; = Agen, U €3 L e;. Takohe, nmpousBossHO Xx; € H; ce Moxe
NPEJICTABUTH KA0 X; = Q1€ + X, THE Xo € Hy = {x; € Hy | X1 L ey} = {eq, ex}t, v Baku

Axy = A1 x; = Aa(xy, €2) € + Ap X
Kombunyjyhu To ca (11) Hanmasumo
Ax=ll(x,el)+12<x,eg)eg + AXxo, X=a;e;+asey+ X3, Xo9€H,,

jepje x; =x—ae e L ey, moryna (x;,e) = (x,e) —afer, e) = (x, ).
[MocTymak HacTaB/baMO HHIOYKTHBHO, TTa OOMjaMO HU3 COTICTBEHUX BPENHOCTH A,,,
HHU3 COTMCTBEHUX BEKTOPA e, U HU3 MOTIpPOCcTOpa H,, 3a Koje Baxu

Hn:{el,eg,...,en}l,

Aep=2nen, 2l =llAlI=11Al, ]I, (12)
n
Ax =) A(x,er)e. +Ax,, X, € H,. (13)
k=1
n n
1l =D 1, e+l IAxIP =D 1Al 1(x, ) >+ 1A%, |2,
k=1 k=1

Kako Beh sHamo ga A, — 0, T0 u3 (12) Hanasumo H ||Aly || — 0, a omatie u
[[Ax, [l < [|Alg, |[|x, |l < [|Alg, [/ x]| — 0, ma Ha ocHoBy (13) nMamo

n
Ax = lim Z Ar{x, er) e,
n——+o0o
k=1

LITO je eKBUBaJIEHTHO ca (10).

OcTaje jour na ce mOKaxke 1A je CHCTEM e; TOTIYH y CuuM omneparopa A. Kako
3HaMo J1a je ran A = ker A, 10BOJBHO je fokasaTu na U3 x L e,, 3a CBe 1 ey X € ker A.
Mebhytum, ako je x 1 e, 3a cBe n, onga u3 (10) Hamasumo Ax =0. O

7.18. Mocneguna. Axoje A KOMUAKTUAH CAMOAGjyHI08aH oTiepaiiiop Ha Xundep-
wosoMm iipocitiopy H ongad iocitioju OpToHOPMUPAH CUCTHEM HeT08UX COUCTUBEHUX
8eXi0pa e,, Koju je omityn y ran A = ker AL. Ognocro csaxo x € H moxe Guitiu
#pegciiasbeHo Kao

x=y+ ) (x,e,)e, y €ker A. (14)
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Joxa3. 3aucrta, Ha ocHOBY becenoBe HejemHakocTH, pen v (14) xonseprupa. C
Ipyre cTpase, 3dor (10) umamo

A(x—ioxen n) Z)L x,e,)e
n=1
+

:E ax,e,)e

Tako je y = x— Z (x,e,)e, € ker A. Crora pe3ynaTar Baku Ha OCHOBY peJialidje
ker A®@ranA=H Koja Bamn 3a CaMOaJjyHroBaHe OmepaTope. O

(x; en>Aen =

(x, e, A e, =0.

1M 11

HHTerpasnu oneparopu

7.19. HHTerpasHu oneparopu Ha npocropy Cla,b]. Hexa je K : [a, b] x
[a, b] — C netipekugna pynxyuja. Taga je ipecnuxasawe T : Cla, b] — Cla, b]
gawio ca

b
Tx(t):J K(t,s)x(s)ds (15)
KOMUAKTAAH JTUHEAPAH 0Uepaimiop.

Hoxa3. Jokaxumo npBo fa je T KOpeKkTHO #edHHUCaH, Tj. Aa je ¢pyHkuuja T x
3aucTa HenpekuaHa. ®yHknuja K je HeMpeKkuIoHA HA KOMIIAKTHOM CKymy [a, b] x [a, b]
I1a je Ty ¥ OrpaHHueHa, Tj. T0CTOjH KOHCTaHTa M > 0 TakBa #a je |K (s, ¢)| < M 3acse s,
t€la,b],majen|K(t,s)x(s)|<M|lxllc[s,p)- KoncTanTHa QyHKIHK]ja je HHTErpAOUIHA
Ha KOHAYHOM HMHTepBaiy, na je mpema TIK

b b
lim Tx(t)= limf K(t,s)x(s)ds f lim K (¢t,s)x(s)ds = Tx(ty).

L=ty L=ty L=ty

Jame, UMaMoO

b b
1T x (1)l SJ IK(t,)l1x(s)|ds SJ Ml x|lds = M(b—a)|lxl],

Tj.

ITx[|<M(b—a)llx|.
Taxo je 3a ||x|| < 1, ucnymweno ||Tx|| < M (b —a), OBHOCHO CTHKA jeOVHUYHE JIONTE
T (Bc¢) je yHUGhOPMHO OTpaHHYEH CKYTI, 11a je HCIyeH TPBH yCJI0B Apuiena-Ackonuvjese
TEopeMe.

Hame, dynkuuja K je, npema KaHTOpOBOj TeOpeMH U PaBHOMEPHO HeNpeKUIHa,
OIHOCHO 3a £ > 0 noctoju 0 > 0 Tako fa d((t1,51),(t2,52)) < O moBnauu |K(&y,s1)—
K(t3,8) < e/(b—a). Axo je |t; — | < &, TumM nipe je d((ty,s),(t2,5)) < & 3a
MIPOU3BOJBHO § € [a, b| ma uMamo

b
| Tx(11) =T x(2)] SJ |K(11,8) =K (12, 9)l|x(s)|ds <[[x|(b—a)e/(b—a) <

3a ||x|| <1, ma je cnuka T(Bc) yjenHO U paBHOCTeNeHO HenpekupHa. Crora je mpema
Apuena-AcKolHjeB0Oj TEOPEMH, Ta CJIUKA PETATHBHO KOMIAKTAH CKYII. O
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7.20. HHTErpayHy onepaTropH Ha npoctopy L2(a, b). Axo je pynkuyuja K :
[a,b] x [a, b] — C keagpaiino uniielpadunna, ij. axo je Mepwued u

b b
J f |K(t,s)|2dsdt<+oo (16)
wagaje popmynom (15) sagain komuaximan ouepamop T : L?(a,b) — L%(a,b).

Hoxa3. Tocmyxuhemo ce CraBom 7.4 (8) KOjUM Cy OKapakTepUCaHU KOMIAKTHH
onepaTopy Ha Xuia0epTOBOM IIPOCTOPY Kao OHM KOjU IpeBojie c1abo KOHBEpreHTHe
HH30BE y jako KOHBEPTEHTHE.

Heka je x,, uu3 dyukuuja u3 L2(a, b) koju cnabo KoHBeprupa ka GyHkuuju x. To
3HAuM J1a 3a cBako y € L%(a, b) Baxu (x,,y) — (x,y), OMHOCHO

b b
‘f xn<s>}TESds—a‘f x(5)7(5)ds.

[ToceBHo, To Baxu U 3a dyHKUHjy y,(s) = K(t,s), rme je t € [a,b] duxcupaHo,
OIHOCHO

b b
J xn(s)K(t,s)ds—>f x(s)K(t,s)ds.

Tume cmo godunu fa T x,,(¢) — T x(t) 3a uxcupano ¢, ogHocHo T x, — T X Tayka 110
tauka. Hus x,,, kao cy1abo KOHBEPreHTaH, MOpa DMUTH OrpaHHYeH, OMHOCHO ||x,|| < M
3a HEKy KOHCTaHTy M, u otyna ||x, —x|| < 2M. 3bdor Tora, ¥ Ha OCHOBY XeJepoBe
HejeoJHaKOCTH, UMaMOo

b b b
|, (s)—x(s)|*ds S4M2f K (t,5)|”ds.

a

uwaw—Twasf

a

|K(t,s)|2dsf

a
MebhyTum, byHKIIHja KOjy CMO HOOMIH ¢ — 4M? f ab |K(t,s)|?ds je unrerpabuina 3dor

(16), ma mpema TEOpEMHU O IOMUHAHTHOj KOHBEPTEHIINjU UMAMO

b b
lim f |Txn(t)—Tx(t)|2dtf lin |Tx,(t)—Tx(t)*dt =0.
n——+0Q
a a

n——+o00
JHaxne, T x,, y HOpMU KoHBepupa Ka T x, na je T KOMIaKTaH. O

7.21. Cras. Heka je unrerpanuu oneparop T : L%(a,b) — L%(a, b) nat ca (15).
Tapa je amjyHroBaH oneparop 7* mat ca

b
T*x(t):f K(s,t)x(s)ds. (17)

[TocedHo, T je camoanjyHroBaH ako U CAMO aKO jeJHAKOCT

K(s,t)=K(t,s) (18)

BaKH CKODPO CBYZIA Y OOHOCY Ha JBOJUMEH3HOHY Jleberosy mepy.
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Jloka3. Umamo

b b b
(T*x,y)—(x,Ty)—f x(t)Ty(t)dt—f f x(t)K(t,s)y(s)dsdt

b/ b

:f (f K(t,s)x(t)dt)mdSZ
b

:<s.—>J K(t,s)x(t)dt,y(s)>,

sa cee y € L?(a,b). Ortyna ce dyukuuje T*x(s) U s — f: K (t,s)x(t)dr noknamajy
Kao enemeHTtH mpocropa L?(a,b), OZHOCHO jemHake Cy ckopo cByma. OTyma Bau
(17).

Axo Baxu (18) oHga je HecymwuBo T = T*. Axo je T camMoOaZjyHrOBaH OHAA
jemHaxoCT

b b
J K(s, t)x(s)ds :J K(t,s)x(s)ds

B&KH 33 CKOPO CBAKO f W 3a CBaKky MyHKUHjy x € L?(a,b). CTaBUMO X = yj 3@ HEKH
MepbuB E, a 3aTUM HHTErpaauMo NOC/Iehby jeJHaKoCT o ¢ € F, raie je F HEKU JpyTH
MepJbuB CKyT. JJodujamo:

JJ (s, 1) dsdt—ff K(t,s)dsdt.

Kaxo ckymoBu obnmuka E x F renepuiry bopenosy o-anredpy y (a,b) x (a, b) To 3a-
KJbydyjemo Ja cy uHTerpanu pyHkuuja K (s, ) u K (¢, s) jerHaky 1o cBakOM MEPIbUBOM
nopkcymy ckyna (a, b)x(a, b). OTyna, Ha ocHOBY Teopeme 0 aHUXWIALMjU HHTETpaia,
jemHakoct (18) Baxku CKOpO CByZa. O

7.22. Jlema. Hexa je (a,b) uniuepsan y R, u nexa je L?((a,b) x (a,b))
Xunbepiios Upociiiop KeaAgpatiiHo UHTHETPAOUTHUX PYHKUUJA Y 0GHOCY HA BOGU-
men3uony Jlebeiogy mepy. Cxyi pynxyuja odbnuxa h(x,y)= f(x)g(y), ige f,
g€ L?(a,b)je pyngamenimanan y upociwopy L?((a,b) x (a,b)).

ﬂoxa3 3a noquaK dysxuyje odnuka h(x,y)= f(x)g(y) npunazajy mpoctopy
L?((a,b) . Haume

f f (x,y)Pdxdy = f If (x Izdxf lg(y)I?dy < +oo.

Onpenuhemo oproroHanuu kommiement ckyna A= {f(x)g(y)|f,g € L?*(a,b)}.
Heka je F € L%((a,b) x (a,b)) npousBobHa (yHKuHja, U Heka je F L A. Tama je
usmehy ocranor F L y(q )x[y,5), OBHOCHO

b b
OJ f F(x,y)x[a,m(x)x[y,a)(y)dxdy” F(x,y)dxdy.
a a (@.8)x[r.6)

Kaxo ckynosu obnuka [a, §) x [y, §) unHe nosmyanredpy Koja reHepuire cse bopenose
CKYTIOBE, U Kako ce Jleber MepsbBH CKYIIOBH Pa3HKyjy o bopenosux 3a ckyn mepe
HyJIa, TO B)KH U ffE F dm =0 3a cBaxu mepsbuB ckyn E. Otyza je F =0 ckopo cByZa,
Tj. F je Hyna BEKTOD. O
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7.23. CraB (pempe3eHTanHja HHTerpaiHor jesrpa). Hexa je K : [a, b] x
[a, b] — R xeagpaitino unitieipadunna pynxuyuja, koja 3agosomas ycnos K (t,s) =
K (s,t). 3namo (na ocnosy Cimiaga 7.21) ga je uniieipantu oiiepaitiop gaii ca
(15) camoagjyniosa.

Axo cy A, weloge colicilisene 8peqHOCTaU, d @, 0giosapdjyhu jeguHuuru
coticiieenu 8exopu, waga je

400
)= Anpult)@u(s), (19)
n=1
fipu uemy peg xonsepiupa y L? nopmu.

Jlokas. ®yuxumje ®,(f,s) = ¢, (t)@,(s) cy oproronamue y L%((a,b) x (a, b)),
LITO Ce jeAHOCTaBHO npoBepasa. Crora pex

—+ o0
Z<K )0,
KOHBEPrHpa y HOPMH Hekoj byHkuuju P € L2((a, ,b)). C ob3upom [a je
(K,®,) f J tSSDn Jpn(s)dsdt :J £)dt =(T ., ¢n) =24,

HUMaMoO

+oo
S) = Zln(ﬁn(t)(ﬁ (S)

KOCPHCTehH Mocnepuiry 7.18, 3a 6o kojy byHkuujy g € L2(a, b) umamo g =
h+zn 1 g’@n ©n, A OOATIIE

b _ b 400 +o0o
f P(t,S)g(S)dSZJ Z)Ln(pn )on(s (h( )+ Z(gr¢n>90n(s))dsz

b
—Zlnw )8, Pn) = —f K(t,5)g(s)ds

Otyna je K (¢t,s) = P(t,s) ckopo cByza. O

Pen y (19) koHBeprupa y HOpMH mpocTopa L? amu He Mopa Ja KOHBEprupa
PaBHOMEDHO, 4aK HHU Kkaja je jesrpo HempekupgHo. MebhyTtum, y3 jow jemHy mper-
MIOCTaBKY, MOe Ce JODUTH paBHOMEpPHA KOHBEPIEHIINja.

7.24. Teopema (Mepcep). Axoje K : (a,b) x (a,b) — C neupexugna Qpynx-
uuja u axo oepaimiop T gatu ca (15) uctiywasa ycrnos

(Tf,f)=0, sacee f €L?(a,b) (20)
0Hga cy cee cotctugene QynKuuje ¢ ; Heupexugne, u peg (19) pasHomepro Kom-
gepiupa.

Hogatuno, axo je je3ipo peanno, wj. K(t,s)€R 3acee t, s (a,b) onga ce
cotictiigerne Qynxkyuje moiy ogadpaitiu Waxo ga dygy peasHo 8pegHOCHE.
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Hoxa3. Ycios (20) nosmaud na je T camoanjyHroBaH. 3amcta, Taga je (Tf,f) e
R, woryma (Tf,f)=(f, Tf)=(T*f, f), na je kaBgpatHa dopma ((T —T*)f, f) =
Kopucrehy nomaprsaliMoHu HOEHTUTET Haasumo | 1a je (T —T*)f,g) =0, onaxie
je T—T*=0. Tako Baxxe ycinosu Ctasa 7.23 ma BaXkul 4 pa3soj (19).

U3 ucror ycioBa nako 3akmydyjemo gaje A, =(Ty,,,)=>0.

Capma moxasyjeMo Ia 3a CBako t € [a, b] Baxu K(t,t) > 0. Axo je K(xg,xg) €
C\ [0,400) oHAA IOCTOjH OKOIHMHA Tauke (X, Xp) 0OMHKA (xg— 0, Xg + 0) Tako fa 3a
cBe (x, y) U3 Te okosuHe, BpenHocT K (x, y ) mpumnajga okonuHu V tauke K (xg, Xp) Koja
je KOHBEKCHA U He ceye MO3UTHUBAH f1e0 peasHe oce. Tana dupajyhusa f = y (x5 x,+6)

HaJIa3uMO Ja je
(Tf,f>=ff K(x,y)dxdy,
(x0—6,%0+6)x(x9—8,x0+6)

IITO MOPA OCTaTH y V U He MOXKe OUTH ITO3UTHBHO.

Capa xenmuMo fa JOoKakeMo Ja cy dykuuje , HempekupHe. 3a cafia 3HAMO
ma ¢, € L?(a,b), anu Ha KOHAYHOM HHTepBaty je L2 C L', ma 3HaMo W Ja Cy WH-
Terpadunue. Mebhytum, taga je |[K(¢,s)p,(s)| < M|y, (s)|, roe je M orpaHnyeme
HenpekupgHe @yHkuuje |K|. Crora pyHkuuja M|¢,| MOXe OCIYXUTH Kao UHTerpa-
OW/IHA TOMHHAHTA, [1a Ha jeJHAKOCT

1 1 ("
ou0)= T =5 | K(t9p,0)0s

n
MOYKEMO JIEJIOBATH JINMECOM Kajl  — Iy, OIaKJIe CJIedH HETPEeKUAHOCT GYHKIHjE @,
Kajia ce y3me y 003up HempeKkunHocT jerpa K (¢, s).
IoceBHo, Tana je HenpekunHa U yHkumja K, (t,5) = K (£,8) =Y _, Ac@r(1)pr(s).
MehyTum, jesrpy K,, onroBapa omeparop

n +o0
T_Z)Lk<"90k>‘pk = Z Al Q) ex
k=1 k=n+1
KOjH je Takohe MO3UTHBAH, Na Baxku U K, (¢, 1) >0, OZHOCHO
+o00
> Ador(H)P<K(t,1). (21)
k=n+1

Ax0 03HaUMMO M = max,<;<, K (¢, t) nodujamo, momohy Komu-IlIBaprose He-
jenHakocTH

< (Z akwk(r)ﬁ)(z akwk(s)P) <M Y Alor(n)P,
k=m k=m k=m

LITO TEXU Ka HysH, jep je 36or (21) peu o octaTKky KoHBepreHTHor pena. llltaBuiue,
KOHBepreHidja je paBHOMEpHa, jep je pen y (21) MOHOTOH, a TpaHWYHa (PyHKIHja
HENpeKugHa, 11a Ce MO)Ke IPUMEHUTH [JUHMjeB KPUTEPHjYM 33 PaBHOMEPHY KOHBED-
TeHLUjY.

Hajzan, axo je K(t,s) eR, u Ty, = A,¢,,, OHIA KOMIUIEKCHUM KOHjyTOBameM
penauyje T, = A, ¢, Tj.

Z Ak pr(2)pi(s)
k=m

b
f K(tvs)(pn(s)ds :An‘pn(t)
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HanasuMmo fajeu Ty, = A, 9,. AKO Cy ¢, U ¢, TUHEapHO 3aBUCHE, OHJA (¢, MOKEMO
3aMeHHTH ca Rey, = (¢, +¥,)/2. Axo cy He3aBUCHe, OHZIa he TMHeapHO He3aBHUCHE
outnu Re y, nImy,,, na ce nap CONCTBEHUX QyHKUHjA ¢, P,, MOXKE 3aMEHUTH IaPOM
Rey, ulmy,. t

ITpuMeHe y TeopHjHu nudepeHIHjaTHHX jeTHAYHHA

7.25. ®penxonMoBe jesHauHHE. Dpegxoamosa UHTHEIpATHA jegHAUUHA TIp8e 8P~
cie je jedHaYMHA ODIMKA

b
f K(t,s)f(s)ds=g(1), (22)

a dpegxonmosa uHIeIpanta jegHauuna gpyie epciie je jefHauYWHA 0DINKa

b
g(t)+kf K(t,s)f(s)ds = f(¢). (23)

Y oba cnyuaja, 3apatax je Hahu dyHKUMjy f 3a JaTy HEOPEKUAHY QYHKUUjY g U 0aTo
HENpeKUIHO je3rpo K.

[Tpumehyjemo ma ce momohy uHTeprasHoTr onepartopa T 3amaror ca (15) jemHa-
yuHe (22) u (23) Mory 3amucaTi Kao

Tf=g, OJJHOCHO g+ATf=f.

Opatne ofMax youaBaMO Heka BHXO0Ba CBOjCTBA.

Jemnauuua npse BpcTe (22), hopManHo uma pemerse f = T-'g. MehyTum, 3HaMO
na je T KOMIaKTaH omnepaTop, Te crora T~ He moctoju. U He camo To, T HUKana He
MoXe duTH cypjekThBHO. Haume, Taga du 300r Teopeme 0 OTBOPEHOM MPECTHKAaBaBYy
mopano dutu T (By) 2 r By 3a Heko r > 0 ITO OU 3HAYMIIO [1a CJIUKA jeTUHUYHE JIONTe
HUje pellaTHBHO KOMMNAKTaH CKyTI.

Crora 3aKk/by4yjemo:

dpenxonmoBa jefHaYMHA IPBE BPCTE HEMa pelllerha 3a [ojefrnHe usdope dyHkuuje
g.

JennauuHa apyre Bpcte, popManHo uma pemewe f = (I —AT)"'g, mro ce moxe
3anMcarTy ¥ Kao

f = I=T) g = 2 Re(1/)g,

rae je Ry O3HaKa 3a pe3osBeHTy omepatopa 7. Kaxo 3Hamo ga je T KOMIAKTaH
OTEPaTOP, TO 3aK/bY4UYjEMO 1a BXKU Ppegx0ImMo6d anitiepHaiuea:

Hnu xomoiena jeguauuna (23) (witio snauu ga je g =0) uma HEWPUSUJATHO
pewierse, UU HeEXOMOTeHd jegHAUUHA UMA JeJUHCTBEHO PEULEHE 30 CBAKO g.

Haume, ako je 1/A comnctBeHa BpenHOCT onepaTtopa 1, oHpa oneparop I —AT uma
HeTPUBHjaIHO je3rpo, Y KOM ClIy4ajy XOMOreHa jenHauuHa (23) uMa HETPUBUjaITHO
pelleme, ¥ NMoBpx Tora oneparop I —AT Huje ,Ha" ma ofrosapajyha HexomoreHa
jenHauyMHa HeMa pellena 3a NnojefnHe QyHKIuje g.

C npyre cTpaHe, ako 1/A HUje CONCTBEHA BpeAHOCT onepaTtopa T, OHAia je ornepaTop
I —AT vHBepTHOUIAH, U Tala XOMOTeHa jefHaYMHA UMa CaMO TPUBHjaIHO pelIerke, a
ofgroBapajyha HexomMoreHa jefHauMHa UMa jeJUHCTBEHO pellere 3a CBaKy MyHKLH)jy

8.
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3Hamo 4 ma T uMa HajBulle NMpedpojuBO MHOTO COTMCTBEHUX BPEOHOCTH Koje
odpasyjy Hyna Hu3. OTyzma oHUX DpojeBa A 3a koje ce jemHayuHa (23) moHawa ,pha-
BO" (XOMOTeHa UMa HETPUBHjaJIHO, @ HEXOMOTeHa HeMa YBeK pellerhe) UMa HajBHlIe
mpedpojuBO MHOTO, U TeXe Ka DeCKOHAYHOCTH, Tj. HEMajy HUTH jeIHY KOHAUHY Tauky
HaroMuIaBama.

7.26. IItypm-JIjyBunoB npodnem u I'puHoBa ¢pyHkiuja. Ilo3Harto je ma nuH-
eapHa gudepeHIHjaTHa jerHauuHa 00uKa a y”+ b y’+cy = f ca Tak03BaHUM MOYET-
HUM yCIIOBUMaA Y (Xg) = Jp U ¥’ (Xg) = y; MMa jeIUHCTBEHO Pelleke Y OKOJIMHY Tauke
Xg. (IlpeTtnocraBmamo Ja cy koedULHjeHTH a, b, ¢ HerlpekuaHe QyKIHje y OKOTHHU
Tauke xq.) Takas nmpodnem HasuBa ce Kowujes tipodnem.

MehyTtum, y MHOTUM CHTyalldjaMa, 3aHUMJbUB je W MPOOJIeM ca TPaHUYHUM
ycinoBuMa. Haume, pelraBamo jefHaunHY

Llyl==(py) +aqy =1, (24)
Ca T3B. FpaHI/I‘IHI/IM YCJ'[OBI/IMa
ayy(a)+asy’(a)=0
B1y(b)+p2y’(b)=0.

TaxaB mpodnem Has3uBa ce Llinypm-JIjyeunos ipodiem.

3a pasnuky on Komwujesor npobnema, LUITypm-JIjyBusos npodiem Moxe yoruiTe
Ila HeMa pellera, WIK [ja UX UMa Bulle. Ha mpumep, ako ce mocmaTpa jeqHOCTaBaH
mpodiem

(25)

-y'+y=f  y0)=y(m)=0,
oH 3a f =0 uMa BHllIe pellewa, TO cy cBe QyHKUUje odmuka y(x) = Asinx, rae
je A npousBobHa KoHcTaHTa. C fpyre crpaHe, ako je f(x) = x, oHma mpobiem
HeMa pellewa. 3aucTa, Taja je ONIUTE pellerne AudepeHLrjanHe jeqHauuHe 0dIrKa
¥ = x+Acos x+ Bsin x 3a HeKe KOHCTaHTe A, B, IOK TPaHUYH YCJIOBH, PeOM, TOCTajy
A=0un—A=0 wro je Hemoryhe.

ITpumegda: Tox ompeheHnM yoBUMa, CBaKa Ce JIMHeapHa nudepeHIrjaiHa jef-
HauMWHa APYTor pena, MOXKe 3amucaTh y o0nuky (24). Peunmo, OOBOJBHO je jeln-
HauuHy ay” + by’ + cy = f noMHOXUTH DYHKIHjOM g KOja 3aJ0BObaBa peslallujy
gla=ga’ —gb.

[Tokasyje ce, y Teopuju oudepeHIHjalHuX jefHayuHa fa ce pememne HITypm-
JIjyBunosor mpodnema (24), (25), mon yciIoBoM 11a je jesrpo audepeHlnjaJHor onep-
aropa L TpUBHja/lHO, MOXKe U3PA3UTH Kao

b
y(t)f G(t,5)f(s)ds, (26)

rae je G :[a, b] x [a, b] — R 13B. Ipunosa ¢pynxyuja, nata ca

—piwug(t)ul(s), a<s<t<b

: 27
—swla(s)uy(t), a<t<s<b (27)

G(t,s){

P YeMy Cy U, OBHOCHO U5 (PYHKIHje KOje 3a[0BO/baBajy XOMOTEHY jeqHauYuHy
L[y] =0, 1 110 jenaH rpaHUYHH YCIIOB, Tj.

L{uy] = L[uy] =0, aruy(a)+azui(a)=0, Prus(b)+Pauy(b)=0,



[TpumeHe y TeopHju fudepeHHjaTHuX jefHaYnHa 125

oK je W wuxoB Bpoxckujan, 0THOCHO

[Tpu Tome, mokasyje ce na je dpyuknuja p(¢) W (t) xoHcTaHTHa GYHKILH]ja, Te CTOTa Y
(opmynu (27) HUje HaBEleH aryMeHT NIpou3Boja GyHKuuja p W.

7.27. U3Boheme I'punoBe pyukuuje. Heka je je3ipo gudepenyujanuol oi-
epatiopa L wwipusujanno. Taga ce pewewe Llwypm-JIjysunogol ipodnema (24),
(25) moce uzpasuitiu popmynom (26) ige je I'punosa pynxyuja G gaitia ca (27).

Hoxa3. Hajnpe ussogumo dopmymy

d
= (p(OW () =0
Hmamo
FPOWO = WO +p(g [l ) =
o m(n) w(n) wi(r) w(n)] Jw(e) w(n])_
=P O] 2) u;u)*"’(”(ui(r) i (6)] F |ul (1) u;’m)‘
B s (1) us(1) _
p(0)u, (1) + p(O)ul(e)  p/(0)uy() + p(£)u(e)
_ uy (1) us (1) _walt)  ua(2) -0
() (1) (p0uy(n)| ™ |qune) qua(r)] ="

Opatne cnenu fa je mpousBon p(¢)W (t) KOHCTaHTAH.

Jlarwe, HeKa cy y; M y, TMHEAPHO HE3aBUCHA pellieha XOMOTeHe jeqHaunHe L[y] =
0. Omwrte peweme je oHga gato ca y = C;y; + C3)». bumno koju of gBa rpaHuYHa
ycnoBa (25) gosewrhe fo nuHeapHe Bese usmehy C; u C,. Heka je, maxne u; pem-
erbe XOMoreHe jegHaunHe L[y] =0 koje 3a10BObaBa MIPBHU IPAHUYHU YCIIOB, A Uy KOj€
3a70BOJbaBa IPYTY I'PaHUYHU yCI0B. BaxkHO je fa Taza u;, OMHOCHO Uy HE UCHYHBajy
0da, Beh camo jefmaH rpaHUYHU yCJIOB. Y CYNPOTHOM oreparop L umao du Hymny 3a
COIICTBEHY BPEJHOCT Ha CKyNy IBa IIyTa gudepeHuujadmiHuX QyHKIUja Kkoje 3a10-
BOJbABAjy FPaHUYHE yCiioBe (25).

Io oxnroeapajyher pemiema HeXOMOreHe jeqHauuHe (24) MoxxeMO nohu MEeTomoM
BapHjalHdje KOHCTAHTH. YKPATKO, CTABUMO

¥y =Cu+ Guy, (28)
a 3aTUM U
Clu; + Cyus =0, L[Ciuy + Cyup] = f.

Iocne xpaher pauyHa Ha/la3uMO 71a je MOCIENHH YCI0B eKBHBaleHTaH ca Cypu +
Cipuy, =—f. Tako Hanasumo na map C;, C; jecte pelerme CHCTEMa [IBE TMHeapHe (aj-
redapcke) jenHaunHe. JleTepMHUHAHTa TOT cUcTeMa je p W, ma ynotpdom Kpameposux
MTpaBU/Ia HaJla3uMo Jia je

C{qug/pW, Cz’:—ful/pW,
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OJHOCHO, 1I0CJie HHTeTpauuje u 3ameHe y (28)

C+—ff uy(t dt)ul( D——ff u(t dt)ug(x). (29)

Kagna yBpcTHMO rpaHuYHe yciioBe (25) nodujamo na cy koHcrante C U D jenHake

J f(t D=0
ff us(t)dtu, (x ff uy(t)dtuy(x),

LITO je eKBUBAJIEHTHO ca (26) u (27). O

ojakie (29) nocraje

7.28. CojcrBa I'puHoBe dyHKIH]je. [punosa Qynxyuja sagama ca (27) uma
cnegeha cgojciiisa

(i) G je penano epegnocna u eaxu G(s,t)=G(t,s);
(ii) G(t,s) je netipexugna;
(i) G ]6 gudepenyujadunan, ocum Ha gujaionanu, @j. 3a t = s;
+
)

o~ 1
BT BT

0
(iv) Ha gujaionanu eaxcu a—G(r s)

t=s

Hoxa3. HenocpenHa nposepa. (]

7.29. CraB (cBOjcTBa HHTETpAJIHOT onleparopa 3agaror [puHOBOM QyHKIIH-
jom). Hnimeipannu oiiepaitiop Ty, : L2[a, b] — L?|a, b] 3agaiu ca

b
TGf_f G(t,s)f(s)ds

(i) Tg je kKomuaxihian u camoagjyHiosan.

(ii) Tg u L cy mehycodHo unsepsnu.

(iii) Ty uma najeuwie tipedpojuso MHOIO0 COTCTBEHUX BPEGHOCTIU, CBE CY PEATTHE, 4
ogiosapajyhe cotictisene QyHKyuje uune OphoHOPMUPAH CUCTieM, HOTUTYH
y cauyu ouepaiopa I .

(iv) Bamu u ®pegxonmosa anivepraiiusa — Hnu jegnauuna Tg f = Af uma
HEWPUBUjATHO peuwerwe unu jeguauuna Tg f —Af = g uma jeguncitiseno
peuierve 3a csaxy Qynxuujy g € L. (Osge je unu uckmyuno, y 108opy
HO3HATHO KAO ,,UTU-UTU”.)

uma cnegeha ceojciusa

Joxa3. Csojctso (i) cmenm u3 nperxonHor craBa. CBojTBO (ii) Ha OCHOBY M3BOJ-
jewa I'puHoBe dyuxuuje. CojctBa (iii) u (iv) cyiene Ha OCHOBY NPBOT CBOjCTBA M
0IroBapajyhux CTaBoBa O KOMIIAKTHUM OTEepaTOPHMa. O
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7.30. ITocnepuua. Kaxo je jegnauuna T f —Af = g exeusanentina ca f =
LIAf +g), @j. ca uf —L[f) = g, 1ge je = 1/A u g, = (1/2) L[g] newiocpegno
3aKIBYUyjemMo:

(i) Hudepenyujanuu otiepatmop L 3agait ca (24) xoju genyje na Lycitiom Hoii-
#ipociniopy Gpociiopa L? ceux gea uyiia HeUpeKUgHO JudepeHyujanux
Pynxuuja xoje 3agosomasajy ipanuune ycuose (25) uma najsuuie ipedpo-
Jju8o MHOIO COUCTHBEHUX BPEGHOCTHU U OHe 00pA3yjy HU3 Koju THewU Kd
oeckoHaunociiy.

(ii) 3ajegnauuny L{y]|—Ay = g 8axcu Opegxonmosa aniiepHaiiiued — uiu OHd
umd HetpUeUjarno pewerve 3a g = 0 UTu umd jJeguHCBEHO PEULEHE 3d CBAKO
g.

Cnenu jenaH nmpuMep U3 MaTeMaTuuke usuke.

7.31. lllpegunreposajesHaduHa. lllpenuHreposajefHayrHa ONUCYj€ IPOMEHY
KBAaHTHOT CTama JaTOr KBAHTHOI CHUCTEMA Y BPEMEHY. Y 3aBHCHOCTH Off CUCTEMa OHA
MOXXE UMaTH pa3nnyuTe odIMKe. Jenan o jefHOCTaBHUjUX 00nuKa je [llpenuHreposa
jeoHauMHa KOja OMHKCYje CTame eJieKTPOHAa y y eHepreTCKkoM H3BOpYy ca DeckoHau-
HUM [IOTEHUHjaTHUM Dapujepama. AKO Ce eJIEKTPOH MOXKE KPETAaTH Camo JyX X-0Ce
(jemrHOIMMEH3MOHAIHHU CITy4aj), OHIa ogrosapajyha lllpeguHreposa jeqHauMHa I7acu

—s——— +V(x)¥=EV, (30)

rze je 71 TlnaHKOBa KOHCTaHTA MoJesbeHa ca 27T, m Maca eJleKTpoHa, V (x) moTeHuujan
nosba, U KBAHTHO CTalme KOjeé O3HauyaBa BEPOBATHOChy Ha Ce eJEeKTPOH Hala3HW Ha
MO3ULUjH X, a E YKyIlHa eHepruja enexrpoHa. [1py ToMe, OBIE je y3eT jeAHOCTaBHUjH,
BPEMEHCKH He3aBHUCaH CIyy4aj.

[Nopen jenHaunHe, PyHKIWja cTaka W 3a70BO/baBa ¥ rPAaHUUHE YCIOBE

W(0) =W(a)=0,

ako ce Dapujepe Hanase Ha x-koopauHarama 0 u a. OuurnenHo je jemHayuna (30)
crienfjasaH ciy4aj jemHauuHe (24), v 10 32 p(x) =h/2m, q(x) = V(x)—E. Ilpuc-
YCTBO TPAHWUYHHX YCJIOBa O3HAuaBa Aa ce pamd o IlItypm JljyBunoBom mpodiemy.
Hmnak, mocmarpahemo ciyyaj g(x) = V(x), nok he eHepruja E mpencTaB/baTH COTI-
CTBEHE BPEIHOCTH.

Ha ocHoBy [0 cazia u3noxenHe Teopuje MOXKeMO 3aK/byuuTH ciienehe:

Huje moryhe na enexTpoH uma duio kojy ykymHy eHeprwjy. Ckynm moryhux
eHepryja eJIeKTpOoHa je HajBulle MpedpojuB, cacToju ce o W30J0BaHUX Tayaka Koje
TeXe ka DeCKOHAYHOCTH.

CBaka COIICTBEHa BPeZHOCT MOpa OWTH KOHAyHe BULIECTPYKOCTH, Ma 3a JaTy
Moryhy eHeprHjy mocToju KOHauaH CKYTI CTamka y KOjuMa ce MOXe Hahu eneKkTpoH.

OBaj mpuMep CToju y opekiy peuu cuekrap. Haume, cnexrap lllpepunreposor
onepaTopa, Tj. BErOBE COICTBEHE BPENHOCTH jecy Moryhe eHeprenke BPESHOCTH.
[TpakTuyHO oppehuBame eHeprelkUX BpeJHOCTH CBOJUIIO Ce Ha ofipehuBame TanacHe
IyKuHe (OTOHA KOjU eMUTYje eJIeKTPOH TpH Ipesiasy U3 jeHOr CTawa y IpyTo, a Ta-
JacHa IyKvHA ce onpehuBaia Hojom cBemiocTH. Tako je pey criexTap Koja 03HadaBa
ckyn Mmoryhux 6oja nouesa ja ce KOPUCTH 3a CKYII COIICTBEHUX BPEJHOCTH KOMITAKTHOT
onepaTopa.
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Hyje Tauno pga lllpenunrepoBa jegHayMHa yBeK MMa JUCKpeTaH cekTap. 3a To
je HEOINXOMHO Jia CE II0jaBe IPAaHUYHU YCJIOBH, ¥ OHU CE MOTY II0jaBUTH U Kaja HeMa
HUAKBUX eHepreTckux dapujepa. Ha mpumep, kama ce pasmMarpa IOHAIlake elek-
TpPOHA y aTOMy, MOpajy Ce Y3€TH y 003Up CBe TpHU OUMeH3Hje. MehyTum, Tauky y
ITPOCTOPY je Hajnakiue mpencTaBUTH cepHHUM KoopauHaTtama (p,,60), u Tama ce
IIPUPOZHO TI0jaBjbyje rpaHuYHH ycioB U(p,d,0) = ¥(p,0,2m). Pasmarpame OBOT
CJlydaja He ToAJeXxe TeOpUjy KOjy CMO U3BeTH 13 Bullle pasiora. [IpBo, ogrosapajyha
lpenuHrepoBa jejHaYMHA HUje BUllle 00MYHA nudepeHlMjalHa jefHaurnHa, Beh map-
uujanHa. Jpyro, rpaHAYHU YCIIOB je MEeIIOBHT.

PasMmaTpame MoHallawka eJeKTPOHA Y aTOMY je CKOMYaHO Ca OYTOTPajHUM M 3a-
MODHUM padyHajem U npeBullle dU ONTEPeTUIO TEKCT, aJIh Ce MOXKe HacayTUTH Ja he
ce IodUTH CJIUYHU pe3ysTaTh OHUMa koje cMo fodunu 3a Ll typm JIjysunos mpodiem.

Tako cMo, Mocjie BUILErONHINer IIKOJIOBakha Ca3HATH U MaTeMaThJKe pasjiore
3alITO eJEKTPOH y aTOMY He MoXke ia ce Hahe Ouno rae, Beh UCK/bYYMBO Ha KBAHTO-
BaHUM €HepreTKUM HUBOUMA.

Ospe je xpaj kypca.

Bexbdama

7.1. Hexka je A; mpou3BO/baH HU3 KOMIUIEKCHUX OpOjeBa, U Heka je T : 12 — 12 npecnukaBame 4aTo ca
T(81,82,83,...) = (2181, A280,...).

a) llokasatu fa je T NUHEApHO MpeCIUKaBaibe, U A2 je T OrpaHHYEHO aKO M CaMo aKo je HH3 A;
orpannded. Tapa je u ||T|| = sup,s1 |A,l. [V cTBapH, ako A, HHje orpaHuyeH, oHAa T HHUje KODEKTHO
neduHuCaH, Tj. ocToju X = (&) ,»1 €12 TakBo ma Tx ¢ 12.]

6) JokasaTtu fa je T KOMIIAKTaH ako U CaMo aKo je nggloo An =0. [Taxko KOMITKaTaH ONepaTop , TeXHU

Hynn" xaj Opoj AUMEH3Hja , TeXH Ka deckoHayHo".]

7.2. Hexa cy X u Y banaxoBu mpoctopu. Jloka3atu cinenehe TBpame:

a) Ako je X deckoHauHe nuMeH3Hje, U T : X — Y KOoMIaKkTaH oneparop, oHja T HemMa WHBEP3HH, Tj.
He MOCTOju orpaHuden T~ :Y — X.

0) Axo je dimran T < +00 oHpa je T KOMIaKTaH.

B) Ako je dim(X/ker T) < 400 oHpa je T KOMNAKTaH.

7.3. Hexaje P, : 1! — I nus npojexropa par ca P, (£1,E2,..,En, Enttree) =(E1,82,...,E1,0,0,...).
a) loxasaTu ga P, x — x 3a cBako x € /1.
©) [Jokasartu fa He Baxu P, 3 1. [ICKOpUCTUTH peTxonHU 3aaatak U Cras 7.2 §).]

7.4. Hexacy T, S: X — Y (X n Y baHaxoBM NpOCTOPH) M Heka NMOCTOjU KoHcTaHTa C > 0 TakBa Ja 3a CBe
x € X Baxu || Tx|| < C||Sx||. Ako je S KOMITakTaH JOKa3aTH U 1a je T KOMIaKTaH.

7.5. Hexa je T : X — Y xommnakraH onepatop. Ako je dimX = +o00 u T UHjeKTHBaH, JOKa3aTH Jia CIMKa
ran T He Moxe OUTH 3aTBOPEH MOTIPOCTOP.

7.6. IlaT je omepatop A: C[0,1] — C[0,1] ca Af(s) = fol log(1+st)f(¢)dt (log = In). Tlokasaru g#a je
orepaTop A nuHeapaH U orpannueH. Kopucrehu reopemy Apuena-Ackonuja (WIH Jpyraddje) IOKa3aTH Aa
je onepaTop A KOMIaKTaH.

7.7. Haro je npecnukasame A: [1 — 11 ca y = Ax, y = (0,)723, x = (E)723, 0y = SAS e Frgy
IlokasaTH 1a je A KOMNaKTaH onepaTop. [MCKOPUCTUTH KapaKTepH3aliujy peaTHBHO KOMIAKTHHX CKYTIOBa
y [P mpocropuma.]

7.8. Ilato je mpecnukasame A: [P — 19, (1/p+1/g=1)y = Ax, y = (0,);55, x = (€)1, n. =
“+ oo

kg xSk lokasath fia je A KommakTas oneparop. [MCTo ynyTCTBO Kao y MPETXO/IHOM 3a/iaTky.]
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7.9. Iat je Boniuepun otiepaiiop V : L2(0,1) — L2(0,1) ca

(Vf)(X):f f(r)de
0

a) JoxasaTu fia je V KOMIIAaKTaH ONepaTop;
0) Joxas3aTu fia V HeMa HHUjeHY COIICTBEHY BPEJHOCT, I1a U3BeCTH 3aKbydak o (V) = {0};
B) Hahwu anjynroBan oneparop V*, u u3Bectu 1a je

1 t
(V*V)f(X)=J J f(r)drde;
x JO

r) OmpenuTH CONICTBEHE BPEIHOCTH onepaTtopa V*V, moka3aTH a je OH CaMoaJjyHroBaH 1 kopucrehu
Cras 3.22 (iv) nokasaru na je || V|| =2/x.

7.10. [aTo je npeciukaBame A: C[0, 7] — C[0, 7] ca

Ax(t)= fnsin(s—i- t)x(s)ds.
0

a) JloxasaTH Ja je ciuka ranA cagp)kaHa y ABOJUMEH3HMOHAJIHOM nortnpocropy. OxnpenuTtu dapem
jenny da3y Tor notnpocropa. H3BecTu 3ak/pydak fia je oneparop A komnakTaH. [OrpaHHYeHH CKYIOBH Y
KOHAYHO JUMEH3HOHATHUM NOTIPOCTOPUMA Cy PETaTUBHO KOMIAKTHHU. |

©) Jokasatu ja A Mopa Jja uma dap jenHy CONCTBEHY BPELHOCT, a HajBulle fBe. OApenuT ux.

B) ITpoBepuTu fa n1u je A HopMmanaH. Axo jecte onpenuTH ||A|| cioyxehu ce pesyntatom ||A|l =
max{|A|| A €0 (A)} Koju BaXkU 32 HOpMaJIHe OIEepaTope.

7.11. Jlato je npecnukasame A: L2(—1,1) — L2(—1,1) ca Af (x f f(r
a) JoxasaTH Jia je A KOMIaKTaH JIHHeapaH oIepaTop;
0) Hahwu anjyHrosaH oneparop A*, ¥ UCIIUTaTH Jia JIU je A HOpMaaH;
B) OnpenuTy crnekTap onepartopa A.

7.12. [lato je npeciukaBame A: C[0,1] — C[0,1] ca Ax(s) = x(s) +fg sin(s+t)x(t)dz.

a) JlokasaTy fia je pe4 0 OrpaHMYEHOM JINHEAPHOM NPECIMKaBamwy, Ydja HOpMa He IpeBasuiasy 2.

6) Ucnutaty na v je A koMInakTaH onepatop. [[pyru cabupak jecte komnaktaH onepatop. Opatie
3aK/bY4HTH Ja A He MoxXe Jia OyZie KoMMaKTaH. ]

7.13. Jat je XundepToB mpocTop

+o0

H=L2((0,+00),e7"dt) ={f : (0,4+00) — C| f —MepbuBa, f If(t)%e~"dt =0},
0

ca ckanapHuM npoussoaoMm (f, g) fo f()g(r)e " dr.
a) loxasatu na cy dyHkuuje go (¢) = 1 g1(t)=1-t,g:(t)=1-2t+t%/2mu gs(t) =1-3t+312/2—
t3/6 oproHopmupane y H.
6) Ompenutn dyHkuujy K : (0,400) x (0,4+00) — C TaxkBy fa 3a OPTOTOHAJIHH NpOjeKTop P Ha
JIMHEeapHU OMOTay CKyna {go, 81, 82,83} Baxku P f(x) = O+°° K(x,t)f(t)de.

7.14. Ha Xunbeprosom npoctopy L2(0,+00) nato je mpecnukasame T f(x) = f(x +1).
a) OnpenutH afjyHrosaH oneparop T*.
6) OmpenuTH CBe KapakTepPHUCTHYHE BPEJHOCTH oneparopa T', Heros CIeKTap, 1 jesrpo.
B) HcnuraTu fa v je T HOpMasaH.

7.15. Ha Xunbeprosom npoctopy L2(0,1) nato je mpecnukasame T f(x) = (|3x —1|+[3x—2[) f(x).

a) Joxa3atu fa je T orpaHH4YeH JIMHeapaH ONepaTop W OApenuTH My Hopmy. Ilokasatu ga je T
CaMOaJjyHTOBaH.

6) Ompenut criektap oneparopa T, ¥ CBE BEroBe KapakTEPUCTHYHE BPETHOCTH.

B) [JoxasaTu fa T HHje KOMITaKTaH.

7.16. Jloxasatu na je mpecnukasawe T : L2(0,1) — L2(0,1), mato ca Tx(s fo tx(t)dt, xOMIaKTaH
JIMHEeapaH OIepaTop, Nokasaty fa T Hema HUjeHY KapaKTepUCTHUHY BpeI[HOCT u onpennm o(T).
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7.17. Ha Xunbeprosom npoctopy L2(1,+00), matT je onepatop A ca Af (x) = ?f(x).

a) JoxasaTH fia je A MMHeapaH OrpaHHYEH U CaMOaJjyHTOBaH omepaTop U aa je |[A|| = 1.
6) OmpenuTH concTBeHe BpeIHOCTH U CONICTBEHe BEKTOpe oreparopa A.
B) JJoxasaTu fja A HHje KOMIIaKTaH OIepaTop.

7.18. Hexka je A camoafjyHrosaH omnepaTop Ha XundepToBoMm Ipoctopy H. IlokasaTu na je omepaTop
U= (A—il)(A+iI)~! yuurapaH, 1j. ia je UU* = U*U = I.

7.19. Hexaje H Xundeprtos npoctop, U A : H — H orpaHH4eH IMHeapaH oneparop, u A* : H — H onepaTop
JneduHHKCaH ca (Ax, y) = (x,A*y) 3acBe X,y €H.

a) [JokasaTu ma Baku H — ker A @ ran A*;

0) Axo je A= A* mokasaTH fa je ker A = ker AZ;

B) [IpoBepuTH fa i ce Moxe H0OUTH U Dosbe ker A =ker A" 3a cBe n € N.

r) lla v peTxofiHa Ba 3aK/bydka BaXke M 3a CBE HOPMaJIHE oneparope?

7.20. a)lanuje cuctem byukuuja {1, e’*, e2*, e31*} opronopmupan y Xunbeprosom npoctopy L2 (—, 7)?
6) Heka je P : L2 (—m, ) — L?(—m, ) omepatop Koju cBakoj GyHKIHjH JOMEbyje BeHy MpOjeKLnjy Ha

2{1,e'*,e?%,e3%}. Onpepurn dyuxumjy K : (—m, )2 — C, Taksy na je (P f)(x) = ffﬂ K(x,y)f(y)dy.
B) la 14 je P KOMIlaKTaH ornepaTop?

7.21. [Jlato je npecnukasame A: L2(0,1) — L2(0,1) ca (Af)(t) =t f(¢).
a) TTokasaTH 1a je A IMHeapaH, OTpaHHYEH U CaMOa/jyHTOBaH onepaTop U fa je ||A|| < 1.
6) IToxasaT ja A HeMa CBOjCTBEHHX BPEIHOCTH, U fia je o (A) = [0,1].
B) la v je A KOMNaKTaH? 3aITo?



