
ФУНКЦИОНАЛНА АНАЛИЗА

Драољу Ј. Кечкић



ii

Ову књиу освећујем...

Izdavaq: taj i taj

ISBN: 978-7-167-bla-bla
Za izdavaqa: .....

Autor:

Slike:

Korice:



iii

САДРЖАЈ

1. БАНАХОВИ И ХИЛБЕРТОВИ ПРОСТОРИ. . . . . . . . . . . . 1
Основни ојмови. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Примери. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. ПОТПРОСТОРИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Поросори . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Орооналнос . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Коначно имензионални Банахови росори . . . . . . . . . 20
Релаивна комакнос . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Шауерова еорема о неокреној ачки и римене . . . . . . . 28
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3. ОПЕРАТОРИ, ФУНКЦИОНАЛИ . . . . . . . . . . . . . . . 35
Линеарна ресликавања . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Функционали . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Хан-Банахова еорема и ослеице . . . . . . . . . . . . . 44
Ајунован и конјуован оераор . . . . . . . . . . . . . 52
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4. КОНВЕРГЕНЦИЈЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Каеорије . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Банах-Шајнхаусова еорема . . . . . . . . . . . . . . . 65
Примене Банах-Шајнаусове еореме . . . . . . . . . . . . 67
Слаа конверенција . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Врсе конверенције низа оераора . . . . . . . . . . . . 75
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5. ИНВЕРТИБИЛНОСТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
Теорема о овореном ресликавању и ослеице . . . . . . . . 79
Секар . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6. ПОЈАМ БАЗЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Хилерова аза . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
Шауерова аза . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
Сеараилнос . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
Осали ојмови азе . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

7. КОМПАКТНОСТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
Комакни оераори . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107



iv

Фрехолмова еорија . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
Основи секралне еорије . . . . . . . . . . . . . . . . 114
Инерални оераори . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
Примене у еорији иференцијалних јеначина . . . . . . . . 123
Вежања . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128



1. БАНАХОВИИХИЛБЕРТОВИПРО-
СТОРИ

Основни ојмови

1.1. Дефиниција. Нека је X векорски росор на ољем скалараK, е је
или K=C или K=R.

(Ако се руачије не наласи, векоре означавамо малим лаиничним слови-
ма, а скаларе рчким. Такође ако се не наласи ша је оље скалара, узима се а
је о C.)

(а) Функција || · || : X →R назива се норма ако исуњава:

(i) ||x || ≥ 0 и ||x ||=0 акко x =0;
(ii) ||λx ||= |λ| ||x ||;
(iii) ||x + y || ≤ ||x ||+ ||y ||.
Таа се уређен ар (X , || · ||) назива нормиран векорски росор.
Помоћу норме, на рироан начин се увои мерика са

d (x , y ) = ||x − y ||. (1)

(У свари, фукција норме замишљена је ако а имиира својсва асолуне вре-
носи.) Осоине мерике се јеносавно роверавају, е је ако сваки нормиран
векорски росор ујено и мерички росор.

Ако је (X , || · ||) комлеан у оносу на мерику (1), она се назива Банахов
росор1.

() Функција 〈·, ·〉 : X ×X →K која исуњава својсва:

(i) 〈x , x 〉 ≥ 0 и 〈x , x 〉=0 акко x =0;
(ii) 〈y , x 〉= 〈y , x 〉;
(iii) 〈λ1x1+λ2x2, y 〉=λ1〈x1, y 〉+λ2〈x2, y 〉,

назива се скаларни роизво. (У случајуK=R, у руом својсву реа изосавии
комлексно конјуовање.) У ом случају се уређен ар (X , 〈·, ·〉) назива униаран
или ре-Хилеров росор.

1Stefan Banach (1892-1945) – ољски маемаичар
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Сваки униаран росор је нормиран, јер се норма може увеси на рироан
начин са

||x ||=
p

〈x , x 〉. (2)

Да навеена функција заиса јесе норма оказаћемо мало касније. Самим им,
сваки униарни росор има на рироан начин увеену мерику

d (x , y ) = ||x − y ||=
Æ

〈x − y , x − y 〉.

Ако је униаран росор комлеан у оносу на ако увеену мерику она се
назива Хилеров росор1.

Према оме за ново увеене класе ојекаа важи:

Хилерови росори ⊂ Банахови росори ⊂ Мерички росори
∪ ∪

Униарни росори ⊂ Нормирани росори

1.2. Основна равила рачуна са скаларним роизвоом. Имамо:

(i) 〈x ,0〉= 〈0, x 〉=0;
(ii) 〈x ,µ1y1+µ2y2〉=µ1〈x , y1〉+µ2〈x , y2〉;
(iii) 〈x + y , x + y 〉= 〈x , x 〉+2Re〈x , y 〉+ 〈y , y 〉;
(iv) |〈x , y 〉| ≤ 〈x , x 〉1/2〈y , y 〉1/2 - Коши-Шварцова нејенакос;
(v) 〈x+y , x+y 〉+〈x−y , x−y 〉=2(〈x , x 〉+〈y , y 〉) - релација аралелорама.

Примеа: Каа окажемо а израз
p

〈x , x 〉 има осоине норме, ослења ри
својсва можемо заисаи и као:

||x + y ||2 = ||x ||2+2Re〈x , y 〉+ ||y ||2,

|〈x , y 〉| ≤ ||x || ||y ||,
||x + y ||2+ ||x − y ||2 =2(||x ||2+ ||y ||2). (3)

Примеа (још јена): Ако јеK=R она реа изосавии комлексно конју-
овање и реални ео. Овакве наомене више неће ии исане.

Доказ. (i) За фиксирано x , ресликавање a 7→ 〈a , x 〉 је зо својсва (iii)
скаларно роизвоа, линеарно, е оуа нула векор слика у нулу. Зао је
〈0, x 〉=0. Она је и 〈x ,0〉= 〈0, x 〉=0;

(ii)Имамо, корисећиреомсвојсва (ii), (iii) ионово (ii) скаларнороизвоа:

〈x ,µ1y1+µ2y2〉= 〈µ1y1+µ2y2, x 〉=µ1〈y1, x 〉+µ2〈y2, x 〉=

=µ1〈y1, x 〉+µ2〈y2, x 〉=µ1〈x , y1〉+µ2〈x , y2〉;

(iii) Скаларни роизво је аииван о ое роменљиве (о рвој на основу
ефиниције, а о руој о рехоно оказаном својсву) е имамо:

〈x + y , x + y 〉= 〈x , x 〉+ 〈x , y 〉+ 〈y , x 〉+ 〈y , y 〉= 〈x , x 〉+2Re〈x , y 〉+ 〈y , y 〉,

јер је 〈x , y 〉+ 〈y , x 〉= 〈x , y 〉+ 〈x , y 〉=2Re〈x , y 〉;
(iv) За ило који скалар λ ∈K је 〈λy ,λy 〉=λλ〈y , y 〉= |λ|2〈y , y 〉, а имамо

0≤ 〈x +λy , x +λy 〉= 〈x , x 〉+2Re(λ〈x , y 〉)+ |λ|2〈y , y 〉.

1David Hilbert (1862-1943) – немачки маемаичар
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Саа ћемо оараи амено λ које ће о срење саирка наравии |〈x , y 〉|.
Изор аа на λ=−〈x , y 〉/〈y , y 〉. (Прехоно консаујемо а ражена нејнакос
осаје ривијална ако је y = 0, јер у ом случају λ није корекно ефинисано.)
Тако оијамо

0≤ 〈x , x 〉−2Re
|〈x , y 〉|2

〈y , y 〉
+
|〈x , y 〉|2

〈y , y 〉
= 〈x , x 〉−

|〈x , y 〉|2

〈y , y 〉
,

шо се јеносавно свои на ражену нејенакос
Примеимо а се ове јенакос осиже ако и само су x и y линеарно

зависни. Заиса |〈x , y 〉|2 = 〈x , x 〉〈y , y 〉 ако и само ако је y =0 или 〈x+λy , x+λy 〉=
0. Ово руо, на основу ефиниције скаларно роизвоа еквиваленно је са
x =−λy ;

(v) На основу осоине (iii) лако налазимо

〈x + y , x + y 〉= 〈x , x 〉+2Re〈x , y 〉+ 〈y , y 〉,

〈x − y , x − y 〉= 〈x , x 〉−2Re〈x , y 〉+ 〈y , y 〉,
шо осле саирања аје оно шо нам реа. �

1.3. Сав. Нека је (X , 〈·, ·〉) униаран росор.

(а) Таа је функција || · || аа са (2) јена норма;
() Скаларни роизво се реко норме може изразии као

〈x , y 〉=
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2+ i ||x + i y ||2− i ||x − i y ||2
�

, (4)

у случају а је K=C, оносно

〈x , y 〉=
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2
�

, (5)

ако је K=R.

Примеа: Јенакос (4) оносно (5) назива се оларизациони иение.

Доказ. (а) Прво својсво норме неосрено слеи из рво својсва ефини-
ције скаларно роизвоа. За руо, на основу линеарноси скаларно роизвоа
о рвој роменљивој, оносно анилинеарноси о руој имамо

||λx ||2 = 〈λx ,λx 〉=λλ〈x , x 〉= |λ|2||x ||2,

шо је овољно.
За оказ нејенакоси роула уореићемо својсво (iii) оељка 1.2 и Коши

Шварцову нејенакос. Имамо

||x + y ||2 = ||x ||2+2Re〈x , y 〉+ ||y ||2 ≤ ||x ||2+2|〈x , y 〉|+ ||y ||2 ≤

≤ ||x ||2+2||x || ||y ||+ ||y ||2 = (||x ||+ ||y ||)2,

оакле ражено оијамо кореновањем.
() На основу Сава 1.2 (iii) имамо

||x + y ||2 = ||x ||2+ 〈x , y 〉+ 〈y , x 〉+ ||y ||2, (6)

||x − y ||2 = ||x ||2−〈x , y 〉− 〈y , x 〉+ ||y ||2, (7)

||x + i y ||2 = ||x ||2− i 〈x , y 〉+ i 〈y , x 〉+ ||y ||2, (8)

||x − i y ||2 = ||x ||2+ i 〈x , y 〉− i 〈y , x 〉+ ||y ||2, (9)
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а резула оијамо у комлексном случају израчунавајући (6) − (7) +i (8) −i
(9), а у реалном само (6) − (7). �

1.4. Основна равила рачунања са нормом. Нека је (X , || · ||) нормиран
векорски росор. Таа важи:

(i) ||x1+ x2+ · · ·+ xn || ≤ ||x1||+ ||x2||+ · · ·+ ||xn || - нејенакос мнооула;
(ii)

�

�||x || − ||y ||
�

�≤ ||x − y ||;
(iii) Посено, ако xn → x аа и ||xn || → ||x ||, ј. функција ||·|| је нерекина;
(iv) Ако xn → x , yn → y и λn → λ она и xn + yn → x + y и λn xn →

λx , ј. оерације саирања векора и множења векора скаларом су
нерекине.

Доказ. (i) Лако слеи из нејенакоси роула инукцијом;
(ii) Имамо ||x ||= ||(x−y )+y || ≤ ||x−y ||+||y ||, ј. ||x ||−||y || ≤ ||x−y ||, а заменом

улоа и ||y || − ||x || ≤ ||x − y ||;
(iii) Заиса, ако xn → x аа ||xn − x ||= d (xn , x )→ 0, а рема рехоном и

||xn || → ||x ||;
(iv) Нерекинос саирања слеи из нејенакоси роула. Наиме, ||(xn +

yn)− (x + y )|| = ||(xn − x ) + (yn − y )|| ≤ ||xn − x ||+ ||yn − y || → 0. Нерекинос
множења скаларом, ак, из

||λn xn −λx ||= ||λn(xn − x )+(λn −λ)x || ≤ |λn | ||xn − x ||+ |λn −λ| ||x || → 0,

јер је λn конверенан, а име и ораничен. �

1.5. Лема. Нека је (X , || · ||) нормиран векорски росор. Релација ар-
алелорама (3) еквиваленна је са релацијом арелелеиеа

||x + y + z ||2 = ||x + y ||2+ ||y + z ||2+ ||z + x ||2− ||x ||2− ||y ||2− ||z ||2. (10)

Доказ. Да из (10) слеи (3) виимо ако уврсимо z =−y .
Орано је знано еже. Почнимо ако шо ћемо римении релацију ар-

алелорама на векоре x + y и z . Доијамо

||x + y + z ||2+ ||x + y − z ||2 =2||x + y ||2+2||z ||2. (11)

Лео, али са смеа руи саирак на левој срани. Да исмо а некако елимин-
исали, рименимо релацију аралелорама на векоре x − z и y а налазимо

||x + y − z ||2+ ||x − y − z ||2 =2||x − z ||2+2||y ||2. (12)

Саа се оузимањем рехоне ве нејенакоси можемо оарасии руо са-
ирка са леве сране рве јенакоси. Али осаје есни из руе. Да исмо њеа
склонили рименимо релацију аралелорама на векоре−y −z и x , а оијамо

||x − y − z ||2+ || − x − y − z ||2 =2||y + z ||2+2||x ||2. (13)

Срећа је шо смо ри уа увоили о јеан минус, и саа је есни саирак у (13)
исо шо и леви у (11). Дакле, израчунамо (11) − (12) + (13) и оијамо

2||x + y + z ||2 =2||x + y ||2−2||x − z ||2+2||y + z ||2+2||z ||2−2||y ||2+2||x ||2,

оносно каа скраимо војке

||x + y + z ||2 = ||x + y ||2− ||x − z ||2+ ||y + z ||2+ ||z ||2− ||y ||2+ ||x ||2. (14)
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Осаје још а заменимо некако саирак ||x − z ||2. Но из релације аралелорама
имамо ||x − z ||2 = 2||x ||2+2||z ||2 − ||x + z ||2, а каа о уврсимо у (14) оијамо
(10), чиме је завршен оказ. �

1.6. Сав (Џоран - фон Нојман)1. Нека је (X , || · ||) нормиран росор.
На X се може увеси скаларни роизво за који важи (2), ј. скаларни
роизво који енерише већ ау норму ако и само ако важи релација ар-
алелорама (3).

Доказ. Јеан смер је већ оказан. Наиме, ако норма оиче о скаларно
роизвоа она релација аралелорама важи рема Саву 1.2 (v).

За руи искорисимо рехону лему оносну релацију аралелеиеа.
Примеимо а ако скаларни роизво који рероукује норму осоји, она
мора ии заа омоћу (4) оносно (5). Соа увеимо функцију B : X ×X →K
са

B (x , y ) =
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2+ i ||x + i y ||2− i ||x − i y ||2
�

,

у случају K=C, оносно

B (x , y ) =
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2
�

,

у случају K = R. Доказ ће ии насављен само за случај K = C, као ежи.
Показаћемо а је B (x , y ) ражени скаларни роизво. Најре извеимо лака
својсва функције B . Имамо

B (0, y ) =
1

4

�

||y ||2− ||y ||2+ i ||y ||2− i ||y ||2
�

=0,

B (y , x ) =
1

4

�

||y + x ||2− ||y − x ||2+ i ||y + i x ||2− i ||y − i x ||2
�

=

=
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2+ i ||i (x − i y )||2− i ||i (x + i y )||2
�

=

=
1

4

�

||x + y ||2− ||x − y ||2+ i ||(x − i y )||2− i ||(x + i y )||2
�

=

= B (x , y ),

оакле омах и B (x ,0)= 0. Заим

B (x , x ) =
1

4

�

||2x ||2−0+ i ||(1+ i )x ||2− i ||(1− i )x ||2
�

=

=
1

4

�

4||x ||2+(i |1+ i | − i |1− i |)||x ||2
�

= ||x ||2,

1Pascual Jordan (1904-1980) – амерички маемаичар (не мешаи а са алеко ознаијимфран-
цускиммаемаичаремКамијЖораном), John von Neumann (1903-1957) – америчкимаемаичар
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и најза

B (i x , y ) =
1

4

�

||i x + y ||2− ||i x − y ||2+ i ||i x + i y ||2− i ||i x − i y ||2
�

=

= i
1

4

�

−i ||i (x − i y )||2+ i ||i (x + i y )||2+ ||i (x + y )||2− ||i (x − y )||2
�

=

= i
1

4

�

−i ||(x − i y )||2+ i ||(x + i y )||2+ ||(x + y )||2− ||(x − y )||2
�

= i B (x , y )

(15)
Докажимо саа аиивнос о рвој роменљивој. На основу релације ар-

елелеиеа имамо

||x + y + z ||2 = ||x + y ||2+ ||y + z ||2+ ||x + z ||2− ||x ||2− ||y ||2− ||z ||2, (16)

||x + y − z ||2 = ||x + y ||2+ ||y − z ||2+ ||x − z ||2− ||x ||2− ||y ||2− ||z ||2, (17)

||x + y + i z ||2 = ||x + y ||2+ ||y + i z ||2+ ||x + i z ||2− ||x ||2− ||y ||2− ||z ||2, (18)

||x + y − i z ||2 = ||x + y ||2+ ||y − i z ||2+ ||x − i z ||2− ||x ||2− ||y ||2− ||z ||2. (19)

Каа израчунамо (16) − (17) +i (18) −i (19) оијамо

4B (x + y , z ) = 4B (y , z )+4B (x , z ),

јер се све „колоне“ осим руе и реће скраћују. То је овољно за оказ аи-
ивноси.

Да исмооказалихомоенос уочиморесликавањеR 3α 7→ g (α) = B (αx , y )
за фиксиране x , y ∈ R. Зо аиивноси функције B о рвој роменљивој
имамо g (α+ β) = B ((α+ β)x , y ) = B (αx , y ) + B (β x , y ) = g (α) + g (β). Дакле,
функција g заовољава Кошијеву функционалну јеначину. Даље, како је g
изражена реко алераских оерација и норме, она је рема Саву 1.4 нере-
кина, а је соа g (α) = g (1)α, оносно

B (αx , y ) =αB (x , y ), α ∈R.

Да и се оказало а и комлексан скалар „излази“ са рве роменљиве овољно
је коминоваи аиивнос са релацијом (15). �

Примери

1.7. Просор L p (X ;µ). Нека је (X ,M,µ)росор самером. Просор L p (X ;µ),
p ≥ 1 снаевен нормом

||x ||p =

�∫

X

|x (t )|p dµ(t )

�1/p

је Банахов росор. Њеова комленос слеи из Рис-Фишерове1 еореме.
У случају p = 2, росор L2(X ;µ) је Хилеров росор. Скаларни роизво

је а са

〈x , y 〉=
∫

X

x (t )y (t )dµ(t ).

?? Доисаи ознае свуа усе скуове ??

1Frigyes Riesz (1880-1956) – мађарски маемаичар, Ernst Sigismund Fischer (1875-1954) –
аусријски маемаичар
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1.8. Просор l p . Ску

l p =
n

x = (ξn)n≥1

�

�

�

+∞
∑

j=1

|ξ j |p <+∞
o

,

са нормом

||x ||p =

 

+∞
∑

j=1

|ξ j |p
!1/p

,

је акође Банахов росор. Реч је о сецијалном случају росора L p (X ;µ), е
је X =N, а µ= ν, зв. ројачка мера, оносно ν(E ) =C a r d (E ) за E ⊆N.

У случају p =2, росор l 2 је Хилеров. Скаларни роизво је а са

〈x , y 〉=
+∞
∑

k=1

ξkηk .

1.9. Просор C [a , b ]. Ску свих нерекиних функција на сеемену [a , b ]

C [a , b ] = {x : [a , b ]→C | x (t ) нерекина}

са нормом
||x ||= max

a≤t≤b
|x (t )|

је Банахов росор. Доказ комленоси ово росора саржај је курса Анали-
зе 2.

1.10. Просор L∞(X ;µ). Нека је (X ,M,µ) росор са мером. Просор есен-
цијално ораничених функција L∞(X ;µ) увоимо са

L∞(X ;µ) = {x : X →C | x мерљива и есенцијално ораничена},

е се есенцијално ораничена фукција ефинише као она функција x за коју
осоји консана M > 0 аква а нејенакос |x (t )| ≤M важи µ-скоро свуа, ј.
акву а је

µ{t ∈ X | |x (t )|>M }=0. (20)

За норму функције x желимо а узмемо есенцијални суремум функције |x |,

||x ||∞= sup ess
t ∈X

|x (t )| :=min{M > 0 | важи (20)}.

Тако увеена функција, међуим, не може ии норма, јер се лако консру-
ише римерфукције x /=0 за коју је ||x ||∞=0. Рецимо, ако је X = (−1,1), а µ=m
Лееовамера, аа јефункција x аа са x (0)= 1, и x (t ) = 0, иначе неривијална
функција, али је sup ess |x (t )|=0, јер јеночлан ску {0} има Лееову меру нула.

Соа осуамо као и у случају са L p росорима. Увоимо релацију ∼
омоћу x ∼ y ако је µ{t | x (t ) /= y (t )} = 0. Није ешко роверии а је ∼ јена
релација еквиваленције, као и а резула алеарских оерација не зависи о
изора ресавника класе, а је количнички росор

L∞(X ;µ) =L∞(X ;µ)/∼

корекно ефинисан.
Докажимо а је (L∞(X ;µ); || · ||∞) Банахов росор. Прво и руо својсво

норме су очилени, као и имликација x ∈ L∞, λ ∈C⇒λx ∈ L∞. Нека су x , y ∈
L∞. Таа нејенакоси |x (t )| ≤ ||x ||∞ и |y (t )| ≤ ||y ||∞ важе скоро свуа, ј. ску A
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е не важи рва и ску B е не важи руа имају µ-меру јенаку нули. Таа је и
µ(A∪B ) = 0, а ван скуа A∪B имамо |x (t )+ y (t )| ≤ |x (t )|+ |y (t )| ≤ ||x ||∞+ ||y ||∞,
а је ||x ||∞+ ||y ||∞ јено есенцијално орње ораничење функције |x + y |. Оуа
x + y ∈ L∞ и ||x + y ||∞ ≤ ||x ||∞+ ||y ||∞.

Докажимо и комленос. Нека је xn ∈ L∞ Кошијев низ, ј. нека за све ε > 0
важи

sup ess
t ∈X

|xn(t )− xm(t )|= ||xn − xm ||< ε

за овољно велике m и n . Дакле, нејенакос

|xn(t )− xm(t )| ≤ sup ess
t ∈X

|xn(t )− xm(t )|< ε (21)

важи ван неко скуа Aε,m ,n мере нула. Узмимо а ε ролази ску 1/N, ј. а је
ε = 1/k , k = 1,2, . . . . Укуно скуова A1/k ,m ,n има реројиво мноо, а како је
реројива унија скуова мере нула акође мере нула, о за ε = 1/k важе све
нејенакоси (21) ван скуа A =

⋃

A1/k ,m ,n који је мере нула. То значи а је за
t ∈ X \ A низ xn(t ) Кошијев низ комлексних ројева (јер за све ε > 0 осоји
k ∈ N са својсвом 1/k < ε). Соа низ xn(t ) конверира скоро свуа, ачка о
ачка. Означимо x (t ) = lim xn(t ). По ореи оефинишемо функцију x на
скуу A ило како. Неино је како, јер је µ(A) = 0 а елемени росора L∞

су класе функција међусоно јенаких скоро свуа. Каа се у нејенакос (21)
уси лимес ка m→∞, а заим узме есенцијални суремум, оијамо

sup ess
t ∈X

|xn(t )− x (t )| ≤ ε,

за овољно велико n , оносно а ||xn − x ||∞→ 0.

1.11. Просор l∞. Каа је X = N, а µ ројачка мера оијамо сецијалан
случај росора L∞(X ,µ), росор свих ораничених низова l∞. Како у оносу
на ројачку меру нема руих скуова мере нула осим разно, о се есенцијални
суремум свои на оичан суремум, а је

l∞= {x = (ξn)n≥1 | sup
n≥1
|ξn |<+∞}

са нормом
||x ||∞= sup

n≥1
|ξn |. (22)

1.12. Просор c . Просор свих конверенних низова c ефинишемо са

c = {x = (ξn)n≥1 | ∃ lim
n→+∞

ξn},

а норму увоимо, као и у случају росора l∞ са (22). Та норма је корекно
ефинисана, јер је сваки конверенан низ ораничен.

Примећујемо а је c ⊆ l∞, е је за комленос росора c овољно оказаи
а је он заворен оску скуа l∞. (Заиса, сваки заворен оску A ком-
лено меричко росора M је комлеан. Наиме, ако је xn ∈ A Кошијев низ
у A он је ујено и Кошијев у M , а осоји x = lim xn ∈M . Међуим, ако је A
заворен она x ∈ A.)

Докажимо а је c заворен. Нека c 3 xn → x ∈ l∞. Ове је реч о низу чији се
елемени ачке росора c , акле о низу низова. Увеимо овакве ознаке:

xn = (ξn ,1,ξn ,2, . . .) x = (ξ∞,1,ξ∞,2, . . .).
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Сваки о низова xn је конверенан. Означимо лмес n-о о реу низа са ηn , ј.
ηn = lim

ν→+∞
ξn ,ν. Твримо а је низ ηn Кошијев низ комлексних ројева. Заиса,

како је xn конверенан низ, о је ||xm −xn ||< ε за овољно велике m и n , оносно
за све ν≥ 1 имамо

|ξm ,ν−ξn ,ν| ≤ sup
ν≥1
|ξm ,ν−ξn ,ν|< ε.

Послењу нејенакос „наанемо“ лимесом ка ν→+∞ и оијамо |ηm −ηn | ≤
ε. Дакле, ηn је заса Кошијев, а је конверенан у C.

Конверенција xn → x у свари значиа ||xn−x || → 0, ј. supν≥1 |ξn ,ν−x∞,ν| → 0.
Међуим, рема озаном Кошијевом саву, о значи а је limn→+∞ξn ,ν = ξ∞,ν

равномерно о ν ≥ 1. Оуа је моућа размена меса ва лимеса (еорема о
комуаивноси лимеса), оносно

lim
ν→+∞

ξ∞,ν= lim
ν→+∞

lim
n→+∞

ξn ,ν=

= lim
n→+∞

lim
ν→+∞

ξn ,ν= lim
n→+∞

ηn
(23)

Како лимес на есној срани осоји, осоји и онај на левој, ј. низ x је конвер-
енан, ј. x ∈ c .

1.13. Просор c0. Просор c0 нула низова а је са

c0 = {x = (ξn)n≥1 | lim
n→+∞

ξn =0}.

И ове норму увоимо са (22). Очилено је c0 ⊆ c , а је за комленос овољно
оказаи заворенос скуа c0. То је јеносавно, јер ако xn ∈ c0 она је за све n ,
ηn =0, а је зо (23) и

lim
ν→+∞

ξ∞,ν= lim
n→+∞

ηn =0.

1.14. ПросорN BV [a , b ]. Просорнормализованих функција ораничене вар-
ијације на семену [a , b ] ефинишемо са

N BV [a , b ] = {x : [a , b ]→C | x (a ) = 0, x (t−) = x (t ), V b
a x <+∞},

а норму ефинишемо са

||x ||=V b
a x = sup

P :a=t0<t1<···<tn=b

n
∑

k=1

|x (tk )− x (tk−1)|.

Из саме ефиниције варијације јеносавно слеи а је ||λx || = V b
a λx =

|λ|V b
a x = |λ| ||x ||, као и ||x + y || = V b

a (x + y ) ≤ V b
a x + V b

a y = ||x ||+ ||y ||, а су
руо и реће ефиниционо својсво норме заовољени. Шо се иче рво,
омах се вии а је ||x || ≥ 0, као и а је ||0||= 0. Ако је ||x ||= 0, она је за сваки
изор ачака tk ∈ [a , b ],

∑n
k=1 |x (tk )− x (tk−1)|=0, а је функција x консанна, а

како мора ии x (a ) = 0, о је x (t )≡ 0.
Докажимо саа комленос. Нека је xn ∈N BV [a , b ] Кошијев низ, ј. нека за

све ε > 0 важи

||xm − xn ||=V b
a (xm − xn)< ε,

ка о су m и n овољно велики. Као и у свм рехоним оказима, оказаћемо
а низ xn конверира ачка о ачка. Заиса, за фиксирано t ∈ [a , b ], ројка
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a < t < b чини јену оелу семена [a , b ], а је зо нормализационо услова
xm(a ) = xn(a ) = 0

|xm(t )− xn(t )|= |(xm(t )− xn(t ))− (xm(a )− xn(a ))| ≤
≤ |(xm(t )− xn(t ))− (xm(a )− xn(a ))|+

+ |(xm(b )− xn(b ))− (xm(t )− xn(t ))| ≤

≤V b
a (xm − xn)< ε,

(24)

за m , n овољно велике, е је соа xn(t ) Кошијев низ комлексних ројева и
рема оме конверенан. Означимо x (t ) = lim

n→+∞
xn(t ).

Овиме смо оили само конверенцију ачка о ачка, а реа оказаи
конверенцију у норми росора. Да исмо о извели, уочимо фиксирано ε > 0.
Таа за роизвољну оелу P : a = t0 < t1 < · · ·< tn = b имамо

n
∑

k=1

|(xm(tk )− xn(tk ))− (xm(tk−1)− xn(tk−1))| ≤V b
a (xm − xn)< ε

за овољно велико m , n ≥ n0, ри чему изор n0 не зависи о оеле већ само
о ε > 0. Соа рехону нејенакос можемо а наанемо лимесом, ка m →
+∞. И аа оијамо

n
∑

k=1

|(xn(tk )− x (t ))− (xn(tk−1)− x (tk−1))| ≤ ε, (25)

а заим узмемо суремум о свим оелама. Тако оијамо ||xn − x || ≤ ε за
овољно велико n .

Треа још оказаи а је x ∈ N BV [a , b ]. Да је x (0) = 0 овољно је само а
консаујемо. Из (25) налазимо а је xn − x ораничене варијације, чак и а је
V b

a (xn − x ) ≤ ε, а оале слеи и а је x = (x − xn)+ xn ораничене варијације.
Најза а исмо се уверили а је x нерекина с лева, на основу нејенакоси
(24) закључујемо а је конверенција низа xn(t ) равномерна о t ∈ [a , b ] и аа
(зо еореме о комуаивноси лимеса)

lim
t→t0−

x (t ) = lim
t→t0−

lim
n→+∞

xn(t ) = lim
n→+∞

lim
t→t0−

xn(t ) = lim
n→+∞

xn(t0) = x (t0).

?? Указаи на зааак 1.14. ??

1.15. ПросорM (X ;M). Нека јеM некаσ-алера на скуом X . Просор
M (X ;M) свих комлексних мера ефинишемо са

M = {λ :M→C |λ комлексна мера},

а норму на њему са

||λ||= |λ|(X ), (26)

е је |λ| ознака за оалну варијацију мере λ.
Пре нео шо окажемо а је реч о Банаховом росору, осеимо се

ефиниције оалне варијације:

|λ|(E ) = sup
E=

⊔+∞
k=1 Ek

+∞
∑

k=1

|λ(Ek )|
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Такође, осеимо се и а је оална варијација |λ| комлексне мере λ најмања
о свих озиивних мера µ које имају својсво а је за сваки мерљив ску E ∈M
исуњено |λ(E )| ≤µ(E ). Дакле, |λ(E )| ≤ |λ|(E ) и још је |λ| најмања аква.

Очилено је ||λ||= |λ|(X )≥ 0, и ||0||=0. Ако је ||λ||=0, она за сваки мерљив
ску E важи |λ(E )| ≤ |λ|(E )≤ |λ|(X ) = 0, а је λ=0.

За илокоји скаларα ∈Cимамо |αλ|= |α| |λ|, а је ||αλ||= |αλ|(X ) = |α| |λ|(X ) =
|α| ||λ||. Најза, ако су λ и µ ве комлексне мере, она је за сваки мерљив ску
E исуњено |(λ+ µ)(E )| ≤ |λ(E )|+ |µ(E )| ≤ |λ|(E ) + |µ|(E ), оносно |λ|+ |µ| је
јена озиивна мера која оминиара комлексном мером λ+µ. Оуа је на
основу својсва минималноси |λ+µ| ≤ |λ|+ |µ|, а је и ||λ+µ|| = |λ+µ|(X ) ≤
|λ|(X )+ |µ|(X ) = ||λ||+ ||µ||. Тако је оказано а функција (26) исуњава својсва
норме.

Докажимо саа комленос. Нека је λn Кошијев низ мера, ј. нека за све
ε > 0 важи |λm −λn |(X )< ε за m , n ≥ n0. Таа за сваки ску E ∈M имамо

|λm(E )−λn(E )| ≤ |λm −λn |(E )≤ |λm −λn |(X )< ε. (27)

Према оме, низ λn(E ) је Кошијев низ комлексних ројева, и соа конверен-
ан. Означимо њеов лимес са λ(E ). Тако смо оили моућу раничну вренос
низа λn . Примеимо још а ушајући лимес ка m →+∞ у нејенакоси (27)
закључујемо а λn(E )→λ(E ) равномерно о скуу E ∈M.

Доказујемо а је λ мера. Прво λ(;) = 0, јер λ(;) = limn→+∞λn(;) = lim0.
Даље, јеносавно оказујемо а је λ коначно аиивна. Наиме, ако је E =
⊔k

j=1 E j она за све n имамо λn(E ) =
∑k

j=1λn(E j ), а каа рођемо лимесом,

оијамо λ(E ) =
∑k

j=1λ(Ek ).
Да исмо оказали реројиву аиивнос, овољно је оказаи а за сваку

моноону фамилију F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fk ⊆ . . . , F =
⋃+∞

k=1 Fk важи

lim
k→+∞

λ(Fk ) =λ(F ). (28)

Заиса, ако о окажемо, она је у случају E =
⊔+∞

j=1 Ek фамилија Fk =
⊔k

j=1 E j

моноона, и
⋃+∞

k=1 Fk = E , а је

λ(E ) = lim
k→+∞

λ(Fk ) = lim
k→+∞

k
∑

j=1

λ(E j ) =
+∞
∑

j=1

λ(E j ).

Иси рачун оказује не само а (28) овлачи σ-аиивнос, већ и орано, ј.
(28) је (за коначно аиивне мере) еквиваленно σ-аиивноси.

Дакле, окажимо (28). Како смо већ консаовали λn(E )→λ(E ) равномерно
о скуу E , а име и λn(Fk )→ λ(Fk ) равномерно о k ≥ 1. Тако је на основу
еореме о комуаивноси лимеса

lim
k→+∞

λ(Fk ) = lim
k→+∞

lim
n→+∞

λn(Fk ) = lim
n→+∞

lim
k→+∞

λn(Fk ) = lim
n→+∞

λn(E ) =λ(E ).

Осаје још а окажемо а λn → λ у норми росора, а не само „ску о
ску“. Из (27) за сваку арицију скуа X =

⊔+∞
k=1 Ek имамо

k
∑

j=1

|λm(E j )−λn(E j )| ≤ |λm −λn |(X )< ε,
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шо осле узимања лимеса ка m→+∞ и суремума о свим k ≥ 1 осаје
+∞
∑

j=1

|λ(E j )−λn(E j )| ≤ ε.

Саа узмемо суремум о свим арицијама и оијамо ||λ−λn ||= |λ−λn |(X )≤ ε
за овољно велико n , а λn →λ у норми росораM .

Примеа 1: Познао је, из еорије мере, а осоји ијекција између свих
нормализованихфункција ораничене варијације и свих комлекснихБорелових
мера на [a , b ], При оме функцији g ∈ N BV [a , b ] оовара Лее-Силјесова
мера λg , и још је њена оална варијација јенака |λg | = λV g , е је V g (t ) =
V t

a g . Оуа је |λg |([a , b ]) = λV g [a , b ] = V g (b )−V g (a ) = V b
a g . Соа је росор

N BV [a , b ] сецијалан случај росораM (X ), е је X = [a , b ], аM=B Борелова
σ-алера.

Примеа 2: У више рехоних римера, јавља се зв. sup-норма, ило а је
реч о суремуму или о макскимуму. Зо ознао сава

lim
α→α0

sup
t ∈T
| fα(t )− f (t )|=0⇔ fα(t )⇒ f (t ), равномерно о t ∈ T ,

sup-норма увек оезеђује равномерну конверенцију.

Вежања

1.1. Доказаи а су функције 1, t , t 2, . . . , t n линеарно независне, а оале извеси а су росори
C [a , b ], L p (a , b ), 1≤ p ≤+∞, N BV [a , b ] есконачно имензионални.

1.2. Доказаи Кларксонове нејенакоси: За x , y ∈ L p (X ;µ) важи

||x + y ||pp + ||x − y ||pp ≥ 2p−1(||x ||pp + ||y ||pp ), 1< p ≤ 2,

оносно
||x + y ||pp + ||x − y ||pp ≤ 2p−1(||x ||pp + ||y ||pp ), p ≥ 2.

1.3. Доказаи а је ску

{x : [1,+∞)→C | x нерекина, x (t ) = O(t α)},

Банахов росор, ако се норма увее са

||x ||= sup
t≥1

t −α|x (t )|.

1.4. Доказаи а у сваком униарном росору важи

〈x , y 〉=
1

2π

∫ 2π

0

||x + e iθ y ||2e iθ dθ

1.5. Нека је en ∈ l 1 низ векора, en = (0,0, . . . ,0,1,0, . . .). (У векору en на n-ом месу се налази
јеиница, а на осалом нуле.) Доказаи а низ en нема ни јеан Кошијев ониз.

1.6. Показаи римером а у росорима C [a , b ], L p (a , b ), p /= 2 не важи релација аралелорама,
а оале извеси закључак а се у им росорима не може ефинисаи скаларни роизво саласан
са аом нормом.

1.7. а) Нека је xn ∈ l p и нека xn → x у норми росора l p . Ако је xn = (ξn ,1,ξn ,2, . . .) и x =

(ξ∞,1,ξ∞,2, . . .) оказаи а за свако ν важи lim
n→+∞

ξn ,ν = ξ∞,ν;

) Да ли важи ора? Размории ример низа xn = (1/n1/p ,1/n1/p , . . . ,1/n1/p ,0,0, . . .), е нуле
очињу о n-о меса.



Вежања 13

1.8. Да ли низови функција xn (t ) = t n − t n+1, yn (t ) = n t n (1− t ) конверирају у росору C [0,1]? А
у росору L p (0,1)?

1.9. Нека је D ⊆ C [0,1] ску свих иференцијаилних функција. Да ли је D векорски оросор
росора C [0,1]? Да ли је D заворен оску росора C [0,1]?

1.10. Доказаи а је ску A = {x ∈ X | ∀t |x (t )|< 1} оворен у Банаховом росору X = C [0,1]. Да ли
је ску A оворен ако је X = L1(0,1)?

1.11. (Берманови росори) Нека је D = {z ∈ C | |z | < 1} оворен јеинични иск у комлексној
равни, и нека је L2(D , dm/π) Банахов росор са нормом

||x ||=
�

1

π

∫

D

|x (ξ+ iη)|2 dξdη

�1/2

,

е је зараво dm/π оична воимензиона Лееова мера, само нормирана ако а мера цело иска
уе 1.

а) Наисаи како ласи скаларни роизво у овом росору. Ако су функције xk (z ) = z k ,
k = 0,1, . . . израчунаи 〈xk , xn 〉;

) Да ли је ску B2 који се сасоји о свих функција x ∈ L2 које су ри оме и холоморфне
заворен?

1.12. (Харијеви росори) Нека је За функцију f холоморфну у јеиничном иску D увеимо

срењу вренос на круу олуречника r са M ( f ; r ;p) =

�

1
2π

2π
∫

0

| f (r e iθ )|p dθ

�1/p

(реа p > 1).

а) Доказаи а је ресликавање r 7→M ( f ; r ;p) расуће.
) Доказаи а је H p = { f : D → C | f -аналиичка, sup

0≤r<1
M ( f ; r ;p) < +∞} векорски росор,

као и а је sup
0≤r<1

M ( f ; r ;p) јена норма на њему. Да ли је ај росор комлеан?

в) Доказаи а је H 2 Хилеров росор и ореии скаларни роизво.
) Израчунаи скаларне роизвое 〈xk , xn 〉 е су функције xk и xn исе као у рехоном

вежању.

1.13. Доказаи а је нормиран векорски росор X комлеан ако и само ако је сваки асолуно

конверенан ре ујено и конверенан, ј. а из
+∞
∑

k=1

||xk || <+∞ слеи а је низ елимичних сума

n
∑

k=1

xk конверенан низ у X .

?? Можа реации у основни екс ??

1.14. Дао је ресликавање A : L1(0,1)→ N BV [0,1] са (Ax )(t ) =
∫ t
0

x (τ)dτ. Доказаи а је A лин-
еарно и изомерично, ј. а је ||Ax ||N BV = ||x ||L1 .
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Поросори

2.1. Дефиниција. Нека је X Банахов росор. Њеов оску L је Банахов
оросор ако је Банахов росор осмаран сам за сее.

То значи а је L векорски росор, али и а је заворен, јер у роивномне и
ио комлеан. Осоине норме се не морају ровераваи јер су све универзално
кванификоване, а ако важе на ширем скуу X , важе и на ужем L .

Чињеницу а је L Банахов оросор о X оележавамо са L ≤ X . Такође,
изосављаћемо реч Банахов, оносно каа кажемо само оросор мислимо
на Банахов оросор. Тек ако оросор није комлеан о ћемо осено
налашаваи.

Слично, ако је X Хилеров росор, њеов оску L називамо Хилеров
оросор ако је он Хилеров росор осмаран сам за сее.

Из исих разлоа као и ко Банахових росора, L је Хилеров оросор,
ако је заворен векорски оросор. И ову чињеницу оележавамо са L ≤ X .

2.2. Количнички росор. Нека је X Банахов росор, и L ≤ X . Колич-
нички росор увоимо са X /L = X / ∼, е је ∼ релација еквиваленције зааа
са x ∼ y ако и само ако је x − y ∈ L . Познао је (из линеарне алере) а је ску
X /L јеан векорски росор, са рироно ефинисаним саирањем и множе-
њем скаларом. Зараво, класа елемена x сасоји из свих векора олика x + z ,
z ∈ L , е се соа означава са x + L , ј. важи

X /L = {x + L | x ∈ X }, (x + L)+(y + L) = (x + y )+ L , λ(x + L) =λx + L .

Неурал за саирање чини векор 0 + L , оносно x + L за ило које x ∈ L , а
суроан елемен елемну x + L је елемен −x + L .

Показаћемо а се X /L на рироан начин може снаеи нормом. Наиме,
ефинишемо

||x + L ||= inf
z∈L
||x − z ||. (1)
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Како зајено са векором z , оросор L саржи и векор −z , и орано, о
важи и

||x + L ||= inf
z∈L
||x + z ||.

Доказаћемо а је X /L Банахов росор. Прво реа оказаи а је функција
увеена са (1) заиса норма. Јасно ||x +L || ≥ 0, као и ||x +L ||=0 акко осоји низ
zn ∈ L акав а ||x + zn || → 0. Послење, међуим, значи а је x = lim

n→+∞
(−zn), а

како је L заворен и −zn ∈ L о је и x ∈ L , ј. x +L =0 (нули векор у количнику).
Да скалар излази са моулом слеи из

||λx + L ||= inf
z∈L
||λx + z ||= inf

z∈L
||λ(x +(1/λ)z )||= inf

z ′∈L
|λ| ||x + z ′||,

јер зајено са z и z ′= (1/λ)z риаа L (у иању је оросор).
Најза нејенакос роула оијамо на слеећи начин. За ае x + L и

y +L ∈ X /L и све ε > 0 осоје z , z ′ ∈ L акви а је ||x +L ||> ||x +z ||−ε/2, оносно
||y + L ||> ||y + z || − ε/2. Но, аа је

||x + y + L ||= inf
z∈L
||x + y + z || ≤ ||x + y + z + z ′|| ≤

≤ ||x + z ||+ ||y + z ′||< ||x + L ||+ ||y + L ||+ ε,

а ражено слеи јер ε може ии роизвољно.
Докажимо на крају, а је X /L комлеан. Послужићемо се каракеризацијом

комленоси оисаном у вежању 1.13. Наиме, нормиран росор је комлеан
ако и само ако асолуна конверенција реа овлачи оичну. Дакле, нека је
xn + L низ у X /L акав а

∑+∞
n=1 ||xn + L || < +∞. Према ефиницији норме

у количнику, осоје zn ∈ L акви а је ||xn + zn || < ||xn + L ||+ 1/2n . Таа је
∑+∞

n=1 ||xn + zn ||<+∞, а како је X комлеан, о ре
∑+∞

n=1(xn + zn) конверира
у X . Означимо њеову суму са x . Таа је










n
∑

j=1

(x j + L)− (x + L)







=









n
∑

j=1

(x j + z j + L)− (x + L)







=

=









n
∑

j=1

(x j + z j )− x + L







≤









n
∑

j=1

(x j + z j )− x







→ 0,

ка n→+∞. Тако је
∑+∞

n=1(xn + L) = x + L , чиме је оказ завршен.

2.3. Количнички росор Хилерово росора. Сваки Хилеров ро-
сорH је ујено иБанахов. Према оме, ако је L ≤H њеовХилеров оросор
она, рема рехоном, количнички росор H /L јесе јеан Банахов росор.
Да ли је H /L Хилеров росор? У овом ренуку је нејасно како на количнику
увеси скаларни роизво.

Орооналнос

2.4. Дефиниција. Нека је (H , 〈·, ·〉) Хилеров росор. Кажемо а су век-
ори x , y ∈ H ороонални, ако је 〈x , y 〉 = 0. То оележавамо са x ⊥ y . Зо
својсва (iii) скаларно роизвоа, нема сумње, реч је о симеричној релацији.
Примеимо а је 0⊥ x за ило које x ∈H .
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Ако је x ⊥ y она је
||x + y ||2 = ||x ||2+ ||y ||2.

То је Пиаорино својсво. Оно се јеносавно извои, из релације ||x + y ||2 =
||x ||2+2Re〈x , y 〉+ ||y ||2.

Нека је S ⊆ H ило какав оску Хилерово росора H (не мора ии
ни векорски оросор, ни заворен). Ороонални комлемен или ороо-
налну оуну скуа S , у ознаци S⊥ ефинишемо као ску оних векора који су
ороонални на све векоре из S , ј.

S⊥= {x ∈H | ∀y ∈ S , x ⊥ y }. (2)

Без озира какво је S , ску S⊥ је увек Хилеров оросор. Да је S⊥ век-
орски оросор слеи из линеарноси скаларно роизвоа. Наиме, ако x1,
x2 ∈ S⊥ и λ1, λ2 ∈K аа је за све y ∈ S исуњено 〈x1, y 〉= 〈x2, y 〉=0, а је и

〈λ1x1+λ2x2, y 〉=λ1〈x1, y 〉+λ2〈x2, y 〉=0.

Да исмо оказали а је S⊥ заворен, најре увримо а је скаларни роизво
нерекиан, ј. а из xn → x и yn → y слеи 〈xn , yn 〉 → 〈x , y 〉. Заиса, аа и
||xn || → ||x || и ||yn || → ||y || а су ||xn ||, ||yn || ораничени низови и оуа

|〈xn , yn 〉− 〈x , y 〉|= |〈xn − x , yn 〉+ 〈x , yn − y 〉| ≤ ||xn − x || ||yn ||+ ||x || ||yn − y || → 0.

Саа јеносавно уврђујемо а је S⊥ заворен. Заиса, ако xn ∈ S⊥ и xn → x , аа
за све y ∈ S важи 〈xn , y 〉=0 и оуа

〈x , y 〉= lim
n→+∞

〈xn , y 〉=0.

Ако је S = {x } јеночлан ску, аа краће ишемо x⊥ умесо {x }⊥.
Јеносавно се роверава а је 0⊥ = H (јер је за свако x ∈H , 0 ⊥ x ), као и а

је H ⊥= {0}, јер ако x ∈H ⊥ аа је x ⊥ x , о јес 〈x , x 〉=0, а о је моуће само ако
је x =0.

За ило који ску S , ресек S ∩S⊥ може а саржи само нула векор. Заиса,
ако x ∈ S ∩S⊥, она између осало важи и x ⊥ x оакле је x =0.

2.5. Сав. Нека је S конвексан оску Хилерово росора H . Таа у
S осоји елемен минималне норме.

Као ослеица, ако је S ⊆ H , и x /∈ S , она осоји y ∈ S акво а је
||x − y ||=minz∈S ||x − z ||. Друим речима, у S осоји елемен на коме се
осиже минимално расојање.

Примеа: Да се осеимо, ску S је конвексан ако из x , y ∈ S и 0 ≤ θ ≤ 1
слеује θ x +(1−θ )y ∈ S .

Доказ. Нека је d = inf{||x || | x ∈ S}. Таа осоји низ xn ∈ S , акав а ||xn || ↘ d .
Желимо а окажемо а је xn Кошијев низ. Како је H Хилеров росор, у

њему важи релација аралелорама, а имамо
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Међуим, S је конвексан, а и (xn + xm)/2 ∈ S , оакле је ||(xn + xm)/2|| ≥ d . Тако
имамо
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2
(||xn ||2+ ||xm ||2)−d 2.
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Како ||xn || ↘ d , о ће за роизвољно ε > 0 и овољно велике m , n ии ||xn ||2,
||xm ||2 < d 2+ ε и оуа










xn − xm

2










2

≤
1

2
(d 2+ ε+d 2+ ε)−d 2 = ε,

оносно низ xn је Кошијев. Соа осоји у H њеов лимес x = lim
n→+∞

xn . Како је

S заворен, о x ∈ S .
Зо нерекиноси норме, имамо ||x ||= lim

n→+∞
||xn ||= d . Дакле, у S осоји

елемен минималне норме.
Да исмо извели руи ео врње, уочимо ску S ′ = S − x = {y − x | y ∈ S},

рансла скуа S . И S ′ је конвексан ка о је акав S . Соа, рема рехоном,
у S ′ осоји елемен y0− x , (е y0 ∈ S) мининалне норме, ј. ||y0− x || ≤ ||y − x || за
све y ∈ S . �

Примеа: Иако је рехони сав исказан ез екслицино омињања ска-
ларно роизвоа, оказ важи само за Хилерове росоре, јер смо се озивали
на релацију аралелорама. И не само а се оказ заснива на својсву сецифич-
ном за Хилерове росоре, нео се Сав не може оказаи за Банахове росоре
– осоје конраримери – виеи вежања 2.2, 2.3.

2.6. Теорема о ороројекцији. Нека је H Хилеров росор и L ≤H .
Таа за свако x ∈H осоје јенозначно оређени векори y и z акви а
важи y ∈ L , z ⊥ L и x = y + z .

Векор y се назива ороонална ројекција или краће ороројекција
векора x , а z ороонална оуна.

!!!СЛИКА!!!

Доказ. Докажимо рво лакши ео, јеинсвенос. Нека је x = y +z = y ′+z ′,
y , y ′ ∈ L , z , z ′ ⊥ L . Таа је L 3 y − y ′= z ′− z ⊥ L , ј. y − y ′= z ′− z ∈ L ∩ L⊥. Оуа
је y − y ′= z ′− z =0, ј. y = y ′, z = z ′.

Докажимо саа езисенцију. Ако x ∈ L , она узмемо y = x и z = 0. У
суроном, на L и x рименимо рехони сав, јер је сваки векорски орос-
ор конвексан ску. Тако осоји y ∈ L са својсвом

||x − y || ≤ ||x − y ′|| (3)

за ило које руо y ′ ∈ L . Савимо z = x − y (а ша и руо?), и окажимо z ⊥ L .
Како је x − y ′ = x − y + y − y ′ = z + y − y ′ и како u = y − y ′ ∈ L ка о y ′ ∈ L , о
се релација (3) може заисаи и као

||z || ≤ ||z +u ||,

за све u ∈ L . То је аље еквиваленно са

||z ||2 ≤ ||z ||2+2Re〈z , u〉+ ||u ||2. (4)
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Како је L векорски оросор, о зајено са u и λe iθu риаа L . Бирамо λ> 0,
и θ ∈ [0,2π) акво а је e −iθ 〈z , u〉=−|〈z , u〉|. Каа у (4) уврсимо λe iθu умесо u
оијамо

λ|〈z , u〉| ≤λ2||u ||2.

Саа скраимо јено λ и усимо lim
λ→0

оијамо |〈z , u〉| ≤ 0. Зао је z ⊥ u , оносно

z ∈ L⊥, јер је u ∈ L ило роизвољно. �

Ураво оказана еорема ври а је H = L + L⊥, ри чему је у иању
ирекан зи векорских оросора. С озиром а су саирци у ом зиру
ороонални, акав зир називаћемо ороонални зир, а означаваћемо а са
H = L ⊕ L⊥.

2.7. Сав. Нека је S ⊆H ило који оску Хилеово росора H . Таа

је S⊥⊥ =L i n(S), е је L i n ознака за линеарни омоач скуа S , оносно
за ску свих коначних линеарних коминација векора из S .

Као ослеица, ако је L ≤H , она је L⊥⊥= L .

Доказ. Јеносавно уврђујемо а је S ⊆ S⊥⊥. Заиса, ако x ∈ S , аа је
о ефиницији x ⊥ y за све y ∈ S⊥, а x ∈ S⊥⊥. Како смо већ уврили а
је ороонални комлемен увек заворен линеаран оросор, о значи а је
L i nS ⊆ S⊥⊥.

Докажимо орану инклузију. Преосавимо а x ∈ S⊥⊥. Према еореми о
ороројекцији, x = y + z , ри чему y ∈L i nS , z ⊥L i nS . Јасно, аа и z ⊥ S , ј.
z ∈ S⊥, и оуа x ⊥ z . Како је и y ⊥ z , о је она и z = x − y ⊥ z , а закључујемо
а је z =0. Тако x = y ∈L i nS . �

2.8. Сав. Нека је H Хилеров росор и L ≤ H . Таа је H /L ∼= L⊥.
Прецизније, осоји ресликавање Φ :H /L→ L⊥, које је:

(i) ијекција (ј. чини H /L и L⊥ јенаким у скуовном смислу);
(ii) линеарно (ј. чини ае скуове исим у алеарском смислу);
(iii) изомерија, оносно ||Φ(x + L)||= ||x + L || (ј. чини ае скуове ис-

им у меричком смислу).

Доказ. Нека је x ∈ H . Таа је рема Теореми о ороојекцији x = y + z за
јеинсвене y ∈ L , z ∈ L⊥. Дефинишемо

Φ(x + L) = z .

Доказаћемо а је Φ ражено ресликавање. Пре свеа за свако z ⊥ L имамо
z =0+ z , 0 ∈ L , z ⊥ L , и оуа Φ(z + L) = z . Оуа је Φ сурјекивно.

Даље, ако је Φ(x1) = z1, Φ(x2) = z2, она је x1 = y1 + z1, x2 = y2 + z2, y1,
y2 ∈ L , z1, z2 ∈ L⊥. Како су L и L⊥ линеарни ороори, о λ1y1 + λ2y2 ∈ L ,
λ1z1 +λ2z2 ∈ L⊥, а из λ1x1 +λ2x2 = (λ1y1 +λ2y2)+ (λ1z1 +λ2z2) закључујемо
λ1z1+λ2z2 =Φ(λ1x1+λ2x2), оносно Φ је линеарно.

Да исмо оказали а је Φ инјекивно, имајући у виу аје линеарно, овољно
је оказаи а има ривијално језро. Дакле, нека је Φ(x + L) = 0, оале је
x = y +0, ри чему y ∈ L . Таа и x =−y ∈ L , а је x + L =0+ L .
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Докажимо најза а је изомерија. Нека је x = y + z , y ∈ L , z ∈ L⊥, и нека
је y ′ ∈ L роизвољно. Таа је x + y ′ = x − y + y + y ′ = z + (y + y ′), ри чему
y + y ′ ∈ L , оакле је z ⊥ y + y ′. Зао је

||x + y ′||2 = ||z +(y + y ′)||2 = ||z ||2+ ||y + y ′||2 ≥ ||z ||2,

и још се јенакос осиже за y ′=−y . Тако је

||x + L ||= inf
y ′∈L
||x + y ′||= ||z ||= ||Φ(x + L)||.

�

2.9. Послеица. Нека је H Хилеров росор и L ≤H . Норма на колич-
ничком росору H /L заовољава релацију аралелорама. И више, на H /L
осоји скаларни роизво. Тај роизво јенак је ооварајућем скаларном
роизвоу у L⊥.

2.10. Доуњиви (комлеменарни)оросори. Ако јеH Хилеровро-
сор, она за сваки њеов ороор L осоји руи оросор M са својсвом
H = L õM - ирекан зир. Конкрено, о је њеова ороонална оуна L⊥.

Међуим, у Банаховим росорима о не мора а важи. Соа има смисла
слеећа ефиниција.

Нека је X Банахов росор, и L ≤ X . Кажемо а је L оуњив (или комле-
менаран) ако осоји руи оросор M (оразумева се заворен), акав а
је X = L õM .

Коначно имензионални Банахови росори

2.11. Просори Cn и Rn . Позна је ример росора Cn , оносно Rn са
акозванми p -нормама. Наиме, за z = (z1, z2, . . . , zn) ∈Cn имамо

||z ||p = (|z1|p + |z2|p + · · ·+ |zn |p )
1/p , 1≤ p

оносно за p =∞
||z ||∞=max{|z1|, |z2|, . . . , |zn |}.

Међу свим овим нормама, релацију аралелорама заовољава искључиво 2-
норма. Скаларни роизво а је са

〈z , w 〉= z1w 1+ z2w 2+ · · ·+ zn w n .

Посеимо се а за ве норме || · ||1 и || · ||2 на исом векорском росору X
кажемо а су еквиваленне ако осоје консане 0< c ≤ C акве а за све x ∈ X
важи

c ||x ||1 ≤ ||x ||2 ≤C ||x ||1.

Таа е ве норме оређују исе конверенне низове, исе нерекинефункције,
исе оворене (оносно) заворене скуове, и.

Све p -норме су међусоно еквиваленне. То слеи на основу нејенакоси

||z ||∞ ≤ ||z ||p ≤ ||z ||q ≤ ||z ||1 ≤ n ||z ||∞,

за 1≤ q ≤ p <+∞, које су ознае о раније. (А и лако се извое.)



Коначно имензионални Банахови росори 21

Примеа: И а нису ознаи, ови росори се моу увеси као сецијалан
случај L p (X ,µ) росора, каа је X = {1,2, . . . , n}, а мера ројачка.

Познао је и а је у оменуим росорима ску комакан ако и само ако
је ораничен и заворен.

Иако оменуе норме нису и јеине које осоје на росору Cn (оносно
на Rn ), осоје и руе, иак је свака руа норма њима еквиваленна. То ће се
виеи из нарено Сава.

2.12. Сав. Нека је X коначноимензионалан векорски росор. Сваке
ве норме || · ||1, || · ||2 на њему су међусоно еквиваленне.

Доказ. Сваки коначно имензионални росор на ољем скалараK изомор-
фан је са Kn у алеарском смислу. Соа реосавимо а је X = Kn . Даље,
како је релација еквиваленноси норми ранзиивна, овољно је оказаи а је
свака норма еквиваленна са неком о p -норми, рецимо за p =1. Соа нека || · ||1
означава p -норму за p =1, а нека || · ||2 означава роизвољну руу норму. (Ове
осоји оаснос о зауне. || · ||2 не означава p -норму за p =2.)

Нека је e1, e2, . . . , en канонска аза росораKn , ј. e1 = (1,0, . . . ,0) и, и нека
је C =max{||e1||2, ||e2||2, . . . , ||en ||2}. Таа је за z = (z1, z2, . . . , zn)

||z ||2 = ||z1e1+ · · ·+ zn en ||2 ≤ |z1| ||e1||2+ · · ·+ |zn | ||en ||2 ≤C (|z1|+ · · ·+ |zn |) =C ||z ||1.
(5)

Тиме смо оили јену нејенакос. Докажимо и руу.
Друа норма је нерекина у рвој, или рецизније, ресликвање x 7→ ||x ||2

је нерекино у Банаховом росору (X , || · ||1). Заиса, из (5) налазимо
�

� ||x ||2− ||y ||2
�

�≤ ||x − y ||2 ≤C ||x − y ||1,

а ако x → y у Банаховом росору (X , || · ||1), она и ||x ||2 → ||y ||2. Јеинична
сфера S = {x ∈ X | ||x ||1 =1} је заворен и ораничен ску, а је комакан. Функ-
ција ||x ||2 као нерекина, рема Вајершрасовој еореми осиже минимум на
скуу S , ј. осоји консана c аква а за све x , за које је ||x ||1 =1 важи ||x ||2 ≥ c .
Очилено је c ≥ 0. Докажимо а не може ии c = 0. Заиса, у суроном и
осојао векор x ∈ X акав а је ||x ||1 = 1 шо значи x /= 0, али исовремено и
||x ||2 =0 шо значи x =0, а о је конраикција. Дакле, c > 0.

Саа јеносавно извоимо орану нејенакос. Наиме, за ило које X 3 x /=

0, векор
1

||x ||1
x има 1-норму јенаку 1, е за њеа важи













1

||x ||1
x













2

≥ c ,

оносно
||x ||2 ≥ c ||x ||1,

каа скалар 1/||x ||1 извучемоисренорме, а заим ареацимона есну срану.
�

2.13. Послеица.

(а) Сваки коначно имензионалан нормиран векорски росор је ком-
леан.
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() Сваки коначноимензионалан векорски оросор Банахово ро-
сора је заворен.

Доказ. (а) Познао је а је Kn комлеан у оносу на ило коју о p -норми.
Како је роизвољна норма еквиваленна са неком о њих, о је он комлеан и у
оносу на ило коју руу норму.

() Нека је X Банахов росор и L њеов линеаран оросор коначне и-
мензије. L је комлеан осмаран сам за сее као нормиран росор. Соа
мора ии заворен. �

2.14. Лема (о скоро орооналном векору). У Банаховим росорима
није моуће увеси ојам орооналноси на начин како је о учињено у Хилер-
овимросорима. Иак ојаморооналне оуне семоже унеким сиуацијама
замении нареном врњом.

Нека је X Банахов росор и L ≤ X (и још L /= X ). Таа за свако δ > 0
осоји x ∈ X акво а је ||x ||=1 и d (x , L)> 1−δ.

Примеа: Ова врња је ривијална ако је X Хилеров. Таа је, наиме
овољно узеи ило које x ∈ L⊥ норме 1 и иће d (x , L) = ||x ||=1.

Доказ. Нека је y ∈ X \ L ило које, и нека је d = d (y , L) = inf z∈L ||y − z ||. За
ило које ε > 0 осоји z0 ∈ L акво а је

||y − z0||< d + ε. (6)

Савимо

x =
1

||y − z0||
(y − z0).

Очилено је ||x ||=1. За ило које руо z ∈ L имамо

||x − z ||=












y − z0
||y − z0||

− z













=
1

||y − z0||
||y − (z0+ ||y − z0||z )|| ≥

d

||y − z0||
,

јер и z0+ ||y − z0||z ∈ L . А каа узмемо у озир и (6) имамо

||x − z ||>
d

d + ε
.

Саа је овољно оараи ε овољно мало ако а уе d /(d + ε) > 1−δ, шо је
моуће, јер d /(d + ε)→ 1 каа ε→ 0. �

2.15. Сав (каракеризацијаконачноимензионалнихросора). Не-
ка је X Банахов росор. Таа је dimX <+∞ ако и само ако је јеинична
сфера у X комакна.

Примеа: Месо сфере се може осмараи и лоа. Виеће се из оказа.

Доказ. Нека је dimX <+∞. Таа је јеинична сфера S комакна, јер је о
ако у росору са p -нормом, а свака руа норма је еквиваленна некој p -норми.

Нека је X есконачно имензионалан. Формираћемо низ векора xn на
слеећи начин. Нека је x1 ило који јеинични векор. Посмарамо линеаран
оросор L1 =L i n{x1}. Он је заворен, јер јеdimL1 =1, а ремаЛемио скоро
орооналном векору, осоји x2 акво а је ||x2|| = 1 и d (x2, L) > 1/2. (Узели
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смо δ=1/2 у Леми.) Таа је, између осало и d (x1, x2)> 1/2. Посмарамо саа
оросор L2 =L i n{x1, x2} и насављамо инукивно.

Нека су векори x1, x2, . . . , xn већ оређени. Линеаран оросор Ln =
L i n{x1, x2, . . . , xn} је заворен, јер је dimLn ≤ n (у свари је јенака n , али о није
ино). Према Леми о скоро орооналном векору, осоји векор xn+1 акав
а је ||xn+1||=1 и d (xn+1, Ln)> 1/2, а између осало важи и d (xn+1, x j )> 1/2 за
све 1≤ j ≤ n .

Тако смо формирали низ векора xn ∈ S (сви су јеинчни), ако а за n /= m
важи ||xn − xm || > 1/2, оносно свака ва векора из о низа су на расојању
арем 1/2. Такав низ не може а има нијеан Кошијев ониз, е соа нема
конверенан ониз. Друим речима, у S осоји низ који нема конверенан
ониз. Дакле S није комакан. �

Примеа: Осимшо је овиме извеена каракеризација коначно имензион-
алних росора, можемо извеси и још јеан закључак. Наиме, ка о је Бана-
хов росор X есконачне имензије аа не важи каракеризација комакних
скуова „ску је комакан ако и само ако је заворен и ораничен“. Наиме, аа
је јеинчна сфера заворен и ораничен ску који није комакан!

2.16. Конвексне околине нуле ифукционалМинковско. Нека је (X , || · ||)
коначноимензионалан Банахов росор. Оворена јеинична лоа је B (0;1)=
{x ∈ X | ||x ||< 1}. Означаваћемо је аље краће са B . Лоа B има слеећа својсва:

(i) B је оворен ску, јер за x ∈ B (0;1) имамо ||x ||< 1, а је B (x ;δ)⊆ B (0;1)
за δ < 1− ||x ||.

(ii) B је конвексан ску. Наиме, ако x1, x2 ∈ B и θ ∈ [0,1] аа

||θ x1+(1−θ )x2|| ≤ θ ||x1||+(1−θ )||x2||<θ +1−θ =1.

(iii) B је симеричан (или алансиран) ску, шо значи а B зајено са x
саржи и све векоре олика λx , е је |λ| = 1. У случају K = R о се
свои на мликацију x ∈ B овлачи −x ∈ B , а у случају K = C на x ∈ B
овлачи e iθ x ∈ B за θ ∈R.

(iv) B не саржи нијену олураву са очеком у нули, ј. за свако x ,
олурава са очеком у нули (или краће зрак) која саржи x , {t x | t > 0}
није саржана у B . Друкчије, за свако x /=0 осоји t > 0 ако а t x /∈ B .
Заиса, овољно је узеи t > 1/||x ||. Ово својсво ћемо зваи ораниченос
о зрацима, или само ораниченос ако не осоји оаснос о зауне.

Ове чеири осоине у оређеном смислу каракеришу оворену јеиничну
лоу. Наравно, није сваки ораничен, оворен, конвексан и симеричан ску
јенак јеиничној лои – о и ило немоуће, већ за сваки ораничен, оворен
конвексан и симеричан ску који саржи нулу осоји нека руа норма, у
оносу на коју ће ај ску осаи јеинична лоа. Ове се не осавља иање
како ефинишемо ојам оворено скуа, у оносу на коју норму, јер су на
коначно имензионалним росорима све норме еквиваленне, а имамо само
јену фамилију оворених скуова.

Нека је V ораничена, оворена, конвексна и симерична околина нуле у
коначно имензионалном векорском росору X . Дефинишемо функционал
Минковско µV : X →R са

µV (x ) = infΛx , Λx = {t > 0 |
1

t
x ∈V }.
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Примеимо а t ∈ Λx и s > t овлачи s ∈ Λx . Како је V оворен, о значи а је
Λx = (µV (x ),+∞).

Показаћемо а µV заовољава аксиоме норме. Очилено је µV (x ) ≥ 0, као
и µV (0) = 0. Таа је, наиме, Λ0 = (0,+∞). Преосавимо а је µV (x ) = 0 и
x /=0. Таа је Λx = (0,+∞), оносно t x ∈V за све t > 0. То се, међуим, роиви
чевром својсву (ораниченос о зрацима).

Ако је λ> 0 аа је Λλx = (1/λ)Λx . Заиса t ∈Λλx ако и само ако (1/(t /λ))x =
(1/t )λx ∈ V шо је еквиваленно са t /λ ∈ Λx . Тако за λ > 0 имамо µV (λx ) =
λµV (x ). С руе сране, на основу симеричноси скуа V важи Λλx = Λx ако је
|λ| = 1. Тако за |λ| = 1 важи µV (λx ) = µV (x ). Саа резула µV (λx ) = |λ|µV (x )
слеи на основу оларно разлаања комлексно роја λ= |λ|e iθ , оносно λ=
±|λ| ако је оље скалара реално.

Најза, нејенакос роула извоимо омоћу конвексноси скуа V . Пре-
осавимо а је x , y /= 0 (иначе се нејенакос ривијално извои). Нека су t1,
t2 > 0 ројеви акви а је µV (x )≤ t1 <µV (x )+ε/2 и µV (y )≤ t2 <µV (y )+ε/2. Таа
1

t1
x ,

1

t2
y ∈V , а зо конвкесноси и

θ

t1
x +

1−θ
t2

y ∈V . (7)

Бирамо θ = t1/(t1+ t2). Таа се (7) свои на

1

t1+ t2
(x + y ) ∈V , ј. t1+ t2 ∈Λx+y .

Тако је µV (x + y )≤ t1+ t2 <µV (x )+µV (y )+ε, чиме је оказ завршен, јер ε може
ии роизвољно мало.

Најза, оворена јеиничналоа унормиµV оклаа се са скуомV . Заиса,
µV (x )< 1 еквиваленно је са 1 ∈Λx , оносно са x ∈V .

Релаивна комакнос

У оквиру ово оељка, чак и каа су исказиформулисани на нивоу меричких
росора, у оказима умесо d (x , y ) ишемо ||x − y ||.

2.17. Основни ојмови. Посеимо се, ску A у меричком росору је
комакан ако се из свако низа xn ∈ A може извојии ониз који конверира
ка неком x ∈ A. Овоме је еквиваленна и оолошка ефиниција – ску је
комакан ако се из свако њеово оворено окривања може извојии коначно
оокривање.

Кажемо а је A релаивно комакан ако и само ако је њеово заворење
A комакан ску. То је еквивакленно оме а се из свако низа xn ∈ A може
извојии конверенан ониз, само не захевамо а њеова ранична вренос
риаа A.

Сваки релаивно комакан ску A је ораничен, ј. A ⊆ B (0;R ) за неко R > 0.
Заиса, ако A није комакан, моуће је инукивно ефинисаи низ xn ∈ A са
својсвом ||xn+1|| > ||xn ||+1, оакле неосрено слеи ||xm − xn || > 1 за m /= n .
Такав низ нема ни јеан Кошијев ониз, а не може имаи ачку наомилавања.
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Орано, међуим, не важи. Наиме, јеинична лоа B = B (0;1) је ораничен
ску, али није релаивно комакан, јер је њено заворење заворена јеинична
лоа B за коју смо већ оказали а није комакна, осим ако је росор коначно
имензионалан.

Релаивна комакнос еквиваленна је (у случају комленоси росора)
са јачим ојмом који ураво ефинишемо.

Ску A је оално ораничен ако за свако ε > 0 осоји коначан низ ачака
x1, x2, . . . , xn акав а лое B (x j ;ε) окривају A, ј. а важи A ⊆

⋃n
j=1 B (x j ;ε).

Или, каа се расише: за свако y ∈ A осоји j ∈ {1,2, . . . , n} акво а је ||y −
x j || < ε. Ску ачака са ослењим својсвом назива се ε-мрежа, е се оално
ораничени скуови моу слоонијим језиком ефинисаи као они скуови који
имају коначну ε-мрежу за све ε > 0.

Наомена: Не захева се а x1, x2, . . . , xn риаају A.

2.18. Сав (Хаусорф)1. Нека је X комлеан мерички росор. Ску
A ⊆ X је релаивно комакан ако и само ако је оално ораничен.

Доказ. Докажимо рво ораан смер. Нека је A оално ораничен, и нека је
xn ∈ A роизвољан низ. Консрукција њеово конверенно ониза овија
се, уз оређене моификације, као у оказу Болцано Вајершрасово сава.
Узмемо ε=1/2 и нађемо коначну 1-мрежу за ску A. Како коначно мноо кули
олуречника 1 окрива A, о се у ар јеној аквој кули налази есконачно
мноо чланова низа. Њен ценар означимо са y1, а саму кулу са B1 = B (y1;1/2).
Ску B1∩A је оску скуа A а је и он оално ораничен, е соа има коначну
1/6-мрежу. Дакле, осоји кулаолуречника 1/6која саржиесконачномноо
чланова низа xn . Њен ценар означимо са y2, а саму кулу са B2 = B (y2;1/6).

И аље, инукивно. Нека су већ формиране куле B1, . . . , Bk са ценрима у
yj и олуречника 1/ j ( j +1). Важи A ∩ B1 ∩ · · · ∩ Bk ⊆ A, а је и ај ску оално
ораничен и има коначну 1/(n +1)(n +2) мрежу. Соа осоји кула олуреч-
ника 1/(n +1)(n +2) која саржи есконачно мноо чланова низа xn . Означимо
је са Bn+1 = B (yn+1;1/(n +1)(n +2)).

За низ ценара важи

||yn − yn−1||<
2

n(n +1)
=

2

n
−

2

n +1
. (8)

Заиса у суроном и ило Bn∩Bn−1 = ;шо нема смисла. Оале се лако извои
а је низ ценара Кошијев. Наиме, за m > n на основу (8) имамо

||ym − yn || ≤ ||ym − ym−1||+ · · ·+ ||yn+1− yn ||<

<
1

m
−

1

m +1
+ · · ·+

1

n +1
−

1

n +2
=

1

n +1
−

1

m +1
<

1

n +1
< ε,

(9)

за m ≥ n овољно велике. Како је X комлеан, низ yn је конверенан, рецимо
yn → y . Из (9) акође налазимо а је

||y − yn || ≤ 1/(n +1). (10)

Докажимо а је y ачка наомилавања низа xn . Ако је ε > 0 роизвољно,
она осоји рироан рој n са својсвом 1/n < ε, и аа је Bn ⊆ B (y ;ε), јер
ако ||z − yn || < 1/n(n +1) она зо (10) имамо ||z − y || ≤ ||z − yn ||+ ||yn − y || <

1Felix Hausdorff (1868-1942) – немачки маемаичар јеврејско орекла
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1/n(n +1)+1/(n +1) = 1/n . Тако свака ε околина ачке y саржи есконачно
мноо чланова низа xn .

Докажимо саа ирекан смер. Преосавимо суроно, а A није оално
ораничен. Таа за неко фиксирано ε > 0, A нема коначну ε-мрежу. Консру-
исаћемо низ xn ∈ A који нема нијеан Кошијев ониз, на слеећи начин. Еле-
мен x1 ∈ A ирамо роизвољно. Ску {x1} је коначан, чак јеночлан, а не чини
коначну ε-мрежу. Соа осоји x2 ∈ A са својсвом ||x2− x1|| ≥ ε. Ни ску {x1, x2}
не чини коначну ε-мрежу, а осоји x3 ∈ A који не риаа B (x1;ε)∪ B (x2;ε),
оносно ||x3 − x1||, ||x3 − x2|| ≥ ε. И ако реом, налазимо низ xn ∈ A акав а је
||xm − xn || ≥ ε за m /= n . То јес он не може имаи нии јеан Кошијев ониз. �

Примеа:Комленос росора X кориси се само у оказу орано смера.
Соа заросоре којинисукомлениважиимликацијаA релаивнокомакан
овлачи A оално ораничен, ок орана не важи. Конраример је инервал
(0,1)∩Q у росору Q који је оално ораничен, али није релаивно комакан.

2.19. Равносеено нерекине функције. У аљем, осмарамо росор
C [a , b ] нерекиних функција на [a , b ] као и росор CR[a , b ] релановреносних
нерекиних функција на [a , b ]. Овај руи на ољем R.

Познао је а је свака функција x ∈ C [a , b ], осим шо је нерекина, ујено
и равномерно нерекина. То је Канорова еорема. Међуим, ако умесо
јене осмарамо ску функција осавља се иање а ли су оне равномерно
нерекине на иси начин. Зао ајемо слеећу ефиницију:

Ску A ⊆ C [a , b ] је равносеено нерекиан ако за све ε > 0 осоји δ > 0
акво а за све x ∈ A и све s , t ∈ [a , b ] важи |x (s )− x (t )|< ε.

Ша је ове ново, у оносу на равномерну нерекинос? Ако је ску A
јеночлан ниша, у иању је оична равномерна нерекинос. Ново је о шо
изор роја δ који конролише нерекинос (шо веће δ о оља нерекинос)
не сме а зависи о изорафункције x ∈ A. Тако је моуће, за есконачне скуове,
а свака конкрена функција уе равномерно нерекина, али а има своје δ
и а ри оме нема најмање моуће δ. У ом случају акав ску неће ии
равносеено нерекиан.

2.20. Теорема (Арцела-Асколи). Ску A ⊆C [a , b ] је релаивно комак-
ан ако и само ако је ораничен и равносеено нерекиан.

Примеа: Ова еорема важи како за комлексно вреносне функције из
C [a , b ] ако и за реалновреносне из CR[a , b ]. Доказ ће, међуим, ии извеен
само за реалан случај.

Доказ. Нека је A релаивно комакан. Таа он мора ии ораничен.
Покажимо и а је равносеено нерекиан. Нека је ε > 0 ао. Према Хаусор-
фовом саву, A је оално ораничен, а осоји коначна ε/3 мрежа за A. Нека
су о функције x1, x2, . . . , xn . Свака о њих је равномерно нерекина, а осоје
ројеви δ j акви а из |s − t | < δ j слеи |x j (s )− x j (t )| < ε/3. Како функција x j

има коначно мноо, о осоји δ=min{δ1, . . . ,δn}> 0. Таа за све j имамо

|s − t |<δ⇒ |x j (s )− x j (t )|< ε. (11)
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Нека је саа x ∈ A роизвољна. Таа осоји j акво а је ||x − x j || < ε/3, о
јес за све t ∈ [a , b ] имамо |x (t )− x j (t )| < ε/3. Таа на основу (11), за |s − t | < δ
имамо

|x (s )− x (t )| ≤ |x (s )− x j (s )|+ |x j (s )− x j (t )|+ |x j (t )− x (t )|<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Нека је саа A ораничен и равносеено нерекиан. Доказаћемо а је
оално ораничен, шо је овољно на основу Хаусорфово сава. Како је A
ораничен, о је A ⊆ B (0;R ) за неко R > 0, оносно ||x || < R за све x ∈ A, ј.
|x (t )|<R за све x ∈ A и све t ∈ [a , b ]. То значи а су рафици свих функција x ∈ A
смешени у равоуаонику [a , b ]× [−R , R ].

Уочићемо ε > 0 и консруисаћемо коначну ε-мрежу за A. Како је ску A
равносеено нерекиан, осоји δ > 0 акво а за све x ∈ A и све s , t ∈ [a , b ]
имамо

|s − t |<δ⇒ |x (s )− x (t )|< ε/4. (12)

Уочимо оелу инервала [a , b ], P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b чији је арамеар
мањи о δ, ј. tk − tk−1 < δ за све k . А заим уочимо и оелу инервала [−R , R ],
Q :−R = y0 < y1 < · · ·< ym =R чији је арамеар мањи о ε/2, ј.

yk − yk−1 < ε/2 (13)

за све k . Тачака олика (tk , yl ) има коначно мноо. Прецизније, има их (n +
1)(m +1).

Нас ће занимаи функције које ролазе кроз оменуе ачке. Зао је важно
а изројимо колико има низова ачака:

(t0, yl0),(t1, yl1), . . . ,(tn , yln
). (14)

У низу има n +1 ачка, а на сваком месу имамо о m +1 моућноси. Соа
аквих низова има (m+1)n+1. Тачан рој у свари није важан – јеино је ино а
их има коначномноо. Свакомнизу олика (14) риружићемофункцију x акву
а је x (tk ) = ylk

и која је линеарна на инервалима [tk−1, tk ], (ј. за tk−1 ≤ t ≤ tk

x (t ) = ylk
(t − tk−1)/(tk − tk−1)+ ylk−1(tk − t )/(tk − tk−1)). Такве функције означимо

са xi , i =1,2, . . . , N , е је N = (m +1)n+1.

!!!СЛИКА!!!
Твримо а е функције чине коначну ε-мрежу за A. Заиса, нека је x ∈

A розвољна фукција. Таа за свако k , на основу (13) осоји lk акво а је
|x (tk )− ylk

|< ε/4. Нека је xi ео о ео линеарна функција за коју је xi (tk ) = ylk
.

Зо (12) расојање вреноси функције x у сусеним ачкама оеле не може
ии веће о ε/4, а имамо

|xi (tk )− xi (tk1
)| ≤ |xi (tk )− x (tk )|+ |x (tk )− x (tk−1)|+ |x (tk−1)− xi (tk−1)|<

3ε

4
,

ј. и расојање између xi (tk ) и xi (tk−1) је овољно мало. Како је xi линеарна на
инервалу [tk−1, tk ] о важи и |x (t )− x (tk )|< 3ε/4.

Тако, за tk−1 ≤ t ≤ tk имамо |t − tk |<δ и оале

|x (t )− xi (t )| ≤ |x (t )− x (tk )|+ |x (tk )− xi (tk )|+ |xi (tk )− xi (t )|<
ε

4
+
ε

4
+

3ε

4
=

5ε

4
.
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Доказ завршавамо узимајући суремум о свим t ∈ [a , b ] јер рехона неје-
накос не зависи о изора инервала [tk−1, tk ]. �

Шауерова еорема о неокреној ачки и римене

2.21. Теореме о неокреој ачки, као шо је на ример Банахова имају
важне римене. Езисенција и јеинсвенос решења различиих класа је-
начина чесо се оказују омоћу еорема о неокреној ачки. Нарочио се
чесо навое римене у иференцијалним јеначинама. Довољно је ау јенач-
ину заисаи у олику F (x ) = x , е је F ооно оарана функција, а заим
оказаи а F исуњва реосавке неке еореме о неокреној ачки.

Јеан о најознаијих римера је оказ Пикарове еореме, који ври а
иференцијална јеначина са оченим условом

¨

x ′(t ) = g (t , x (t ))

x (t0) = x0

зв. Кошијев ролем има јеинсвено решење у некој околини ачке t0, уколико
је g нерекина функција ве роменљиве која исуњава зв. Лишицов услов
о руој роменљивој ј. ако је |g (t , x1)−g (t , x2)| ≤ L |x1− x2| за све x1, x2 и неко
фиксирано L > 0.

Поре Банахове еореме о неокреној ачки, јена о ознаијих еорема о
неокреој ачки је:

2.22. Теорема [Брауер]. Нека је Q ⊆ Rk ску хомеоморфан завореној
јеиничној лои, и нека је f : Q →Q нерекина функција. Таа f има
ар јену неокрену ачку, ј. осоји x ∈Q са својсвом f (x ) = x .

Посоји више различиих оказа Брауерове еореме. Најјеносавнији се
ослања на функоријалнос хомолошких руа. Зо оа се Брауерова еорема
о равилу исказује и оказује у курсевима алеарске оолоије. Доказ(??)
Брауерове еореме навеен је у оаку???

У случају k =1, Брауерова еорема се свои на врђење а свака нерекина
функција f : [a , b ]→ [a , b ] има неокрену ачку. Доказ се, у ом случају, јенос-
авно извои римењујући Болцанову еорему на функцију g (x ) = f (x )− x , јер
важи g (a )≤ 0≤ g (b ).

Брауреова еорема се онека исказује и за заворене конвексне скуове.
Наиме, може се оказаи (виеи оаак???) а је сваки комакан конвексан
оску росораRk хомеоморфан јеиничној лои у росоруRl за неко l ≤ k .
Оуа руачија формулација Брауерове еореме ласи:

Нека је Q ⊆Rk комакан и конвексан ску, и нека је f :Q →Q нерекина
функција. Таа f има ар јену неокрену ачку.

Ове ве формулације Брауерове еореме су еквиваленне. Наиме, из рве
слеи руа, јер је сваки заворен конвексан ску хомеоморфан некој лои. С
руе сране ру врњу је овољно оказаи за случај каа је Q лоа, јер се
еорема лако реноси на хомеоморфне скуове. Наиме, ако је Q хомеоморфан
лои, она осоји хомеоморфизам g : B → Q , ј. g је ијекција и g и g −1 су
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нерекине. Ако је f : Q → Q нерекина, она је нерекина и g ◦ f ◦ g −1 :
B → B , а има неокрену ачку, ј. осоји y ∈ B , акво а је g ( f (g −1(y ))) = y ,
ј. f (g −1(y )) = g −1(y ), оносно x = g −1(y ) је неокрена ачка ресликавања
f . Како је заворена лоа комакан и конвексан ску о руа формулација
овлачи рву.

Брауерова еорема везана је за коначно имензионалне росоре. Слеећа
еорема је њено уошење на есконачно имензионалне росоре.

2.23. Теорема [Шауерова о неокреној ачки]. Нека је X Банахов
росор, и нека је K ⊆ X комакан конвексан ску. Ако је f : K → K
нерекина функција, она f има ар јену неокрену ачку, ј. осоји
x ∈ K акво а је f (x ) = x .

Доказ. Доказ заснивамо на ароксимацији комакних скуова скуовима
који су саржани у коначно имензионалним росорима.

Уочимо роизвољан рироан рој n . Како је K комакан, он је и оално
ораничен, а има коначну 1/n-мрежу. Нека су о ачке p1, p2, . . . , pmn

. Нека је
функција ϕi : K →R аа са ϕi (x ) =max{0,1/n − ||x −pi ||} ≥ 0. Лое K (pi ;1/n)
окривају K , а је ϕi (x )> 0 за ар јено i =1,2, . . . , mn . Оуа је

∑mn

i=1ϕi (x )>, а
је функција Pn аа са

Pn x =

∑

i ϕi (x )pi
∑

i ϕi (x )

корекно ефинисана. Примеимо и а је Pn x конвексна коминација ачака pi

и соа Pn x увек риаа K (у иању је конвексан ску).
Нека је V линеарни омоач векора p1, . . . , pmn

. Реч је наравно о коначнои-
мензионалном векорском росору. Функција Pn ◦ f ресликава K ∩V у K ∩V .
(Заиса, ако x ∈ K ∩V , она x ∈ K , а f (x ) ∈ K и аа Pn f (x ) ∈ K ∩V .) Зао,
рема Брауеровој еореми Pn ◦ f има неокрену ачку, означимо је са xn .

За ило које x ∈ K имамо оцену

‖Pn x − x‖=












∑

i ϕi (x )(pi − x )
∑

i ϕi (x )













≤
∑

i ϕi (x )‖pi − x‖
∑

i ϕi (x )
.

Међуим, ако је ||pi − x || > 1/n , она је ϕi (x ) = 0, а је увек ϕi (x )||pi − x || ≤
(1/n)ϕi (x ) и оуа

‖Pn x − x‖ ≤
∑

i ϕi (x )(1/n)
∑

i ϕi (x )
=

1

n
.

Низ ачака xn има ониз xnk
који конверира ка неком x ∈ K (зо комак-

носи). Саа имамо

‖ f (xnk
)− xnk

‖ ≤ ‖ f (xnk
)−Pnk

f (xnk
)‖ ≤

1

nk
→ 0,

оносно и низ f (xnk
) конверира ка x , а како зо нерекиноси функције f

имамо f (xnk
)→ f (x ) о је f (x ) = x . �

Шауерова и Арцела-Асколијева еорема у коминацији римењују се у
еорији иференвцијалних јеначина.
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2.24. Теорема [Караеоори]. Нека је g :U →R функција на овореном
скуу U ⊆R2, која је
(i) x 7→ g (t , x ) нерекина за скоро све t ;
(ii) t 7→ g (t , x ) мерљива за све x ;
(iii) осоји мерљива локално инераилна функција h , аква а је |g (t , x )| ≤

h(t ), за све x ,
и ако (t0, x0) ∈U , аа Кошијев ролем

¨

x ′(t ) = g (t , x (t ))

x (t0) = x0

(15)

има уошено решење у околини ачке t0, ј. осоји асолунонерекина
функција y : [x0−δ, x0+δ]аква а рва јенакос у (15) важи скоро свуа.

Доказ. Умесо Кошијево ролема (15) осмараћемо њему еквиваленну
инералну јеначину

x (t ) = x0+

∫ t

t0

g (τ, x (τ))dτ, (16)

Посмарајмо ресликавање

T :C [t0−δ, t0+δ]→C [t0−δ, t0+δ], T x (t ) = x0+

∫ t

t0

g (τ, y (τ))dτ.

Твримо слееће:
1◦ Зо услова (iii), ресликавање T је корекно ефинисано, ј. слика T x је

заиса нерекина функција о t . Наиме,

|T x (t2)−T x (t1)| ≤
∫ t2

t1

|g (τ, x (τ))|dτ≤
∫ t2

t1

h(τ)dτ< ε (17)

ка о је расојање између t1 и t2 овољно мало (асолуна нерекинос ине-
рала).

2◦ Пресликавање T је нерекино. Заиса, нека ||xn − x || → 0. Таа и за све τ
xn(τ)→ x (τ), а зо услова (i), имамо и g (τ, xn(τ))→ g (τ, x (τ)) за скоро све τ.
Како је о имамо

|T xn(t )−T x (t )| ≤
∫ t

t0

|g (τ, xn(τ))−g (τ, x (τ))|dτ≤
∫ t0+δ

t0−δ
|g (τ, xn(τ))−g (τ, x (τ))|dτ.

а узимајући суремум о свим t ∈ [t0−δ, t0+δ] имамо и

||T xn −T x || ≤
∫ t0+δ

t0−δ
|g (τ, xn(τ))− g (τ, x (τ))|dτ. (18)

Но, како зо услова (iii) важи

|g (τ, xn(τ))→ g (τ, x (τ))| ≤ 2h(τ),

о на ослењи инерал у (18) можемо а рименимо Теорему о оминанној
конверенцији.

Посмарајмо саа ску

K = { f ∈C [t0−δ, t0+δ] | f (t0) = x0, за све t1 < t2 | f (t2)− f (t1)| ≤
∫ t2

t1

h(τ)dτ}.
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Овај ску је заворен, јер равномерна конверенција овлачи конверенцију
ачка о ачка. Даље, он је униформно ораничен, јер за t ∈ [t0 −δ, t0+δ] вахи

| f (t )| ≤ | f (t0)|+
∫ t0+δ

t0−δ
h(τ)dτ. И најза, он је равносеено нерекиан. Наиме,

за све f ∈ K имамо

| f (t2)− f (t1)| ≤
∫ t2

t1

h(τ)dτ< ε,

ка о је |t2− t1|< ε.
Према Арцела-Асколијевој еореми, ску K је релаивно комакан, а како

је заворен, он је и комакан.
Пресликавање T ресликава росор C [x0−δ, x0+δ] у ску K . Заиса, услов

T f (t0) = x0 је ауомаски исуњен, ок из (17) оијамо руи услов.
ПремаШауеровој еоремионеокреној ачки, ресликавањеT иманеокрену

ачку у K , рецимо ψ. То ψ исуњава јеначину (16), и име је ψ асолуно
нерекина, и важи (15) скоро свуа. �

Пеанова еорема је ослеица Караеооријеве, услови су јачи, али се она
чешће римењује. ??? (ружна решеница)

2.25. Теорема (Пеано). Нека је функција g : [t0−a , t0+a ]×[x0−b , x0+b ]
нерекина (као функција ве роменљиве). Таа Кошијев ролем

¨

x ′(t ) = g (t , x (t ))

x (t0) = x0

(19)

има ар јено решење у инервалу [t0−h , t0+h ], е је h мањи о ројева a ,
b /M , ри чему је M орње ораничење функције g на [t0 −a , t0+a ]× [x0 −
b , x0+ b ] (а које осоји зо Вајершрасове еореме).

Доказ. Ако важе Пеанови услови, она важе и Караеооријеви. Дакле ро-
лем (19) има уошено решење ψ. Јеино реа оказаи а је ψ ујено и
класично. Како ψ заовољава инералну јеначину (16), и како је у ом случају
оинерална функција у (16) нерекина фукција о τ закључујемо а је ин-
ерал иференцојаилна функција о t за свако t , е а је њеов изво јенак
оинералној функцији, оносно а важи иференцијална јеначина у (19).
Почени услов је ауомаски заовољен. �

ПримеимоаиКараеооријеваиПеанова еорема, за разликуоПикарове,
ају само езисенцију решења, а не и јеинсвенос. Посоје римери иферен-
цијалних јеначина који исуњавајуПеанове услове и наравно имају решење, али
оно не мора ии јеинсвено у околини нии јене ачке. Јеан акав ример
је јеначина x ′ = |x |1/2, која исуњава Пеанове, али не и Пикарове услове. У
околини ачке t0 ∈ R, функције x1 и x2, ае са x1(t ) ≡ 0 и x2(t ) = 0 за t ≤ t0,
оносно x2(t ) = 1

4 (t − t0)
2 за t > t0 ое исуњавају очену услов x (t0) = 0 и

заовољавају ау иференцијалну јеначину.
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2.1. а) Нека је H Хилеров росор, и x , y ∈H . Доказаи а услов

||λx +µy || ≥ ||µy ||, за све λ,µ ∈K (20)

овлачи а је x ⊥ y .
Доказаи а се јеан о скалара λ, µ може изосавии у (20) ако а се ниша не оремеи.
)Услов (20)можеослужиикаоефиниција орооналносиуБанаховимросорима (Биркхоф

- 1935, Џејмс - 1947). Иак... наћи ример Банахово росора X у коме релација (20) није симе-
рична.

2.2. У росору C [0,1] а је ску

A = {x ∈C [0,1] |
∫ 1/2

0

x (t )dt −
∫ 1

1/2

x (t )dt = 1}.

Доказаи а је ску A конвексан и заворен, али а не саржи елемен минималне норме.

2.3. У росору l 1 а је ску A =

�

x ∈ l 1 |
+∞
∑

n=1
ξn = 1

�

. а) Доказаи а је ску A конвексан и заворен;

) Доказаи а у скуу A осоји есконачно мноо елеменаа минималне норме.

2.4. Нека је X Банахов росор A ⊆ X заворен ску, а K ⊆ X комакан. Доказаи а је ску
A + K = {a + b | a ∈ A, b ∈ K } акође заворен. Наћи ример заворених скуова A и B ако а зир
A + B није заворен.

[Размории ример A, B ⊆R, A = N = {1,2, . . .}, B = {−n +1/n | n ∈N}]
И више, оросори A, B ⊆ l 2 аи са A = {x = (ξn ) ∈ l 2 | ξ2n = 0}, B = {x = (ξn ) ∈ l 2 | ξ2n+1 =

nξ2n } су заворени, али A + B није заворен!

2.5. Нека је X Банахов росор, F њеов коначноимензионалан оросор, и x /∈ F . Доказаи а
осоји min

y ∈F
‖x − y ‖.

Нарених неколико вежања везано је за ојам ужи, оносно крајње ачке. Соа њихове
ефиниције.

Дуж са крајевима x и y у нормираном росору X је ску {θ x + (1− θ )y | θ ∈ [0,1]}. Крајеви
ужи су ачке x и y , а уж ез крајева је оворена уж.

Нека је X нормиран росор, и A ⊆ X заворен, конвексан ску. Тачка a ∈ A се назива крајња
ачка скуа A, ако не осоји оворена уж у A која саржи a .

2.6. Нека је H Хилеров росор, и B заворена јеиницна лоа у H . Доказаи а је ску свих
крајњих ачке скуа B јеинична сфера. (Искорисии релацију аралелорама.)

2.7. Доказаи а заворена јеинична лоа у L1(0,1) нема нијену крајњу ачку. Друим речима,
јеинична сфера се сва сасоји о ужи!

2.8. Корисећи Класрксонове нејенакоси оказаи а је свака ачка јеиничне сфере у росорима
L p (X ;µ), 1< p <+∞ крајња ачка.

2.9. Нека је en ∈ c0 векор а са en = (0,0, . . . ,0,1,0 . . .), е се јеиница налази на n-ом месу.
Показаи а је ску K = {0}∪{(1/n)en |n ∈N} комакан оску росора c0, али а њеов конвексан
омоач није заворен.

2.10. Нека је L = {x ∈ X |
+∞
∑

ν=1
ξν = 0}. Доказаи а је L линеаран оросор о X , и исиаи а ли

је L Банахов оросор, ако је: а) X = l 1; ) X = l 2.

2.11. Нека је X Банахов росор и L ≤ X заворен рави оросор, ј. L /= X . Доказаи а L има
разну унурашњос.

2.12. Нека је P оску росора L2(−1,1) који се сасоји о свих арних функција. Наћи P⊥.
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2.13. Доказаи а је ску A ⊆ l p релаивно комакан ако и само ако важи: (i ) кооринае су
униформно ораничене, ј. осоје консане Cν акве а је |ξν| ≤ Cν за све x = (ξ1,ξ2, . . .) ∈ A; (i i )
Ре

∑+∞
j=1 |ξν|

p равномерно конверира о x ∈ A, ј. за све ε > 0 осоји n0 ако а је |
∑+∞

j=1 |ξ j |p < ε
за све x = (ξ1,ξ2, . . .) ∈ A.

2.14. Доказаи а је ску Q ⊆ l 2, Q = {x ∈ l 2 | |ξν| ≤ 1/ν} комакан у l 2. (Q се у лиераури назива
Хилеров ку.)

2.15. Провериикојио слеећих скуова сурелаивнокомакниуросоруC [a , b ]. A = {sinαx |α ∈
R}, B = {sinαx | |α|< 1}, C = {e αx |α< 0}.





3. ОПЕРАТОРИ, ФУНКЦИОНАЛИ

Линеарна ресликавања

3.1. Дефиниција. Да се осеимо. Ако су X , Y векорски росори на
исим ољем K, она се ресликавање A : X → Y назива линеарно ако за све x1,
x2 ∈ X и све λ1, λ2 ∈K важи

A(λ1x1+λ2x2) =λ1Ax1+λ2Ax2.

Ако су X и Y коначно имензионални нормирани росори, она је свако
линеарно ресликавање нерекино. То виимо овако. Сваке ве норме на
коначно имензионалним росорима су еквиваленне. Конверенција у еук-
лиској норми || · ||2 еквиваленна је са конверенцијом низова кооринаа, ј.
X 3 xn → x еквиваленно је са ξn ,k → ξk за све 1 ≤ k ≤ m (уз ознаке xn =
(ξn ,1,ξn ,2, . . . ,ξn ,m), x = (ξ1,ξ2, . . . ,ξm) и m = dimX ). Међуим, ако је A лин-

еарно, она има своју марицу, рецимо A =
�

αi j

�m

i=1,

l

j=1
, а ако је y = Ax , она

је

yj =
n
∑

i=1

αi j xi ,

оакле невосмислено виимо а Axn → Ax (саирање и множење су нерекине
функције у R, оносно C).

Каа росори нису коначно имензионални, о није оавезно ако. Зао
увоимо слееће ве ефиниције.

Нека су X и Y нормирани векорски росори. (Комленос још није о
значаја.) И нека је A : X → Y неко ресликавање.

(i) Кажемо а је A нерекино ако је нерекино као ресликавање оо-
варајућих меричких росора, ј. ако из xn → x слеи Axn → Ax . (Хај-
неова еорема.)

(ii) Кажемо а је A ораничено ако осоји консана M > 0 аква а за свако
x ∈ X важи

||Ax || ≤M ||x ||. (1)
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(У овој формули имамо осла са ве норме, и рецизније и ило исаи
||Ax ||Y ≤ M ||x ||X , али о ћемо чинии само каа осоји оаснос о
зауне.)

Ако је A : X → Y линеарно ресликавање, она се слеећа ва својсва лако
извое.

(а) A је нерекино ако и само ако је нерекино у нули.

Заиса, ако је нерекино у свакој ачки, сиурно је нерекино у нули.
Орано ако је A нерекино у нули, ј. ако xn → 0 овлачи Axn → 0, она за
низ xn → x имамо xn − x → 0 оакле и A(xn − x )→ 0, а како је A линеарно, о је
Axn −Ax = A(xn − x )→ 0.

() Ако је A ораничено, она је нерекино.

Наиме, аа из (1) имамо

||Axn −Ax ||= ||A(xn − x )|| ≤M ||xn − x ||,

оакле јеносавно слеи ражено.
Примеимо и а је ораничено линеарно ресликавање, оавезно и равно-

мерно нерекино. Наиме, из (1) излази

||Ax −Ay || ≤M ||x − y ||, (2)

а је у ефиницији равномерне нерекиноси овољно ираиδ= ε/M . И више,
нејенакос (2) оказује а је ораничено линеарно ресликвање Лишицово.

Иако није свако равномерно нерекино ресликавање ујено и нерекино,
ове имамо осла са линеарним ресликавањима а иак важи ора.

3.2. Сав. Нека је A : X → Y линеарно ресликавање нормираних век-
орских росора X и Y . Таа је A нерекино ако и само ако је ораничено.

Доказ. Да ораниченос овлачи нерекинос смо већ усановили. Дока-
жимо ора. Преосавимо а A није ораничено. То значи а за сваки рироан
рој n осоји векор xn са својсвом

||Axn ||> n ||xn ||, (3)

и уочимо низ векора yn =
1

n ||xn ||
xn . Из ||yn || = ||xn ||/n ||xn || = 1/n виимо а

yn → 0. Међуим, из (3) налазимо ||Ayn ||=
1

n ||xn ||
||Axn ||> 1, оакле Ayn /→ 0. Тако

A не може ии нерекино. �

Примеа: Примеимо а у овом оказу није искоришћена цела нереки-
нос, већ само хомоенос: Aλx =λAx , а не и аиивнос.

3.3. Сав. Нека је A : X → Y ораничено линеарно ресликавање Банахових
росора X и Y . Таа:

Језро ресликавања A, у ознаци kerA, је Банахов оросор ро-
сора X ;

Слика ресликавања A, у ознаци ran A, је линеаран оросор ро-
сора Y , али не мора ии заворен.



Линеарна ресликавања 37

Доказ. Да су језро и слика векорски оросори, ознао је о раније.
Ораничено ресликавање A је нерекино, а јеночлан ску {0} је заворен у Y .
Соа је kerA = A−1({0}) заворен ску у X .

Да слика не мора ии заворена виеи вежања 3.5, 3.6. �

3.4. Норма ораничено линеарно ресликавања. Нека су X и Y норми-
рани векорски росори, и нека је A : X → Y ораничено линеарно реслика-
вање. Дефинишемо норму ресликавања A са

||A||= sup
0 /=x∈X

||Ax ||
||x ||

. (4)

Посоје и руи начини а се ореи норма ресликавања A. На ример:

(i) ||A||= inf{M > 0 | за све x ∈ X важи (1)}=min{M > 0 | за све x ∈ X важи (1)};
(ii) ||A||= sup||x ||=1 ||Ax ||;
(iii) ||A||= sup||x ||≤1 ||Ax ||.
Доказаћемо све ово, али за очеак искључимо нула векор из аље разма-

рања, јер је за њеа нејенакос (1) ривијално исуњена.
Примеимо а је сваки елемен скуа {M > 0 | за све x ∈ X важи (1)} о

ефиницији орње орануичење скуа {||Ax ||/||x || | 0 /= x ∈ X }. Соа је суремум
ово руо, ујено минимум рво скуа, и важи рва формула.

За рууформулу уочимо рво а је sup||x ||=1 ||Ax ||= sup||x ||=1 ||Ax ||/||x || ≤ ||A||.
Да важи и орана нејенакос, за ило које 0 /= x ∈ X векор x/||x || има норму
јенаку јеан, а је A(x/||x ||) ≤ sup||x ||=1 ||Ax ||, ј. ||Ax ||/||x || ≤ sup||x ||=1 ||Ax ||, а
узимајући суремум о свим x /=0 оијамо ||A|| ≤ sup||x ||=1 ||Ax ||.

Најза, шо се иче реће формуле, овољно је оказаи а за ||x || < 1 не
можемо осићи суремум. Заиса, ако је ||x || < 1, она је ||x/||x || || = 1, а је
||Ax ||/||x || ≤ sup||x ||=1 ||Ax ||, оносно ||Ax || ≤ sup||x ||=1 ||Ax ||, а је израз у 2) мањи
или јенак о израза у 3). Орано је ривијално.

3.5. Сав. Нека је L(X ;Y ) ску свих ораничених линеарних ресликавања
из нормирано векорско росора X у нормиран векорски росор Y .

(а) Ску L(X ;Y ) је векорски росор, а функција ||A|| ефинисана са (4)
је јена норма на њему.

() Ако је росор Y комлеан, она је и L(X ;Y ) комлеан. Дакле, за
комленос росора L(X ;Y ) није важна комленос росора
X .

Доказ. (а) За A, B ∈ L(X ;Y ) оераоре A+B , оносно λA санарно ефин-
ишемо са

(A +B )(x ) = Ax +B x , (λA)(x ) =λAx .

Лако се вии а су A + B и λA линеарна ресликавања. Да су ораничена
оказаћемо усу, ок уемо извоили својсва норме.

Очилено је ||A|| ≥ 0, као и ||0||=0. Ако је ||A||=0, она је за сваки не нули
векор x исуњено ||Ax ||/||x || ≤ 0, оакле је ||Ax || = 0, ј. Ax = 0, а је A нуло
ресликавање, ј. Ax =0, за све x ∈ X .

Даље, ||Aλx ||= sup||x ||=1 ||λAx ||= |λ|sup||x ||=1 ||Ax ||= |λ| ||A||. Оаве је, осено
λA ораничен, ка о је акав A.
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Најза, окажимо и нејенакос роула. За A, B ∈ L(X ;Y ) и ||x ||=1 имамо

||(A +B )x ||= ||Ax +B x || ≤ ||Ax ||+ ||B x || ≤ ||A||+ ||B ||,

а узимајући суремум налазимо ||A+B || ≤ ||A||+ ||B || и осено, A+B ∈ L(X ;Y )
ка о A, B ∈ L(X ;Y ).

() Нека је Y комлеан. Уочимо Кошијев низ An ∈ L(X ;Y ), ј. низ за који је
||Am −An ||< ε за овољно велике m , n . Нека је x ∈ X . Таа је

||Am x −An x || ≤ ||Am −An ||< ||x ||ε, m , n ≥ n0, (5)

оносно низ An x је Кошијев у Y , и соа конверенан. Означимо Ax = limAn x .
Како је lim(An(λx +µy )) = lim(λAn x +µAn y ) = λ limAn x +µ limAn y = λAxµAy
закључујемо а је A линеарно.

Даље, како је An Кошијев, он је и ораничен, оносно M = supn ||An || <+∞,
а за свако x ∈ X имамо

||An x || ≤ ||An || ||x || ≤M ||x ||,

шо осле узимања лимеса осаје ||Ax || ≤M ||x ||. Оале је ||A|| ≤M , оносно A
је ораничен.

Најза, узимајући lim ка m→∞ у (5), налазимо

||Ax −An x || ≤ ||x ||ε, n ≥ n0,

оносно ||A−An || ≤ ε за n ≥ n0. Оносно An → A у норми росора L(X ;Y ). �

Функционали

3.6. Дефиниција. Нека је X нормиран векорски росор на ољем ска-
лара K (K=R или C). Линеарно ресликавање ϕ : X →K називамо функционал.
Дакле, функционал је осеан случај линеарно ресликавања, каа је коомен
јеноимензионални росор, ј. оље скалара. За функционале, оуа, важи све
шо важи и за сва линеарна ресликавања.

Између осало, функционал је нерекиан, ако и само ако је ораничен.
Језро ораничено функционала је заворен линеаран оросор.

Просор свих ораничених функционала на нормираном векорском ро-
сору X , ј. ску L(X ;K) назива се уални росор и означава се са X ∗. Како је
у овом случају коомен комлеан (јер је коначне имензије, зараво имензије
1), о је X ∗ увек комлеан, ез озира на о а ли је X комлеан или није.

На Хилеровим росорима, осоји јеносавна каракеризација орани-
чених линеарних функционала.

3.7. Теорема (Рис). Нека је H Хилеров росор, и нека је ϕ : H → C
ораничен линеаран функционал. Таа осоји јеинсвен векор y ∈ H
акав а за све x ∈H важи

ϕ(x ) = 〈x , y 〉. (6)

При оме важи и ||ϕ||= ||y ||. Пресликавање H 3 y 7→ϕy ∈H ∗, е јеϕy ао
са (6) је ијекивно и анилинеарно, ј. важи ϕλ1 y1+λ2 y2 =λ1ϕy1 +λ2ϕy2 .
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Доказ. Докажимо јеинсвенос векора y . Ако осоје ва аква, рецимо y
и y ′, она је 〈x , y 〉= 〈x , y ′〉 за све x , ј. y − y ′ ⊥H оакле је y − y ′=0.

Докажимо, заим, а је ресликавање ао са (6) линеарно и ораничено.
Линеарнос је очилена, а ораниченос слеи на основу Коши Шварцове не-
јенакоси: |ϕy (x )|= |〈x , y 〉| ≤ ||x || ||y ||. Оале је омах

||ϕy || ≤ ||y ||. (7)

Орано, нека је ϕ ∈ H ∗ роизвољно. Ску kerϕ је заворен линеаран о-
росор. Ако је kerϕ = H она је ϕ ≡ 0, а можемо изараи y = 0 и (6) ће
ривијално важии. Ако је kerϕ � H , она осоји z ∈ H \ kerϕ. Можемо узеи
а је z ⊥ kerϕ. (Заиса, ако о не важи, она рема еореми о ороројекцији
z = u+v , за неке u ∈ kerϕ, v ⊥ kerϕ. Таа v /∈ kerϕ, јер и иначе важило z ∈ kerϕ,
а умесо z можемо осмараи v .) Из z ⊥ kerϕ закључујемо ϕ(z ) /= 0. Соа је
за све x ∈H векор

ux =
ϕ(x )

ϕ(z )
z − x ,

корекно ефинисан. Израчунавамо а је ϕ(ux ) = 0, ј. ux ∈ kerϕ, оносно
ux ⊥ z , ј.

�

ϕ(x )

ϕ(z )
z − x , z

�

=0.

Каа се ослења јенакос среи, она осаје

ϕ(x )

ϕ(z )
||z ||2−〈x , z 〉=0, ј. ϕ(x ) =

®

x ,
ϕ(z )

||z ||2
z

¸

= 〈x , y 〉,

ако савимо y =
ϕ(z )

||z ||2
z . Оаве је

||y ||=
|ϕ(z )|
||z ||2

||z ||=
|ϕ(z )|
||z ||

≤ ||ϕ||,

шо зајено са (7) аје ||y ||= ||ϕ||.
Овиме смо оказали а је ресликавање y 7→ϕy ијекивно (сваком ϕ оо-

вара јено y и сваком y јено ϕ), као и а је реч о изомерији. Анилинеарнос
слеи из својсава скаларно роизвоа.

ϕλ1 y1+λ2 y2(x ) = 〈x ,λ1y1+λ2y2〉=λ1〈x , y1〉+λ2〈x , y2〉=λ1ϕy1(x )+λ2ϕy2(x ).

�

У оређеном смислу о значи а се Хилеров росор H може оисовеии
са својим уалним росором H ∗. Ораа „у оређеном смислу“, јер усановљено
ресликавањеH →H ∗ није линеаерно, већ конјуовано линеарно. КоБанахових
росора, сиуација је ку и камо сложенија, и осоје осене еореме којима
се оређује конкреан олик уално росора.

3.8. Сав. Дуални росор росора c0 изоморфан је са l 1. Прецизније,
за сваки фукционал ϕ ∈ c ∗0 осоји јеинсвено y ∈ l 1 ако а важи

ϕ(x ) =
+∞
∑

k=1

ξkηk , x = (ξ1,ξ2, . . .) ∈ c0, y = (η1,η2, . . .) ∈ l 1. (8)
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Доказ. Да је формулом (8) заиса заа ораничен линеаран функционал на
c0 виимо на основу нејенакоси |ξkηk | ≤ |ηk |supk≥1 |ξk |= ||x || |ηk |, оакле је

|ϕ(x )| ≤
+∞
∑

k=1

|ξkηk | ≤ ||x ||
+∞
∑

k=1

|ηk |= ||x ||c0 ||y ||l 1 .

Оале омах имамо

||ϕ||c ∗0 ≤ ||y ||l 1 . (9)

Да је y јеинсвено виимо овако. Ако осоје ва аква векора y , y ′ ∈ l 1,
она за све x ∈ c0 имамо

+∞
∑

k=1

ξkηk =
+∞
∑

k=1

ξkη
′
k ,

а између осало и за x = en ,

en = (0, . . . ,0,1,0, . . .), (10)

ри чему се јеиница налази на n-ом месу. Тако оијамо ηk = η′k за све k ,
оносно y = y ′.

Нека је саа а функционал ϕ ∈ c ∗0 , оносно ораничено линеарно рес-
ликавање ϕ : c0 → C. Дефинишемо ηk = ϕ(ek ), е је ek векор а са (10),
и савимо y = (η1,η2, . . .). Докажимо а y ∈ l 1. Нека су ројеви θk оређе-
ни јенакошћу ηk = |ηk |e iθk (оносно θk = argηk . Посмарајући векор fn =
e −iθ1e1+ e −iθ2e2+ · · ·+ e −iθn en = (e −iθ1 , e −iθ2 , . . . , e −iθn ,0, . . .) налазимо || fn ||= 1 (у
росору c0), и рема оме

|η1|+ |η2|+ · · ·+ |ηn |= e −iθ1η1+ e −iθ2η2+ · · ·+ e −iθnηn =

= e −iθ1ϕ(e1)+ e −iθ2ϕ(e2)+ · · ·+ e −iθnϕ(en) =

=ϕ(e −iθ1e1+ e −iθ2e2+ · · ·+ e −iθn en) =ϕ( fn)≤
≤ ||ϕ|| || fn ||= ||ϕ||.

Оале, узимајући лимес ка n →+∞ оијамо ||y ||l 1 ≤ ||ϕ||, шо зајено са (9)
аје ||ϕ||= ||y ||.

Докажимо још а (8) важи за све x ∈ c0. Ако је x = (ξ1,ξ2, . . . ,ξn , . . .) ∈ c0 аа
је

x =
+∞
∑

k=1

ξk ek .

Заиса,







x −
n
∑

k=1

ξk ek








= ‖(0,0, . . . ,0,ξn+1, . . .)‖= sup
k>n
|ξk | → 0, n→+∞,

јер је x = (ξk ) низ који конверира ка нули. Оуа је, зо нерекиноси (и
линеарноси) ресликавања ϕ

ϕ(x ) =ϕ

�

+∞
∑

k=1

ξk ek

�

=
+∞
∑

k=1

ξkϕ(ek ) =
+∞
∑

k=1

ξkηk .

�
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3.9. Сав. Нека је (X ,M,µ) росор са σ-коначом мером, нека је p > 1
и нека је q њеов конјуовани коефицијен, ј. 1/p + 1/q = 1. Таа је
L p (X ,µ)∗ ∼= L q (X ,µ). Прецизније, за сваки ϕ ∈ L p (X ,µ)∗ осоји јеин-
свена функција y ∈ L q (X ,µ) аква а за све x ∈ L p (X ,µ) важи

ϕ(x ) =

∫

X

x (t )y (t )dµ(t ). (11)

Пресликавање L q (X ,µ) 3 y 7→ ϕy ∈ L p (X ,µ)∗ е је ϕy ао са (11) је
ијекивно, линеарно и изомерично, ј. важи ||ϕy ||= ||y ||.

Доказ. Докажимо рво а је формулом (11) заа ораничен линеаран функ-
ционал на росору L p (X ,µ). Линеарнос је јеносавна, а ораниченос слеи
на основу Хелерове нејенакоси

|ϕ(x )|=
�

�

�

�

∫

X

x (t )y (t )dµ(t )

�

�

�

�

≤
�∫

X

|x (t )|p dµ(t )

�1/p �∫

X

|y (t )|q dµ(t )

�1/q

= ||y ||q ||x ||p .

Оаве је омах и
||ϕy || ≤ ||y ||q . (12)

Докажимо саа езисенцију функције y . Преосавимо за ренуак а је
µ(X ) <+∞ и осмарајмо ресликавање λ :M→C ао са λ(E ) =ϕ(χE ), вре-
нос функционала на каракерисичној функцији скуа. Преосавка µ(X ) <
+∞ ила је важна а и увек важило χE ∈ L p . Наиме

||χE ||p =

�∫

X

|χE |p dµ

�1/p

=µ(E )1/p .

Важи и
|λ(E )|= |ϕ(χE )| ≤ ||ϕ|| ||χE ||= ||ϕ||µ(E )1/p . (13)

Функција λ је мера, и о асолуно нерекина у оносу на µ. Заиса, из (13)
се вии а је λ(;) = 0 као и µ(E ) = 0⇒ λ(E ) = 0. Даље, ако је E =

⊔+∞
k=1 Ek , она

је за свако x ∈ X

χE (x ) =
+∞
∑

k=1

χEk
(x ). (14)

Пиање конверенције ачка о ачка се не осавља, јер највише јеан саирак у
реу на есној сраниможе ии различи о нуле. Међуим, ре (14) конверира
у норми росора L p (X ,µ). Наиме,










+∞
∑

k=n+1

χEk








=

 

∫

⊔+∞
k=n+1 Ek

dµ

!1/p

=µ(
+∞
⊔

k=n+1

Ek )
1/p → 0,

јер су све мере коначне, а фамилија Fn =
⊔+∞

k=n+1 Ek оаајућа и има разан
ресек. Соа

λ(E ) =ϕ(χE ) =
+∞
∑

k=1

ϕ(χEk
) =

+∞
∑

k=1

λ(Ek ).

Према Теореми Раон Никоима, осоји функција y ∈ L1(X ,µ) са својсвом
λ(E ) =

∫

E
y dµ, оносно

ϕ(χE ) =

∫

E

y (t )dµ(t ) =

∫

X

χE (t )y (t )dµ(t ).
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То је ураво релација (11) у сецијалном случају, каа је x = χE . Како су ое
сране у (11) линеарне, а релација важии за све линеарне коминације каракер-
исичнихфункција скуова, ј. важии за росефункције. Проужићемо важење
е релације и аље. Свака ораниченамерљивафункција x може се риказаи као
равномерни лимес росих функција sn ⇒ x . Како равномерна конвереницја
овлачи конверенцију у норми росора L p , о важи и ||x − sn ||p → 0, а оале
ϕ(x ) = limϕ(sn). Дакле, имамо

ϕ(x ) = lim
n→+∞

ϕ(sn) = lim
n→+∞

∫

X

sn y dµ.

Међуим, низ sn y , има инераилну оминану, јер је |sn(t )y (t )| ≤M |y (t )| ∈ L1,
е је M ораничење функције |x |, и свих |sn |. Соа лимес може роћи кроз
инерал, а (11) важи и за све ораничене мерљиве функције.

Саа ћемо оказаи а y ∈ L q (X ,µ). Уочимо низ функција zn заа са

zn(t ) =

¨

e −iθ (t )|y (t )|q−1, |y (t )| ≤ n

0, |y (t )| ≥ n
,

е је функција θ (t ) зааа релацијом y (t ) = |y (t )|e iθ (t ). Како је p (q − 1) =
p q −p = q , о за p -норму функције zn имамо

||zn ||pp =

∫

X

|zn |p dµ=

∫

|y (t )|≤n

|y (t )|q dµ(t ), (15)

а како је zn о ефиницији ораничена ројем n , о за њу важи (11), а имамо

ϕ(zn) =

∫

X

zn y dµ=

∫

|y (t )|≤n

|y (t )|q dµ(t ). (16)

Како важи |ϕ(zn)| ≤ ||ϕ|| ||zn ||, о из (15) и (16) оијамо

∫

|y (t )|≤n

|y (t )|q dµ(t )≤ ||ϕ||

�

∫

|y (t )|≤n

|y (t )|q dµ(t )

�1/p

,

ј.
�

∫

|y (t )|≤n

|y (t )|q dµ(t )

�1/q

≤ ||ϕ||.

Узимањем лимеса ка n → +∞ закључујемо а y ∈ L q (X ,µ) и ||y ||q ≤ ||ϕ||, шо
зајено са (12) аје ||ϕy ||= ||y ||q . Осаје још а окажемо а (11) важи и за све
x ∈ L p . То међуим, јеносавно слеи, јер су ораничене функције усе у L p .
Наиме, за x ∈ L p осмарамо низ сечених функција

xn(t ) =

¨

x (t ), |x (t )| ≤ n

0, |x (t )|> n
,

за које већ важи (11) и она рименимо лимес. На левој срани лимес ролази
кроз ϕ, јер ||x − xn ||p → 0, а на есној о Теореми о оминанној конверенцији.

Најза, ослооимо се реосавке а је µ(X )<+∞. Према реосавци
X је σ-коначан, а осоје Xn , акви а је X =

⊔

Xn , µ(Xn) < +∞. Између
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росора L p (X ) и L p (Xn) (овај руи, разуме се, у оносу на ресрикцију мере µ)
осоје увеимо ресликавања Pn : L p (X )→ L p (Xn) и Sn : L p (Xn)→ L p (X ) аа са

Pn x = x |Xn
, (Sn x )(t ) =

¨

x (t ), t ∈ Xn

0, t /∈ Xn

Лако се вии а су оа ресликавања линеарна и норме не веће о 1. Наиме,
||Pn x ||= ||x |Xn

||pL p (Xn )
=
∫

Xn
|x |p ≤

∫

X
|x |p = ||x ||L p (X ), а је ||Pn || ≤ 1, ок је ||Sn x ||=

||x ||, ј. ||Sn || ≤ 1. Такође важи и

Pn Sn x = x , Sn Pn x = xχXn
.

Ако је ϕ ораничен фукционал на L p (X ;µ), она је ϕn = ϕ ◦ Sn ораничен
фукционал на L p (Xn) а осоје функције y ∈ L q (Xn) акве а је

ϕn(x ) =

∫

Xn

x (t )yn(t )dµ(t ).

Међуим, у норми росора L p (X ) важи x =
∑+∞

n=1 xχXn
, јер је

‖x − x
n
∑

k=1

χk‖p
p =

∫

X

|x (t )|p
+∞
∑

k=n+1

χk (t )dµ(t )→ 0.

Наиме, низ оинералних функција ежи ка нули ачка о ачка, а за инера-
илну оминану можемо узеи функцију |x (t )|p . Соа је

ϕ(x ) =
+∞
∑

n=1

ϕ(xχXn
) =

+∞
∑

n=1

ϕ(Sn Pn x ) =
+∞
∑

n=1

∫

Xn

Pn x (t )yn(t )dµ(t ),

а како се на скуу Xn функције x и Pn x оклаају, о је и

ϕ(x ) =
+∞
∑

n=1

∫

Xn

x (t )yn(t )dµ(t ) =

∫

X

x (t )y (t )dµ(t ),

е је y аа са y (t ) = yn(t ) е је t ∈ Xn . Осаје још а окажемо а y ∈ L q (X ).
Нека је Yn = X1 t · · · tXn . Имамо

∫

Yn

|y (t )|q dµ(t ) =

∫

X

xn(t )y (t ) =ϕ(xn),

е је x (t ) = |y (t )|q−1e −i arg y (t ) за t ∈ Yn и xn(t ) = 0 иначе. Како је

||xn ||pp =

∫

Yn

|y (t )|p q−p dµ(t ) =
n
∑

k=1

|yk (t )|q dµ(t )<+∞

и како је |ϕ(xn)| ≤ ||ϕ|| ||xn || о закључујемо
∫

Yn

|y (t )|q dµ(t )≤ ||ϕ||

�

∫

Yn

|y (t )|q dµ(t )

�1/p

,

ј.
∫

Yn

|y (t )|q dµ(t )≤ ||ϕ||,

оакле слеи ражено о ТМК. �
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3.10. Наомене. Из рехоно сава омах слеи и изоморфизам (l p )∗ ∼=
l q , каа је 1/p +1/q =1.

Нимало изненађујуће, важи и изоморфизам L1(X ,µ)∗ ∼= L∞(X ,µ) ри чему
је роизвољан функционал на L1 ое заа формулом (11), само саа y ∈ L∞.
Лоика је у оме шо из p =1 и 1/p +1/q =1 закључујемо а је q =+∞.

Међуим, саа слеи изненађење. Наиме, L∞(X ,µ)∗ � L1(X ,µ). Наиме, у-
ални росор, росора L∞ је изузено велики. Он у сеи саржи изоморфну
слику росора L1. Разуме се, и ове формула (11), ри чему y ∈ L1 зааје
ораниченлинеаранфункционална L∞. Али ониизлизанису свифункционали
на L∞. Има их изузено мноо који немају акав олик!

Ускоро ћемо оказаи и а је C [a , b ]∗ ∼=N BV [a , b ]. Па иако за већину о саа
навеених римеа Банахових росора имамо солине оисе уално росора,
још увек неможемо а вримо а је уални росор неривијалан. Наиме, нули
функционал увек осоји, а ако руих нема, она кажемо а је уални росор
ривијалан.

Међуим, у случају Банахових росора о се не може ооии. То слеи из
нарене еореме која је јеан о камена емељаца функционалне анализе. Пре
нео шо је формулишемо, осеимо се важне врње еорије скуова.

3.11. Цорнова лема. Нека је (S ,≤) елимично уређен ску. Ланац у ом
скуу је сваки њеов оуно уређен оску.

Ако сваки ланац има орње ораничење, она у S осоји максималан
елемен.

Примеа 1: Иако исмо најраије ланац замислили као · · · ≤ a−1 ≤ a0 ≤ a1 ≤
a2 ≤ . . . , аква ресава није реална, јер нико не аранује а је ланац реројив.
Он може ии ма које кариналноси.

Примеа 2: Максималан елемен имаксимум су јено е исо ако је ореак
оун. Ако је елимичан, она осоји разлика. Максимум је, наиме, највећи
елемен, елемен о коа су сви мањи. Елемен је максималан, ако о њеа нема
већих. Дакле, сви елемени скуа S су или мањи о максимално елемена или
су са њим неуореиви.

Умесо оказа. Цорнова лема је јеан о ознаих еквиваленаа аксиоме
изора. Осали ознаи еквивалени су: Хаусорфов сав о максималноси,
Туки-Тајхмилерова лема, ринци оро уређења, и.

Дакле, Цорнова лема се може оказаи на основу аксиоме изора (и осалих
Z F -акисома еорије скуова), али и орано – може се узеи за аксиому, а она
аксиома изора осаје врђење. �

Цорнова лема се чесо кориси у анализи као нека врса нереројиве ин-
укције. Како и на који начин виеће се већ у оказу нарене еореме.

3.12. Теорема (Хан-Банах). Нека је X нормиран векорски росор, и
L њеов линеаран оросор. (Нема никаквих реосавки о заворе-
носи или комленоси.) Нека је, аље, ϕ : L → C ораничен линеаран
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функционал. Таа осоји ораничен линеаран функционал Λ : X → C
акав а је Λ|L =ϕ и ||Λ||= ||ϕ||. Оисно: функционал се може роужии
са оросора на цео росор ез увећања норме.

Доказ. Доказ ћемо рво оказаи у случају реално оља скалара K=R.
1◦ Прво ћемо оказаи а се функционал може роужии са L на мало

већи оросор, већи ачно за јену имензију. Дакле, нека је y ∈ X и y /∈ L .
Посмарамо оросор L y =L i n{L , y }= {x +λy | x ∈ L ,λ ∈ R}. Ако и хели
а роужимо функционал ϕ на росор L y , она је јеино важно колико је
ϕ(y ). Наиме, аа мора а уе ϕ(x +λy ) =ϕ(x )+λϕ(y ). Ореићемо ϕ(y ) на
слеећи начин.

За роизвољне x1, x2 ∈ L имамо

ϕ(x1)+ϕ(x2) =ϕ(x1+ x2)≤ ||ϕ|| ||x1+ x2||=
= ||ϕ|| ||x1− y + x2+ y || ≤ ||ϕ|| ||x1− y ||+ ||ϕ|| ||x2+ y ||,

оносно
ϕ(x1)− ||ϕ|| ||x1− y || ≤ ||ϕ|| ||x2+ y || −ϕ(x2).

Лева срана не зависи о x2, а есна не зависи о x1. Зао је суремум израза на
левој срани о свим x1 ∈ L мањи о инфимума израза на есној срани о свим
x2 ∈ L , оносно

sup
x∈L

(ϕ(x )− ||ϕ|| ||x − y ||)≤ inf
x∈L

(||ϕ|| ||x + y || −ϕ(x )).

Између ова ва израза може се, рема оме, уменуи реалан рој s . За ако
оарано s и за све x ∈ L имамо

ϕ(x )− ||ϕ|| ||x − y || ≤ s , s ≤ ||ϕ|| ||x + y || −ϕ(x ). (17)

Дефинишимо функционал ϕ1 : L1 → R са ϕ1(y ) = s , оносно ϕ1(x +λy ) =
ϕ(x )+λs . Очилено је ϕ1|L = ϕ, а осаје још а се ровери а се норма не
овећава. За λ> 0, на основу руе нејенакоси у (17) имамо

ϕ1(x +λy ) =λ
�

ϕ
� x

λ

�

+ s
�

≤λ
�

−s + ||ϕ||









x

λ
+ y








+ s
�

= ||ϕ|| ||x +λy ||.

а на основу рве

−ϕ1(x +λy ) =λ
�

ϕ
�

−
x

λ

�

− s
�

≤λ
�

s + ||ϕ||







−
x

λ
− y








− s
�

= ||ϕ|| || − x −λy ||,

а је у сваком случају
|ϕ1(x +λy )| ≤ ||ϕ|| ||x +λy ||,

оносно ||ϕ1|| = ||ϕ||, јер за неаивне λ слично извоимо ооварајуће неје-
накоси.

2◦ У реу. Доказали смо а се функционал може роужии за јену имен-
зију. Она може и за још јену, ј. за ве. Она може и за ри и ако реом.
Нажалос, ове се не може неосрено римении ринци маемаичке инук-
ције. Немамо никакве аранције, а о цело росора имамо само реројиво
мноо корака, а немамо аранције ни а се реројиво мноо корака неће заус-
авии нее ре цело росора X . На овом месу инервенише Цорнова лема.

УочимофамилијуG која се сасоји о уређених арова олика (M ,ϕM ) е је
M линеаран оросор, L ⊆M ⊆ X , аϕM :M →R линеаранфункционал акав а
је ϕM |L =ϕ и ||ϕM ||= ||ϕ||. Дакле, G је фамилија свих роужења функционала
ϕ на неки шири росор ез увећања норме.
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За (M ,ϕM ), (N ,ϕN ) ∈G ефинишемо релацију (M ,ϕM )≤ (N ,ϕN ) ако и само
ако је M ⊆N иϕN |M =ϕM , ј. ако је „већи“ ар роужење „мање“. Очилено је
у иању релација орека. Доказаћемо а (G ,≤) исуњава условеЦорнове леме.
Нека је (Mi ,ϕi ), i ∈ I ланац, ј. оуно уређен оску скуа G . Уочимо ску
M =

⋃

i∈I Mi – очио је у иању векорскиоросор росора X . Дефинишимо
функционал ψ : M →R. За x ∈M осоји ар јено i ∈ I ако а је x ∈Mi . Таа
савимо ψ(x ) = ϕi (x ). Уверимо се а је ψ корекно ефинисан. Ако x ∈Mi и
x ∈ M j аа је или Mi ⊆ M j или M j ⊆ Mi , јер је G ланац. У рвом случају је
ϕ j |Mi

=ϕi , а у руом ϕi |M j
=ϕ j , а је у оа случаја ϕi (x ) =ϕ j (x ).

Пар (M ,ψ) је орње ораничење ланца G . Заиса за i ∈ I је Mi ⊆ M , али
и ψ|Mi

= ϕi неосрено о ефиницији. Према Цорновој леми, фамилија G
има максималан елемен, на ример (Y ,Λ). Осаје а окажемо а је Y = X .
Преосавимо суроно, Y $ X . Таа осоји y ∈ X \Y , а рема већ оказаном
осоји роужење функционала Λ на оросор Li n{Y , y } шо роивречи
максималноси ара (Y ,Λ). Дакле, Y = X и оказ је завршен у реалном случају.

3◦ Нека је саа X нормиран росор на ољем C, L линеаран оросор о
X и ϕ : L →C ораничен функционал. Просор X је ујено и векорски росор
на ужим ољем скалараR, а исо важи и за оросор L . Уочимо ресликавање
ϕ0 : L →R ао са ϕ0(x ) = Reϕ(x ). Лако се вии а је |ϕ0(x )| ≤ |ϕ(x )| ≤ ||ϕ|| ||x ||,
оносно ||ϕ0|| ≤ ||ϕ||. Саа смо риремили ерен за уореу већ оказано
реално случаја.

Међуим, ре оа римеимо а се ϕ може реконсруисаи на основу ϕ0.
Наиме, корисећи а је за сваки комлексан рој z исуњено Im(i z ) = Re z
налазимо

Imϕ(x ) = Im(−iϕ(i x )) =−Reϕ(i x ) =−ϕ0(i x ),

оносно

ϕ(x ) =Reϕ(x )+ i Imϕ(x ) =ϕ0(x )− iϕ0(i x ). (18)

Саа рименимо већ оказани случај на реално линеаран функционал ϕ0, и
увримо а осоји њеово роужење Λ0 : X →R са исом нормом ||Λ0||= ||ϕ0||,
и ефинишемо Λ : X →C са

Λ(x ) =Λ0(x )− iΛ0(i x ).

Доијени функционал је аииван и хомоен у оносу на множење реалним
скаларом. Да и ио хомоен и у оносу на множење комлексним скаларом
реа још јеино оказаи а је Λ(i x ) = iΛ(x ). То међуим, слеи из

Λ(i x ) =Λ0(i x )− iΛ0(i
2x ) =Λ0(i x )+ iΛ0(x ) = i (Λ0(x )− iΛ0(i x )).

Докажимо и а је Λ|L =ϕ. Како за x ∈ L важи i x ∈ L , о је Λ0(x ) =ϕ0(x ), али
и Λ0(i x ) =ϕ0(i x ), и оуа и из (18) имамо (за x ∈ L)

Λ(x ) =Λ0(x )− iΛ0(i x ) =ϕ0(x )− iϕ0(i x ) =ϕ(x ),

ј. важи Λ|L =ϕ.
Осаје још а окажемо а се норма не овећава. Нека је x ∈ X роизвољно.

Оаеримо реалан рој θ ако а важи Λ(x ) = |Λ(x )|e iθ . Биће аа Λ(e −iθ x ) =
|Λ(x )| ≥ 0, а имамо

|Λ(x )|=Λ(e −iθ x ) =Λ0(e −iθ x )− iΛ0(i e −iθ x ).
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Међуим, умањилац у ослењем изразу јенак је нула, јер су вреноси функ-
ционала Λ0 реални ројеви, а цео израз акође риаа R. Тако је

|Λ(x )|=Λ0(e −iθ x )≤ ||Λ0|| ||e −iθ x ||= ||ϕ0|| ||x ||,

оносно ||Λ|| ≤ ||ϕ||, чиме је оказ завршен. �

3.13. Послеице. Тек на основу Хан-Банахове еореме можемо а вримо
а уални росор X ∗ роизвољно Банахово росора X није ривијалан. И не
само а није ривијалан, он је овољно оа а оуно оише олазни росор
X .

Послеице су ове:

(а) Нека је 0 /= x ∈ X ризвољан векор. Таа осоји ϕ ∈ X ∗ ако а
је ||ϕ||= 1 и ϕ(x ) = ||x ||. Друим речима, осоји функционал ϕ који
осиже своју норму на векору x .

() За ило које x /= y ∈ X осоји функционал ϕ ∈ X ∗ акав а је ϕ(x ) /=
ϕ(y ). Кажемо и а уални росор разваја ачке.

(в) За све x ∈ X важи ||x ||= sup
ϕ∈X ∗,||ϕ||=1

|ϕ(x )|.

() Нека је L ≤ X заворен оросор, и y ∈ X акав а је d (y , L) = d > 0
(име наравно y /∈ L). Таа осоји функционал ϕ ∈ X ∗ акав а је
ϕ(y ) = 1, ϕ(x ) = 0 за све x ∈ L и || f || = 1/d . Друим речима уални
росор разваја ачку и оросор.

Доказ. (а) Дефинишемо функционал ϕ0 на јеноимензионалном оро-
сору L i n{x } = {λx | λ ∈ K} са ϕ0(λx ) = λ||x ||. Пресликавање је очилено
линеарно, и важи |ϕ0(λx )|= |λ| ||x ||= ||λx ||, а је ||ϕ0||=1. Према Хан-Банаховој
еореми ϕ0 се може роужии о функционала ϕ на чиавом росору X ез
увећања норме. Таа је ||ϕ||=1, али и ϕ(x ) =ϕ0(x ) = ||x ||.

() Применимо рехоно на векор x − y /= 0. Значи осоји ϕ ∈ X ∗ са
својсвом ϕ(x − y ) = ||x − y ||> 0, ј. ϕ(x ) /=ϕ(y ).

(в) Ако је ϕ ∈ X ∗, ||ϕ|| = 1 она је |ϕ(x )| ≤ ||ϕ|| ||x || ≤ ||x ||, а је есна срана
мања или јенака о леве. Према рвој ослеици осоји ϕ ∈ X ∗ акво а је
||ϕ|| = 1 и ϕ(x ) = ||x ||, а се суремум ревара у максимум и јенак је ураво
||x ||.

() Нека је L1 = L i n{L , y } = {x + λy | x ∈ L ,λ ∈ K}. На оросору L1

ефинишемо функционал ϕ0 са ϕ0(x +λy ) =λ. Очилено је у иању линеаран
функционал, ϕ0|L =0 и ϕ0(y ) = 1. Докажимо и а је ораничен. За λ /=0 имамо

|ϕ0(x +λy )|
||x +λy ||

=
|ϕ0(x/λ+ y )|
||x/λ+ y ||

=
1

||x/λ+ y ||
≤

1

d
,

шо је овољно а закључимо ||ϕ0|| ≤ 1/d . Да је норма аш јенака виимо
ако узмемо низ xn акав а ||xn + y || → d . Таа је, наиме, 1 = ϕ0(xn + y ) ≤
||ϕ0|| ||xn + y || → ||ϕ0||d , оносно ||ϕ0|| ≥ 1/d .

Према Хан Банаховој еореми осоји ϕ ∈ X ∗, роужење функционала ϕ0

које заржава сва ина својсва. �

3.14. Анихилаор. Нека је X нормиран векорски росор и S ⊆ X неки
ску. Анихилаор скуа S (у ознаци S ◦, а онее и S⊥) је

S ◦= {ϕ ∈ X ∗ |ϕ(x ) = 0 за све x ∈ S}.
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С руе сране, за ску T ⊆ X ∗ можемо ефинисаи реанихилаор

T◦= {x ∈ X |ϕ(x ) = 0 за све ϕ ∈ T }.

Анихилаор и реанихилаор су заворени линеарни оросори, ј. S ◦ ≤
X ∗, T◦ ≤ X , ез озира на о какви су S и T .

Заиса, ако ϕ1, ϕ2 ∈ S ◦, аа је за све x ∈ S , (λ1ϕ1 +λ2ϕ2)(x ) = λ1ϕ1(x ) +
λ2ϕ2(x ) = 0, а и λ1ϕ1 +λ2ϕ2 ∈ S ◦. Тако је S ◦ векорски оросор. Да и се
уверили а је заворен, узмимо S ◦ 3 ϕn → ϕ. Конверенција је у норми уално
росора, ј. ||ϕn−ϕ|| → 0. Оале и за свако x ∈ X , |ϕn(x )−ϕ(x )| ≤ ||ϕn−ϕ|| ||x || →
0, а је ϕ(x ) = limϕn(x ) = 0.

Слично се оказује и за реанихилаор. Наиме, ако x1, x2 ∈ T◦ она за све
ϕ ∈ T имамо ϕ(λ1x1 +λ2x2) = λ1ϕ(x1)+λ2ϕ(x2) = 0, а и λ1x1 +λ2x2 ∈ T◦. А,
ако T◦ 3 xn → x , ј. ||xn − x || → 0, она и за све ϕ ∈ X ∗ имамо |ϕ(xn)−ϕ(x )| ≤
||ϕ|| ||xn − x || → 0, оакле је ϕ(x ) = limϕ(xn) = 0, а је T◦ линеаран и заворен.

3.15. Сав. Нека је X Банахов росор и L ≤ X . Таа за уалне росоре
L ∗ и (X /L)∗ важи

L ∗ ∼= X ∗/L ◦, (X /L)∗ ∼= L ◦.

Доказ. За рви изоморфизам ефинишимо ресликавање Φ : X ∗/L ◦→ L ∗ са

Φ(Λ+ L ◦) =Λ|L . (19)

Треа рво оказаи а је ефиниција корекна, оносно а резула у (19) не
зависи о изора ресавника класе. Заиса, ако је Λ1 + L ◦ = Λ2 + L ◦, она је
Λ1−Λ2 ∈ L ◦, а је (Λ1−Λ2)|L =0 и оуа Λ1|L =Λ2|L .

Линеарнос ресликавања Φ је очилена. Да је ресликавање Φ сурјекивно
слеи из Хан-Банахове еореме, јер се сваки функционалϕ ∈ L ∗ може роужии
ез увећања норме о функционала Λ ∈ X ∗.

Осаје а окажемо а је Φ изомерично, јер оале омах слеи а је
инјекивно. Нека јеΦ(Λ+L ◦) =ϕ,ϕ ∈ L ∗. Какоилокојероужењефункционала
ϕ има норму већу или јенаку о ||ϕ|| о имамо ||ϕ|| ≤ ||Λ+ L ◦||, а како осоји и
Хан Банахово роужење и риаа Λ+ L ◦, о је ||ϕ||= ||Λ+ L ◦||.

За руи изоморфизам уочимо канонску ројекцију

π : X → X /L , π(x ) = x + L .

Канонска ројекција је линеарна и има норму јенаку јеан. Линеарнос је
очилена, као и о а је норма ≤ 1. Да је јенака јеан слеи из леме о скоро
орооналном векору. Наиме, осоји x /∈ L , ||x || = 1, d (x , L) > 1− δ, и аа
||π(x )||= ||x + L ||> 1−δ, а с руе сране ||π(x )|| ≤ ||π|| ||x ||= ||π||, а је ||π||> 1−δ
за све δ > 0.

Консруишемо ресликавање Φ : (X /L)∗→ X ∗ са

Φ(Λ) =Λ ◦π, ј. Φ(Λ)(x ) =Λ(π(x )) =Λ(x + L). (20)

Ако је x ∈ L , она је x + L = 0+ L , а је Φ(Λ)(x ) = Λ(0+ L) = 0. Тако је увек
Φ(Λ) ∈ L ◦. Са руе сране, за ило које ϕ ∈ L ◦, ресликавање Λ : X /L →K ао
са Λ(x + L) = ϕ(x ) је корекно ефинисано и важи Φ(Λ) = ϕ. Тако је слика
ресликавања Φ заао са (20) јенака L ◦, ј. Φ је „на“.
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Како је Φ очилено линеарно, реа још оказаи а је реч о изомерији. За
x ∈ X имамо

|Φ(Λ)(x )|= |Λ(x + L)| ≤ ||Λ|| ||x + L || ≤ ||Λ|| ||x ||, (21)

а је ||Φ(Λ)|| ≤ ||Λ||.
С руе сране за Λ ∈ (X /L)∗ имамо

|Λ(x + L)|= |Φ(Λ)(x )| ≤ ||Φ(Λ)|| ||x ||.

Каа о рименимо на векоре олика x+y , е y ∈ L (воећи рачуна о x+y +L =
x +L оијамо |Λ(x +L)| ≤ ||Φ(Λ)|| ||x + y ||, шо осле узимања инфимума о свим
y ∈ L осаје |Λ(x + L)| ≤ ||Φ(Λ)|| ||x + L ||, оносно ||Λ|| ≤ ||Φ(Λ)||. Тиме је оказ
завршен. �

3.16. Сав. Нека је S ⊆ X роизвољан оску росора X . Таа је

(S ◦)◦=L i nS .

Доказ. Неосрено о ефиницији је S ⊆ (S ◦)◦, а како је реанихилаор
увек заворен и линеаран, о оавезно важи L i nS ≤ (S ◦)◦. Преосавимо а
не важи орана инклузија, ј. а је L = L i nS $ (S ◦)◦. Према леми о скоро
орооналном векору, осоји она y ∈ (S ◦)◦, ||y || = 1, d (y , L) > 1/2. Према
ослеици 3.13.() осоји функционалψ акав а је ||ψ||=2,ψ(y ) = 1 иψ(x ) = 0
за све x ∈ L , а име и за све x ∈ S ⊆ L , оносно ψ ∈ S ◦. Међуим, из ослења ва
својсва излази а y /∈ (S ◦)◦ суроно реосавци. �

Примеа: Може се оказаи и а је (T◦)
◦ = L i nT , али окази које знам

захевају аљу еорију. ????

3.17. Друи уал. Друи уал Банахово росора X је уални росор ње-
ово уално росора. Означава се са X ∗∗ умесо са (X ∗)∗.

Уошено је ешко замислии елемене руо уала, али се неки о њих
моу ронаћи у олазном росору X . Наиме за фиксирано x ∈ X , ресликавање

X ∗→K, ϕ 7→ϕ(x ),

акозвано израчунавање у ачки је линеарно. Означимо а са Λx . Оно је и
ораничено, јер је |Λx (ϕ)|= |ϕ(x )| ≤ ||ϕ|| ||x ||, а је ||Λx || ≤ ||x ||. Ове зараво важи
јенакос. Наиме, рема рвој ослеици Хан-Банахове еореме осоји ϕ ∈ X ∗

акво а је ϕ(x ) = ||x || и ||ϕ||=1. Оуа је ||x ||=ϕ(x ) =Λx (ϕ)≤ ||Λ|| ||ϕ||= ||Λ||.
Према оме, ресликавање

X 3 x 7→Λx ∈ X ∗∗ (22)

јесе изомеричко уаање росора X у њеов руи уални росор, или краће
у руи уал.

Дефиниција: ЗаБанаховросорX кажемоа је рефлексиван, ако је оменуо
ресликавање сурјекивно, оносно ако се њиме осиже изоморфизам X ∼= X ∗∗.

На ример, росори L p (X ,µ) за 1< p <+∞ јесу рефлексивни. Просор c0
није рефлексиван, јер је c ∗∗0 = (c ∗0)

∗ ∼= (l 1)∗ ∼= l∞ % c0. Ни росор L1(X ,µ) није
рефлексиван, јер је L1(X ,µ)∗ ∼= L∞(X ,µ), ок је L∞(X ,µ)∗ % L1(X ,µ) шо ћемо
ускоро виеи.
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Примеа: За рефлексивнос није овољно само а важи X ∼= X ∗∗ већ а се
изоморфизам осварује ураво ресликавањем (22). Посоји, наиме, ример
росора X ∼= X ∗∗ е ресликавање (22) није „на“. Тај ример није нимало
јеносаван. ????

Важна наомена: Дуалнос у Банаховим росорима је зараво замена за
скаларни роизво. Соа мнои ауори вренос функционала ϕ у ачки x
која, виели смо, може ии и вренос функционала Λx у ачки ϕ заисују у
симеричном олику

ϕ(x ) =: 〈x ,ϕ〉. (23)

На иси начин, ојмови анихлаора и реанихилаора су замена за ојам
орооналнос комлемена. Наиме, у симеричном заису (23) ефиниција
анихилаора S ◦ ласи

S ◦= {ϕ ∈ X ∗ | 〈x ,ϕ〉=0 за све x ∈ S},

шо (нимало случајно) личи на формулу (2) ефиниције 2.4.

Процес можемо насавии, а ефинисаи и рећи, чеври и. уал.

X ∗∗∗ := (X ∗∗)∗, X ∗∗∗∗= (X ∗∗∗)∗, и.

Ако је X рефлексиван, она су сви уали арно реа изоморфни са X , а сви
неарни са X ∗. Међуим у случају нерефлексивних росора низови арних,
оносно неарних уала се неораничено овећавају.

Оисаћемо саа уални росор росора C [a , b ]. То нисмо моли учинии
раније, јер смо чекали Хан Банахову еорему.

3.18. Сав. Дуални росор росора C [a , b ] изоморфан је са N BV [a , b ].
Прецизније за сваки функционал ϕ ∈C [a , b ]∗ осоји јеинсвена нормал-
изована финкција ораничене варијације y ∈N BV [a , b ] аква а важи

ϕ(x ) =

∫ b

a

x (t )dy (t ), (24)

е је реч о Силјесовом инералу. При оме важи

||ϕ||C ∗ = ||y ||N BV . (25)

Доказ. Да је инералом у (24) заа линеаран функционал на росору
C [a , b ] је очилено. Да је ораничен, слеи из

�

�

�

�

�

∫ b

a

x (t )dy (t )

�

�

�

�

�

≤
∫ b

a

|x (t )|dV y (t )≤ max
a≤t≤b

|x (t )|V b
a y =V b

a y ||x ||.

Оале је омах
||ϕ||C ∗ ≤ ||y ||N BV . (26)

Како је свака нерекина функција ораничена, и како је за њу максимум
јенак суремуму, о јеC [a , b ]≤ L∞((a , b ), m), е јеm Лееовамера. Ако јеϕ ∈
C [a , b ]∗ он се може, рема Хан-Банаховој еореми роужии о функционала
Λ ∈ (L∞)∗, ез увећања норме.

Да исмо консруисали функцију y савимо y (t ) = Λ(χ[a ,t )), е је, као и о
саа χA ознака за каракерисичну функцију скуа A. Услов y (a ) = 0 је исуњен
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о ефиницији. Докажимо рво а је функција y ораничене варијације. Нека
је

P : a = t0 < t1 < · · ·< tn = b (27)

роизвољна оела инервала [a , b ]. Ореимо ројеве θk ∈ [0,2π) ако а важи
y (tk )− y (tk−1) = |y (tk )− y (tk−1)|e iθk , ј. θk =arg(y (tk )− y (tk−1)). Функција

n
∑

k=1

e −iθkχ[tk−1,tk )

у свакој ачки има асолуну вренос јенаку јеан, а јењена L∞ норма јенака
јеан. Како јеχ[tk−1,tk ) =χ[0,tk )−χ[0,tk−1), о јеΛ(χ[tk−1,tk )) = y (tk )−y (tk−1), аимамо

n
∑

k=1

|y (tk )− y (tk−1)|=
n
∑

k=1

e −iθk (y (tk )− y (tk−1)) =

=Λ

�

n
∑

k=1

e −iθkχ[tk−1,tk )

�

≤ ||Λ||
















n
∑

k=1

e −iθkχ[tk−1,tk )
















= ||Λ||,

шо осле узимања суремума о свим оелама инервала [a , b ] осаје

||y ||N BV =V b
a y ≤ ||Λ||.

То зајено са (26) аје (25).
Функција y је ораничене варијације, а има највише реројиво мноо

рекиа. По ореи, у ачкама рекиа, фукцију y реефинишемо ако а
уе нерекина с лева, ј. у ачкама рекиа савимо y (t ) = y (t−). Таа је са
λy ([α,β)) = y (β)− y (α) зааа комлексна Борелова мера на [a , b ].

Докажимо саа а за ако оарану функцију y важи (24). Нека је x ∈C [a , b ]
ао, и нека је ε > 0 роизвољно. Уочимо δ > 0 ако а важи услов равномерне
нерекиноси, ј. ако а |s − t |< δ овлачи |x (s )− x (t )|< ε. Нека је оела P
аа са (27) аква а је λ(P )<δ. Дефинишимо функцију xP са

xP (t ) =
n
∑

k=1

x (tk )χ[tk−1,tk )(t ). (28)

За t ∈ [tk−1, tk ) важи |t−tk | ≤λ(P )<δ иоуа |x (t )−x (tk )|< ε, а је ||x−xP ||L∞ ≤ ε.
Оуа је

|Λ(x )−Λ(xP )| ≤ ||Λ||ε. (29)

С руе сране, имамо

Λ(xP ) =
n
∑

k=1

x (tk )Λ(χ[tk−1,tk )) =
n
∑

k=1

x (tk )(y (tk )− y (tk−1)) =
n
∑

k=1

x (tk )λy ([tk−1, tk )) =

=

∫ b

a

xP dλy ,

а је
�

�

�

�

�

∫ b

a

x dλy −Λ(xP )

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

∫ b

a

x dλy −
∫ b

a

xP dλ

�

�

�

�

�

≤ ||x − xP ||∞V b
a y <V b

a y ε.

Оале, и из (29) налазимо
�

�

�Λ(x )−
∫ b

a
x dλy

�

�

� ≤ ε(||Λ||+ V b
a y ), оносно ϕ(x ) =

Λ(x ) =
∫ b

a
x dλy , јер ε може ии роизвољно мало.



52 3. ОПЕРАТОРИ, ФУНКЦИОНАЛИ

Најза, а је функција y јеинсвена, слеи, јер ако јенакос важи за ве
функције y1 и y2, она је и y1− y2 ∈N BV [a , b ], а је

0=

∫ b

a

x (t )d(y1(t )− y2(t )),

а на основу јенакоси (25) налазимо ||y1 − y2||= 0, ј. y1 = y2. Овиме је оказ
завршен. �

3.19. Послеица. L∞((a , b ), m)∗ % L1((a , b ), m). Дакле у ошем случају
уални росор, росора L∞ није изоморфан са L1.

Доказ. Из рехоно сава можемо закључии а је C [a , b ]∗ % L1(a , b ). За-
иса, ресликавање

L1(a , b ) 3 f 7→ f dm ∈M (a , b )

је изомеричко уаање, јер је

|| f dm ||M = | f dm |(a , b ) =

∫ b

a

| f |dm = || f ||1.

Међуим, слика о ресликавања није цео росорM , наиме, њеа сачињавају
искључиво мере асолуно нерекине у оносу на Лееову.

С руе сране, росори M (a , b ) и N BV [a , b ] су изоморфни, јер је рес-
ликавање

N BV [a , b ] 3 g 7→λg ∈M (a , b )

које функцији g оељује ооварајућу Лее-Силјесову меру, изомерички
изоморфизам. Наиме, |λg |(a , b ) =V b

a g .
Каа смо закључили C [a , b ]∗ % L1(a , b ), она на основу Сава 3.15 имамо

L1(a , b ) $ C [a , b ]∗ ∼= L∞(a , b )∗/C [a , b ]◦, оакле се вии а је L∞(a , b )∗ знано
већи росор о L1(a , b ). �

Посојенаравно, римериросора самером (X ,M,µ) аквиа је L∞(X ,µ)∗ ∼=
L1(X ,µ). На ример, X = {1,2, . . . , n}, а µ= ν ројачка мера.

Ајунован и конјуован оераор

3.20. Билинеарнеформе. Нека јеH Хилеров росор, и нека је A :H →H
ораничен линеаран оераор. Пресликавање Ω :H ×H →K

Ω(x , y ) = 〈Ax , y 〉, (30)

има слеећа својсва

(i) Ω(λ1x1+λ2x2, y ) =λ1Ω(x1, y )+λ2Ω(x2, y );
(ii) Ω(x ,µ1y1+µ2y2) =µ1Ω(x , y1)+µ2Ω(x , y2);
(iii) Посоји консана M > 0 аква а је |Ω(x , y )| ≤M ||x || ||y ||.
Прва ва су јеносавне ослеице линеарноси, оносно анилинеарноси

скаларно роизвоа, ок се реће лако извои омоћу Коши Шварцове неје-
накоси

|Ω(x , y )|= |〈Ax , y 〉| ≤ ||Ax || ||y || ≤ ||A|| ||x || ||y ||. (31)
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Посакнуи овим римером ефинишемо ојам илинеарне форме. Наиме,
ресликавање Ω : H ×H → K које исуњава својсва (i), (ii) и (iii) називамо
ораничена илинеарна форма или ораничен илинеаран функционал.

Примеа: Термин „илинеарна“ није о краја рецизан, јер Ω није лин-
еарно о ое роменљиве, нео је линеарно о рвој, а анилинеарно о руој
роменљивој. И енлески и руски језик имају зоне ермине којима оисују
овај феномен. Они у нашој ранскрицији ласе „сесквилинеарна“, оносно
„олуоралинеарна“ форма и орилике значе „јеан и о уа линеарна“. Сви
оменуи изрази не звуче лео, е се ове кориси израз „илинеарна“ уркос
оме шо је нерецизан.

Најмања консана M за коју важи својсво (iii) назива се норма илинеарно
фуинкционала Ω и означава се са ||Ω||. Као и у случају оераора, моу се извеси
формуле за израчунавање норме ||Ω||:

||Ω||= sup
0 /=x ,y ∈H

|Ω(x , y )|
||x || ||y ||

= sup
||x ||=||y ||=1

|Ω(x , y )|= sup
||x ||,||y ||≤1

|Ω(x , y )|.

Примеимо а из (31) излази
||Ω|| ≤ ||A||. (32)

Међуим важи и орано:

3.21. Сав. За сваки ораничен илинеаран функционал, осоји јеин-
свен ораничен оераор A ∈ L(H ) акав а важи (30). Таа важи и
||Ω||= ||A||.

Доказ. Фиксирамо x ∈ H и осмарамо ресликавање ϕx : H → K ао са
ϕx (y ) = Ω(x , y ). На основу својсва (ii), ресликавање ϕx је линеарно, а на
основу својсва (iii) оно је ораничено. Прецизније важи ||ϕx || ≤ ||Ω|| ||x ||, јер је
|ϕx (y )|= |Ω(x , y )| ≤ ||M || ||x || ||y ||.

Према Рисовој еореми, осоји јеинсвен векор z = z (x ) ∈ H акав а
важи ϕx (y ) = 〈y , z 〉, ј. Ω(x , y ) = 〈y , z 〉= 〈z , y 〉, оносно

Ω(x , y ) = 〈z , y 〉.

Дефинишемо ресликавање A :H →H са Ax = z (x ). Таа је

Ω(x , y ) = 〈Ax , y 〉.

За саа не знамо чак ни а је A линеарно. Међуим, на основу својсва (i), за све
x1, x2, y ∈H и све λ1, λ2 ∈K имамо

〈A(λ1x1+λ2x2), y 〉=Ω(λ1x1+λ2x2, y ) =λ1Ω(x1, y )+λ2Ω(x2, y ) =

λ1〈Ax1, y 〉+λ2〈Ax2, y 〉= 〈λ1Ax1+λ2Ax2, y 〉,

ј. 〈A(λ1x1 +λ2x2)− (λ1Ax1 +λ2Ax2), y 〉 = 0 за све y оакле је A(λ1x1 +λ2x2)−
(λ1Ax1+λ2Ax2) = 0, а је A линеарно.

С руе сране, важи и

|〈Ax , y 〉|= |Ω(x , y )| ≤ ||Ω|| ||x || ||y ||,

за све x , y ∈ H , а каа савимо y = Ax налазимо ||Ax ||2 ≤ ||Ω|| ||x || ||Ax ||, ј.
||Ax || ≤ ||Ω|| ||x ||, оакле је ||A|| ≤ ||Ω||, шо зајено са (32) аје ||A||= ||Ω||. �
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3.22. Сав (ајунован оераор). Нека је H Хилеров росор, и нека
је A : H → H ораничен линеаран оераор. Таа осоји јеинсвен
оераор A∗ :H →H акав а за све x , y ∈H важи

〈Ax , y 〉= 〈x , A∗y 〉. (33)

При оме је ||A∗|| = ||A||. Оераор A∗ назива се ајунован оераор
оераору A.

Прируживање A 7→ A∗ има слеећа својсва

(i) (A∗)∗= A;
(ii) (λA +µB )∗=λA∗+µB ∗;
(iii) (AB )∗= B ∗A∗

(iv) ||A∗A||= ||A||2.

Доказ. ПресликавањеΩ :H×H →Kао саΩ(y , x ) = 〈Ax , y 〉 је јеанораничен
илинеаран функционал. Лако се вии и а је ||Ω|| = ||A|| (јер је |〈Ax , y 〉| =
|〈Ax , y 〉|). Према рехоном саву осоји јеинсвен оераор B са својсвом
Ω(y , x ) = 〈B y , x 〉, ј. 〈Ax , y 〉= 〈B y , x 〉= 〈x , B y 〉, а је

〈Ax , y 〉= 〈x , B y 〉.

Соа можемо савии A∗ := B , јер је ||B ||= ||Ω||= ||A||.
Јенакос (33) у оуноси оређује ајунован оераор, е омоћу ње

оказујемо својсва ресликавања A 7→ A∗. Наиме, за све x , y ∈H имамо

〈x , A∗∗y 〉= 〈A∗x , y 〉= 〈x , Ay 〉,

оакле је A∗∗y −Ay ороонално на све x ∈H , а је јенако нули. Тако важи (i).
За оказ осоине (ii) рачунамо

〈x ,(λA +µB )∗y 〉= 〈λAx +µB x , y 〉=λ〈Ax , y 〉+µ〈B x , y 〉=

=λ〈x , A∗y 〉+µ〈x , B ∗y 〉= 〈x ,(λA∗+µB ∗)y 〉,

а за оказ осоине (iii)

〈x ,(AB )∗y 〉= 〈AB x , y 〉= 〈B x , A∗y 〉= 〈x , B ∗A∗y 〉,

Шо се иче осоине (iv) имамо рво ||A∗A|| ≤ ||A∗|| ||A||= ||A||2 шо чини јену
нејенакос. Шо се иче оране, за ило које ||x ||=1, имамо

||Ax ||2 = 〈Ax , Ax 〉= 〈A∗Ax , x 〉 ≤ ||A∗A|| ||x ||2 = ||A∗A||,

а каа узмемо суремум о свим x , ||x ||=1 оијамо ||A||2 ≤ ||A∗A||. �

Примеа:Појамајуновано оераора заснован јена скаларномроизвоу.
Ајунован оераор је уошење ојма рансоноване марице. О оме виеи
вежање 3.26. У Банаховим росорима скаларно роизвоа нема, али осоји
каква аква замена, ојам уално росора. Соа:

3.23. Конјуован оераор. Нека су X и Y Банахови росори, A ∈ L(X ;Y )
и нека је ϕ ∈ Y ∗. Пресликавање ϕ ◦A =ϕA : X →K је линеарно као комозиција
ва линеарна, и ораничено, јер је

|(ϕA)(x )|= |ϕ(Ax )| ≤ ||ϕ|| ||Ax || ≤ ||ϕ|| ||A|| ||x ||,

оакле је и ||ϕA|| ≤ ||ϕ|| ||A||.
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Дефинишемо ресликавање A∗ : Y ∗→ X ∗ са

A∗ϕ=ϕA.

Пресликавање A∗ назива се конјуован оераор оераору A.

Конјуован оераор A∗ је линеаран, ораничен и важи ||A∗||= ||A||.

Заиса, а је A∗ линеаран слеи јер за све x ∈ X имамо

A∗(λϕ+µψ)(x ) = (λϕ+µψ)Ax =λϕAx +µψAx = (λA∗ϕ+µA∗ψ)(x ),

ј.

A∗(λϕ+µψ) =λA∗ϕ+µA∗ψ.

Ораниченос слеииз ||A∗ϕ||= ||ϕA|| ≤ ||A|| ||ϕ||, оакле је и ||A∗|| ≤ ||A||. Докажимо
саа и орану нејенакос. Нека је x ∈ X , ||x || = 1 векор за који важи ||Ax || >
||A|| − ε, е је ε > 0 унаре заа рој. Према рвој ослеици Хан-Банахове
еореме осоји функционал ϕ акав а је ||ϕ|| = 1 и ϕ(Ax ) = ||Ax ||. За ако
оаране ϕ и x имамо

||A∗ϕ|| ≥ |(A∗ϕ)x |= |ϕ(Ax )|= ||Ax ||> ||A|| − ε, ј. ||A∗|| ≥ ||A∗ϕ||> ||A|| − ε,

а је и ||A∗|| ≥ ||A|| јер ε може ии роизвољно.

3.24. Сав. Пресликавање ∗ : L(X ;Y )→ L(Y ∗;X ∗) има слеећа својсва:

(i) (λA +µB )∗=λA∗+µB ∗;
(ii) Ако A ∈ L(Y ;Z ) и B ∈ L(X ;Y ) она (AB )∗= B ∗A∗;
(iii) Ако су X и Y рефлексивни Банахови росори, она је A∗∗= A.

Доказ. (i) За ϕ ∈ Y ∗ и x ∈ X , имамо (λA + µB )∗ϕ(x ) = ϕ((λA + µB )x ) =
λϕ(Ax )+µϕ(B x ) = (λA∗+µB ∗)ϕ(x ).

(ii) За ϕ ∈ Z ∗ и x ∈ X имамо (AB )∗ϕ(x ) =ϕ(AB x ) = A∗ϕ(B x ) = B ∗A∗ϕ(x ).
(iii) Нека је Λx ∈ X ∗∗ функционал заа са Λx (ϕ) =ϕ(x ) за све ϕ ∈ X ∗. Таа је

за ψ ∈ Y ∗ A∗∗Λx (ϕ) = Λx (A∗ψ) = A∗ψ(x ) =ψ(Ax ) = ΛAxψ, а је A∗∗Λx = ΛAx , шо
уз изоморфизам, ј. иенификацију x ↔Λx аје A∗∗x = Ax . �

Вежања

3.1. Доказаи а је са ηn =
+∞
∑

k=0

1
n2k2 ξk ефинисано јено линеарно ресликавање A : l 2→ l 2, Ax = y ,

x = (ξk )+∞k=0, y = (ηk )+∞k=0. Доказаи а је A ораничен и израчунаи му норму.

3.2. Нека је Ω⊆C [0,1] а са Ω= {x ∈C [0,1] | x (0) = x (1) = 0}.
а) Доказаи а је Ω заворен векорски оросор о C [0,1];
) Нека је C0(−∞,+∞) ску а са

C0(−∞,+∞) = {x : (−∞,+∞)→C | x нерекина, lim
t→±∞

x (t ) = 0},

а норма на њему је аа са ||x ||= supt ∈R |x (t )|. Доказаи а се sup може замении са max. Доказаи

а је ресликавање T : Ω→ C0(−∞,+∞) ао са (T x )(t ) = x
�

2t−1
t (1−t )

�

изомерички изоморфизам,

ј. а је линеарно и а је ||T x || = ||x ||. Закључии оале а је C0(−∞,+∞) Банахов росор.
[Уусво: искорисии чињеницу а се ресликавањем t 7→ (2t −1)/t (1−t )инервал (0,1) ијекивно
ресликава на (−∞,+∞).]
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3.3. За функцију x ∈ L1(R) њена Фуријеова рансформација је аа са

(F x )(s ) =
1
p

2π

∫ +∞

−∞
e −i s t x (t )dt . (34)

а) Доказаи а је функција F x нерекина (искорисии ТДК);
) Доказаи а је lims→±∞ F x (s ) = 0;
в) Доказаи а је ресликавање F : L1(R)→ C0(−∞,+∞) ао са (34) корекно ефинисано,

линеарно и ораничено;
) Доказаи а је ||F ||= 1/

p
2π. [Уусво: За x ≥ 0 је (F x )(0) = (1/

p
2π)||x ||.

3.4. Нека је α реалан рој.
а) Доказаи а је ску

L1([0,+∞), e −αt dt ) = {x : [0,+∞)→C | x мерљива, ||x ||α =

∫ +∞

0

e −αt |x (t )|<+∞}

Банахов росор.
) Доказаи а је ску C0[α,+∞) = {x : [α,+∞) | x нерекина, limt→+∞ x (t ) = 0} Банахов

росор ако се на њему увее норма са ||x ||= supt≥0 |x (t )|. Да ли умесо sup може а соји max?
в) Доказаи а је ресликавање L : Mα→C [α,+∞) ао са

L x (s ) =

∫ +∞

0

e −s t x (t )dt , (Лаласова рансформација)

корекно ефинисано, линеарно и ораничено;
) Ореии ||L ||.

3.5. Дао је ресликавање V : L2(0,1)→ L2(0,1) са

(V f )(t ) =

∫ t

0

f (τ)dτ, (Волерин оераор).

а) Доказаи а је V линеаран, ораничен и оцении му норму, ј. наћи консану M акву а је
||V || ≤M . [Уусво: римении Хелерову нејенакос на f и 1];

) Да ли је слика ran V заворен оросор?

3.6. Дао је ресликавање A : l p → l p (p > 1) са Ax = A(ξ1,ξ2, . . .) = (ξ1,ξ2/2, . . . ,ξn/n , . . .).
а) Доказаи а је A линеаран, ораничен и а је ||A||= 1;
) Доказаи а слика ran A није заворена. [Уусво: ran A саржи азне векоре e1, али не

саржи векор (1/n)n≥1.]

3.7. Нека је X Банахов росор и нека је L(X ) = L(X ; X ) росор свих ораничених линеарних
ресликавања росора X у само сее.

а) Ако A, B ∈ L(X ) оказаи а и комозиција AB (скраћена ознака за A ◦ B ) риаа L(X ).
Доказаи и ||AB || ≤ ||A|| ||B ||;

) Доказаи а важе оа закона исриуивноси A(B + C ) = AB + AC , (A + B)C = AC + B C .
Примером оказаи а не важи закон комуаивноси AB = B A. [Уусво: Ако је dim X = n <+∞,
она се L(X ) може оисаи марицама иа n ×n .]

в) L(X ) је рсен у оносу на оерације + и ◦. Доказаи. Да ли ај рсен има јеинични
елемен?

3.8. Нека је A ∈ L(x ) = L(X ; X ), и нека је ||A||< 1.

а) Доказаи а је ре B =
∑+∞

n=0 An асолуно конверенан, а име и конверенан;
) Доказаи а је B(I − A) = (I − A)B = I , е је I ознака за иенички оераор, а извеси

закључак а је I −A инвериилно ресликавање ка о је ||A||< 1.

3.9. Нека је A ораничен линеаран оераор на Банаховом росору X . Исиаи а ли изрази
‖x‖1 = ‖Ax‖, ‖x‖2 = ‖x‖+ ‖Ax‖ заају увек норму на X ? Да ли је X Банахов росор у оносу на е
норме? Да ли су е норме еквиваленне олазној?

3.10. Нека је X = {x ∈ C [0,1] |∃x ′, x ′′- нерекини, x (0) = x (1) = 0} оросор росора C [0,1] и
нека је A : X →C [0,1] Ax = x ′′.

а) Доказаи а је X векорски оросор, а није заворен и а није свуа ус у C [0,1]. [За
ослење xn → x овлачи xn (0)→ x (0).]
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) Доказаи а x1, x2 ∈ X , x1 /= x2⇒ Ax1 /= Ax2;

в) За y ∈C [0,1] консруишемо функцију x (s ) =
1
∫

0

K (s , t )y (t )dt , е је

K (s , t ) =

�

−t (1− s ), 0≤ t ≤ s ≤ 1

−s (1− t ), 0≤ s ≤ t ≤ 1
.

Доказаи а је Ax = y ;
) Доказаи а осоји инверзни оераор A−1 : C [0,1]→ X ;
) Доказаи а је ‖A−1‖< 1 и наћи сва решења јеначине Ax = x .

3.11. Доказаи а је c ∗ ∼= l 1, ј. а за ϕ ∈ c ∗ осоји јеинсвено y = (η0,η1, . . .) ∈ l 1 са својсвом

ϕ(x ) =η0 lim
n→+∞

ξn +
+∞
∑

n=1

ξnηn , x = (ξn ), (35)

као и а је ||ϕ||= ||y ||1. [Поре en осмараи и векор e = (1,1, . . .) и оказаи а за x = (ξ1,ξ2, . . .),
и ξ= limn→+∞ξn важи ||x − (ξe −

∑n
k=1(ξk −ξ)ek )|| → 0.]

3.12. Доказаи а је L1(X ;µ)∗ ∼= L∞(X ;µ), ј. а за сваки ϕ ∈ L1(X ;µ) осоји јеинсвена функција
y ∈ L∞ аква а је

ϕ(x ) =

∫

X

x (t )y (t )dµ(t ),

као и а је ||ϕ||= ||y ||∞.

3.13. Нека је c1 ску оних низова x = (ξn ) ∈ l∞ за које осоји

lim
n→+∞

ξ1 +ξ2 + · · ·+ξn

n
. (36)

а) Доказаи а је c1 линеаран оросор о l∞. Да ли је c1 заворен?
) Показаи а је са (36) ефинисан ораничен линеаран функционал на c1. Доказаи а осоји

ϕ ∈ (l∞)∗ акав а је ϕ|c1 олика (36).
в) Доказаи а ϕ не може ии олика (35) нии олика (8), а закључии а је (l∞)∗ % l 1.

3.14. Нека је X Банахов росор, и нека ϕ ∈ X ∗.
а) Доказаи а је dim(X /kerϕ) = 1. [За ма које x , y ∈ X , ϕ(x )y −ϕ(y )x ∈ kerϕ, а су свака ва

x +kerϕ и y +kerϕ линеарно зависна.]
) Ако је ϕ(x ) /= 0 оказаи а је ||ϕ||= |ϕ(x )|/d (x ,kerϕ). [Имиираи оказ чевре ослеице

Хан-Банахове еореме.]

3.15. Нека је X Банахов росор и L ≤ X , dim L = n < +∞. Доказаи а је L комлеменаран.
[За азу x j , 1 ≤ j ≤ n о L формираи функционале ϕ j , ||ϕ j || = 1, ϕ j (x j ) = ||x j || и оказаи а је
X = L õM , е је M = kerϕ1 ∩ . . .kerϕn .]

3.16. Нека је X Банахов росори L ≤ X оросор коначне коимензије, ј. dim(X /L) = n <+∞.
а) Доказаи а је L комлеменаран. [Искорисии лему о скоро орооналном векору, а се

нађу x1, . . . , xn ј. x j + L аза за X /L .]
) Доказаи а осоје ϕ1, . . . , ϕn ∈ X ∗ ј. L = kerϕ1 ∩ · · · ∩kerϕn .

3.17. Нека су t1, . . . , tn ∈ [a , b ], нека су c j ∈ C, и нека је ϕ : C [a , b ]→ C ао са ϕ(x ) = c1x (t1) +
c2x (t2)+ · · ·+ cn x (tn ).

а) Доказаи а је ϕ ораничен линеаран функционал на росору C [a , b ].
) С озиром на ререзенацију уално росора C [a , b ]∗ ореии функцију g ∈ N BV [a , b ]

ако а је ϕ(x ) =
∫ b

a x (t )dg (t ).
в) Ореии норму ||ϕ||.

3.18. Нека је ϕ : c0→C а са ϕ(x ) =
∑+∞

k=1ξk /2
k .

а) Ореии ||ϕ||.
) Доказаи а осоји нереројиво мноо различиих функционала Λ : c → C аквих а је

Λ|c0 =ϕ. [Уореии формуле (8) и (35).]
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3.19. Нека је h : [a , b ]→ [a , b ] нерекина, расућа функција, аква а је g (a) = a и g (b ) = b .

а) Доказаи а је са ϕ(x ) =
∫ b

a x (h(t ))dt ефинисан ораничен линеаран функционал на ро-
сору C [a , b ].

) С озиромна ререзенацију уално росораC [a , b ]∗ ореиифункцију g ∈N BV [a , b ] ако

а је ϕ(x ) =
∫ b

a x (t )dg (t ). [Прво сецијалан случај каа су функције h и h−1 ифернецијаилне
(смена роменљиве), а осле смена роменљиве у Силјесовом инералу. По ореи може рво и
још конкреније, нр. a = 0, b = 1, h(t ) = t 2.]

3.20. Нека је Y векорски оросорБанахово росора X инека јеT : Y → l∞ ораничен линеаран
оераор. Доказаи а осоји роужење T1 : X → l∞ оераора T акво а је ‖T1‖= ‖T ‖. [Нека је
Tj : Y →C функционал који векору из y ∈ Y оељује j -у кооринау векора T y ∈ l∞. Сваки о
њих роужии о еореми Хана Банаха.]

3.21. Нека је qn низ свих рационалних ројева из [0,1], нека је

ϕ(x ) =
+∞
∑

k=1

1

2k
x (qk ),

а) Доказаи а је ϕ ораничен линеаран функционал на C [0,1].

) Како саа излеа функција g ако а је ϕ(x ) =
∫ 1

0
x dg ?

в) Ореии норму ||ϕ||.

3.22. Нека је ϕ(x ) =
∫ b

a x (t )dg (t ) ораничен линеаран функционал на C [a , b ]. Показаи а је g
расућа (ј. а је ооварајућа Лее-Силјесова мера озиивна) ако и само ако ϕ има својсво а
је ϕ(x ) ≥ 0 за све x за које је ∀t , x (t ) ≥ 0. [За ежи смер: нерекине су усе у L1, а римении
инерал на χE .]

3.23. Нека је ϕ ∈C [a , b ]∗. Доказаи а је ϕ мулиликаиван (ј. а је ϕ(x y ) =ϕ(x )ϕ(y ) ако и само
ако је олика ϕ(x ) = x (t ) за неко t ∈ [a , b ]. [За ежи смер: ако осоје исјункни скуови A и B ј.
λg (A), λg (B) /= 0 консруисаи функције x и y које оарају мулиликаивнос. Оале закључии
а је λg аомарна мера, ј. а је λg ([a , b ] \ {t }) = 0.]

3.24. Нека је X рефлексиван Банахов росор, и нека је ϕ ∈ X ∗. Доказаио а осоји x ∈ X , акво а
је ||x ||= 1 и ϕ(x ) = ||ϕ||. [Према рвој ослеици Хан-Банахове еореме наћи ооварајуће Λ ∈ X ∗∗,
а заим на основу рефлексивноси x , ј. Λ=Λx .]

3.25. Нека је X рефлексиван Банахов росор, и нека је T ⊆ X ∗. Доказаи а је (T◦)
◦ = L i n(T ).

[Искорисии (T ◦)◦=L i n(T ) и X ∗∗ ∼= X .]

3.26. Нека је H = Cn коначно имензионалан Хилеров росор са скаларним роизвоом

〈x , y 〉= 〈(ξ1,ξ2, . . . ,ξn ),(η1,η2, . . . ,ηn )〉= ξ1η1 +ξ2η2 + · · ·+ξnηn ,

и нека је A : H → H линеарно ресликавање са марицом [αi j ]
n
i=1,

n
j=1. Доказаи а ајуновано

ресликавање A∗ има марицу [α j i ]
n
i=1,

n
j=1, ј. а је марица ајуновано оераора рансонована

марица којој су сви чланови комлексно конјуовани.

3.27. Нека је A : C [0,1]→C [0,1] ао са y = Ax ,

y (s ) =

∫ 1

0

x (t )sin(s t )dt .

а) Доказаи а је A линеаран, ораничен и оцении норму.
) Ореии конјуован оераор A∗ : N BV [0,1]→N BV [0,1].
в) Корисећи еорему Арцела-Асколија, оказаи а је слика јеиничне лое {Ax | ||x || ≤ 1}

релаивно комакан ску.

3.28. Нека је A : l 1→ L p (0,1), 1< p <+∞ ао са y = Ax ,

y (t ) =
+∞
∑

k=0

ξk t k , x = (ξ0,ξ1, . . .).

а) Доказаи а је A линеаран, ораничен и оцении норму.
) Ореии конјуован оераор A∗ : L q (0,1)→ l∞.
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в) Мења ли се ша, ако је p = +∞?

3.29. Нека је δ > 0. Дао је ресликавање T : l 2→ l 2 са T x = y ,

ηn =
1

n1+δ

n
∑

k=1

ξk , x = (ξk )k≥1, y = (ηk )k≥1.

а) Доказаи а је T линеаран, ораничен и оцении норму.
) Ореии ајуован оераор T ∗.

3.30. Дао је ресликавање T : L2(0,1)→ L2(0,1) са T x = y ,

y (t ) = g (t )x (t ).

а) Доказаи а је T линеаран, ораничен и оцении норму.
) Ореии ајуован оераор T ∗.
в) Доказаи а је T = T ∗ ако и само ако g (t ) ∈R скоро свуа у оносу на меру Лееа.

3.31. Дао је ресликавање A : C [0,1]→C [0,1] са Ax (s ) = x (s )+
∫ s
0

sin(s + t )x (t )dt .
а) Доказаи а је реч о ораниченом линеарном ресликавању, чија норма не ревазилази 2.
) Ореии конјуовани оераор A∗ : N BV [0,1]→N BV [0,1].

3.32. НаХилеровомросору l 2 са уоичајеним скаларнимроизвоома је оераорU : l 2→ l 2,
са U (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4, . . .) = (ξ2,ξ4,ξ6, . . .).

а) Ореии ајунован оераор U ∗.
) Доказаи а ораор U није 1−1, али а јесе „на“.

3.33. На Хилеровом росору L2(0,+∞) ао је ресликавање T f (x ) = f (x +1).
а) Ореии ајунован оераор T ∗.
) Исиаи а ли важи T T ∗= T ∗T .

3.34. Нека јеα> 0, p > 1 и 1/p +1/q = 1. Формуломηn = n−α
∫+∞
0

e −n t f (t )dt , ао је ресликавање

A : L p (0,+∞)→ l q , y = (ηn )+∞n=1 = A f .
а) Доказаи а је A линеаран и ораничен оераор.
) Ореии конјуован оераор A∗ : l q∗→ L p (0,+∞)∗.

3.35. Низу (ξn ) ∈ c0 оелимо функцију f на слеећи начин. f (x ) = n(n + 1)(ξn −ξn+1)x + (n +

1)ξn+1 −nξn , за
1

n+1 ≤ x ≤ 1
n .

а) Показаи а је функција f нерекина на (0,1], е а је име корекно заао ресликавање
A : c0→C [0,1].

) Доказаи а је A ораничено линеарно ресликавање и ореии њеову норму.
в) Наћи конјуован оераор A∗ : N BV [0,1]→ l 1.

3.36. Дао је ресликавање A : L p (0,1)→ l p , омоћу Ax = y , ηn = 1
n2

∫ 1

0
t n2

x (t )dt . Доказаи а је
A линеаран и ораничен оераор и ореии A∗.
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Каеорије

4.1. Дефиниција. Нека је (M , d ) мерички росор.

(а) За ску A ⊆ M кажемо а је ние ус ако њеово заворење нема ун-
урашњих ачака, ј. ако је int A = ;. Очолено је сваки оску ние
усо скуа акође ние ус.

() За ску A ⊆M кажемоа јерве каеоријеилирве Берове1 каеорије ако
се може риказаи као највише реројива унија ние усих скуова,
ј. ако је A =

⋃+∞
n=1 Fn , е су Fn ние уси скуови.

На ример, ску рационалних ројева је рве каеорије у меричком ро-
сору (R, d ), е је d (x , y ) = |x − y | санарна мерика. Заиса, скуови

Fn =

§

k

n
| k ∈Z

ª

, n ∈N

су заворени и сасоје се о изолованих ачака, а су ние уси, а очио Q =
⋃+∞

n=1 Fn .
Такође оску скуа рве каеорије акође је рве каеорије.

(в) За ску A ⊆M кажемо а је руе каеорије или руе Берове каеорије
ако није рве каеорије.

4.2. Теорема (Берова о каеоријама). Нека је (M , d ) комлеан ме-
рички росор. Таа је M руе (Берове) каеорије у самом сеи.

Доказ. Преосавимо суроно, а је

M =
+∞
⋃

n=1

An , (1)

1René-Louis Baire (1874-1932) – француски маемаичар
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е су An ние уси скуови. Како је за свако n , An ⊆ An , о је она и M =
⋃+∞

n=1 An , ри чему сви скуови An имају разну унурашњос, ј. не сарже ни
јену оворену лоу.

Формирамо инукивно, низ ачака xn и низ ројева rn > 0 ако а важи

B (xn ; rn)⊆ B (xn−1; rn−1/2)∩A
C

n (2)

на слеећи начин.
Нека је x1 ∈ A

C

1 роизвољно. (Такво x1 осоји, јер A1 има разну унураш-

њос, а је сиурно A1 $M .) Како је A
C

1 оворен (јер је комлемен заворено)

о осоји r1 > 0 са својсвом B (x1; r1)⊆ A
C

1 .
Како ску A2 не саржи нијену лоу, о не може ии B (x1; r1/2) ⊆ A2, а

осоји x2 ∈ B (x1; r1/2), x2 ∈ A
C

2 . Даље, ску B (x1; r1/2)∩A
C

2 је оворен, као ресек

ва оворена, а осоји r2 > 0 са својсвом B (x2; r2)⊆ B (x1; r1/2)∩A
C

2 .

!!!СЛИКА!!!
Посуакнасављамоинукивно. Нека су x1, . . . , xn и r1, . . . , rn већ оређени.

Ску A
C

n+1 има разну унурашњос а не може ии B (xn ; rn/2)⊆ An+1, а ос-

оји xn+1 ∈ B (xn ; rn/2), xn ∈ A
C

n+1. С озиром а је B (xn ; rn/2)∩A
C

n+1 оворен, о

осоји rn+1 ако а је B (xn+1; rn+1)⊆ B (xn ; rn/2)∩A
C

n+1. Овиме је консрукција
низова xn и rn завршена.

Из услова (2) неосрено излази rn < rn−1/2, оакле јеносавно закључујемо
а rn оаајуће ежи ка нули. Такође из (2) имамо и а за m > n важи

B (xm ; rm)⊆ B (xn ; rn/2),

а је осено xm ∈ B (xn ; rn/2), ј.

d (xm , xn)< rn/2 (3)

шо се може учинии мањим о роизвољно унаре заао ε > 0 за овољно
велике m , n . Дакле, низ xn је Кошијев низ, а конверира, јер је M комлеан.
Означимо њеов лимес са x .

Нека је n ∈N роизвољно. Проласком лимесом ка m→+∞ у (3) налазимо
а је d (x , xn) ≤ rn/2 < rn , ј. x ∈ B (xn ; rn). Зо (2) она имамо и x ∈ A

C

n . Оуа
x /∈ An ни за јено n ∈N. То се, међуим роиви јенакоси (1). �

Дакле, ску реалних ројева је руе каеорије, за разлику о скуа рацио-
налних ројева (у меричком росору (R, d )). Соа скуове рве каеорије
схваамо као мале скуове у комленом меричком росору.

Нарени сав је, у ом смислу, осено занимљив. У очеку се чини а
нерекинос функције аранује иференцијаилнос ар нее. То је ако зао
шо у очеку раимо са елеменарним функцијама које немају изво ек у о
некој ачки. Каа се рви у вии, ример Вајершрасове функције, функције
која је нерекина у свакој ачки, а нема изво ни у јеној ресавља изненађе-
ње. Али, ... акве функције нису изузеак. Оне су равило...
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4.3. Сав. Ску D свих нерекиних функција које имају изво у ар јеној
ачки је ску рве каеорије у росору C [a , b ].

Доказ. Нека је Fk , k ∈ N ску свих функција x ∈ C [a , b ] за које осоји t ∈
[a , b ] ако а је

�

�

�

�

x (t +h)− x (t )

h

�

�

�

�

≤ k (4)

за све h ∈ R за које навеени израз има смисла. Ако је x иференцијаилна у
некој ачки t она осоји ранична вренос количника о моулом у (4), а
је ај количник ораничен за h лиско нули, нр. за |h | < h0. Фукција x је и
нерекина на [a , b ] и име орнаичена, нр. |x (t )| ≤M и аа за |h | ≥ h0 имамо
|( f (t +h)− f (t ))/h | ≤ 2M /h0. Дакле осоји k ∈N акво а (4) важи за све h , ј.
x ∈ Fk за неко k и оуа

D ⊆
+∞
⋃

k=1

Fk .

Соа је овољно оказаи а су скуови Fk ние уси, јер је она D оску
скуа рве каеорије, а је и сам акав.

Докажиморво а је ску Fk заворен. Нека је Fk 3 xn → x , ј. xn ⇒ x , и нека је
tn ∈ [a , b ] ачка у којој функција xn исуњава услов (4). Низ tn има конверенан
ониз који ћемо а не и комликовали ознаке акође означии са tn . Нека је
њеов лимес јенак t . Таа је
�

�

�

�

x (t +h)− x (t )

h

�

�

�

�

≤
�

�

�

�

x (t +h)− x (tn +h)

h

�

�

�

�

+

�

�

�

�

x (tn +h)− xn(tn +h)

h

�

�

�

�

+

+

�

�

�

�

xn(tn +h)− xn(tn)

h

�

�

�

�

+

�

�

�

�

xn(tn)− x (tn)

h

�

�

�

�

+

�

�

�

�

x (tn)− x (t )

h

�

�

�

�

.

(5)
Ако је ε > 0 ао, она се зо нерекиносифункције x рвииослењи саирак
у (5) може учиниимањимо ε/4 за n овољно велико. И руи и чеври саирак
се моу учинии мањим о ε/4 јер xn равномерно конверира ка x . Најза, рећи
саирак је мањи о k , јер xn ∈ Fk . Тако је

�

�

�

�

x (t +h)− x (t )

h

�

�

�

�

≤ k + ε, ј.

�

�

�

�

x (t +h)− x (t )

h

�

�

�

�

≤ k ,

јер ε може ии роизвољно мало. Тако су сви скуови Fk заворени.
Да и оказали а Fk има разну унурашњос овољно је оказаи а је

њеов комлемен F C
k свуа ус. (Наиме, аа је int Fk =

�

F C
k

�C
= C [a , b ]C = ;.)

Друим речима реа оказаи а се свакафункција x ∈C [a , b ]може равномерно
ароксимираи функцијама из F C

k .
За ау x ∈ C [a , b ] и ао ε > уочимо δ > 0 оређено условом равномерне

нерекиноси, ј. акво а из |s − t |<δ слеује |x (s )− x (t )|< ε/4. Заим уочимо
оелу P : a = t0 < t1 < · · ·< tn = b инервала [a , b ] чији је арамеар мањи о δ.
Таа је за све 1≤ j ≤ n , |x (t j )− x (t j−1)|< ε/4.

Консруисаћемо, ео о ео линеарну функцију y акву а је y (t j ) = x (t j )
за све j , |x (t )− y (t )|< ε за све t ∈ [a , b ] и акву а је коефицијен равца свако
ела већи о k . Слика која слеи и реало а увери чиаоца а је о моуће.
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!!!СЛИКА!!!
Ако се нисе уверили ево конкрене консрукције. Посмарајмо функцију

ψ : R→ R, ψ(x ) = d (x ,Z), зв. „есеру“. (Виеи слику ????) Та функција је
линеарна у инервалима олика [n/2,(n +1)/2], n ∈Z са коефинцијеном равца
±1. Соа за свако t ∈R осоји η> 0 акво а важи

|s − t |<η ⇒ ψ(t )−ψ(s ) =±(t − s ). (6)

За t ∈ [tk−1, tk ] савимо

y (t ) = x (t j−1)+
t − t j−1

t j − t j−1
(x (t j )− x (t j−1))+ εψ

�

n
t − t j−1

t j − t j−1

�

, (7)

е је n рироан рој који ћемо накнано ореии. (При чему различии
инекси j моу имаи различие n-ове.)

Јеносавном заменом t = t j , t = t j−1 налазимо y (t j ) = x (t j ), као и y (t j−1) =
x (t j−1) шо значи а је y корекно ефинисана. (Парчићи функције y на
оеоним инервалима [t j−1, t j ] су оро „залељени“.)

Оцењујемо разлику између фунцкија x и y . За t ∈ [t j−1, t j ] на основу (7)
оијамо

y (t )− x (t ) = x (t j−1)− x (t )+
t − t j−1

t j − t j−1
(x (t j )− x (t j−1))+ εψ

�

n
t − t j−1

t j − t j−1

�

.

Како је 0 ≤ ψ ≤ 1/2, ослењи саирак у рехоној формули о моулу не
ревазилази ε/2. На основу изора оеле (t и t j−1 су на расојању мањем о
δ), разлика x (t j−1)− x (t ) је о моулу сроо мања о ε/4. Из исих разлоа је и
|x (t j )− x (t j−1)|< ε/4, а како је

0≤
t − t j−1

t j − t j−1
≤ 1,

имамо
|y (t )− x (t )|<

ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Дакле, ||y − x ||< ε.
Доказујемо саа а y /∈ Fk . Нека је t роизвољно, и нека је j инекс за који

t ∈ [t j−1, t j ]. Таа за s лиско роју t , на основу (7), имамо

y (s )− y (t ) =
s − t

t j − t j−1
(x (t j )− x (t j−1))+ ε

�

ψ

�

n
s − t j−1

t j − t j−1

�

−ψ
�

n
t − t j−1

t j − t j−1

��

.

Зо (6) имамо

ε

�

ψ

�

n
s − t j−1

t j − t j−1

�

−ψ
�

n
t − t j−1

t j − t j−1

��

=±εn
s − t

t j − t j−1
,

а је соа
y (s )− y (t )

s − t
=

x (t j )− x (t j−1)

t j − t j−1
±

εn

t j − t j−1
,

а о ће ии о моулу сроо веће о k ка о је n овољно велико – рецизније
ка о је

n >
k(t j − t j−1)+ |x (t j )− x (t j−1)|

ε
.

�
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Банах-Шајнхаусова1 еорема

4.4. Фунаменалан ску. Нека је X Банахов росор. За њеов оску S
кажемо а је фунаменалан ако је њеов линеарни омоач ус у X , ј. ако је
L i n(S) = X .

Фунаменалан ску је замена за ојам енераорско скуа. Фунаменалан
ску није енераорски у равом смислу речи. Наиме, није сваки векор из X
леинарна коминација векора из S , већ је јенак раничној вреноси низа
линеарних коминација векора из S .

Јеносавно се роверава а је S фунаменалан ако и само ако за сваки
функционал ϕ ∈ X ∗ важи

ϕ(x ) = 0 за све x ∈ S ⇒ϕ ≡ 0. (8)

Друим речима, S је фунаменалан ако је њеов анихилаор S ◦ = {0}. Заиса,
о слеи из јенакоси (S ◦)◦ =L i n(S) која важи ез озира на о какав је ску
S . Заиса, ако важи (8), ј. ако је S ◦ = {0}, она је L i n(S) = (S ◦)◦ = {0}◦ = X .
Орано, ако је S фунаменалан, она је (S ◦)◦= X , и оале S ◦= {0}, ј. (8).

На ример, ску векора en = (0, . . . ,0,1,0, . . .) (јеиница на n-ом месу) је
фунаменалан у сваком о росора l p , 1 ≤ p <+∞, c0. Показаћемо а важи
(8). Произвољан функционал на сваком о оменуих росора има олик

ϕ(x ) =
+∞
∑

k=1

ξkηk , оакле је 0=ϕ(en) =ηn ,

а је ηn =0, ј. ϕ ≡ 0.
Као руи ример, ску каракерисичних функција χ(α,β), е је a ≤α<β ≤

b је фунаменалан у росору L p (a , b ). Заиса, розивољан функционал ϕ ∈
L p (a , b )∗ има олик ϕ(x ) =

∫ b

a
x (t )y (t )dt за неко y ∈ L q (a , b ). Ако је ϕ(χ(α,β)) =

0 за сваку каракерисичну функцију инервала, она је
∫ β

α

y (t )dt =0, за све a ≤α<β < b ,

оакле јеносавно закључујемо а је y (t ) ≡ 0 на основу еореме о анихилацији
инерала.

То се може усановии и неосрено, ез озивања на уалнос. Заиса,
ску нерекиних функција је свуа ус у L1(a , b ), а свака нерекина функ-
ција се може равномерно ароксимираи коначним линеарним коминацијама
каракерисичних инервала (какошо виели у оказу ререзенације росора
C [a , b ]∗), а име и у L p норми (јер је ||x ||p ≤ (b −a )1/p ||x ||max).

4.5. Сав (ринци конверенције). Нека су X и Y Банахови росори
и нека је An : X → Y низ ораничених линерних оераора акав а важи

(i) M = sup
n≥1
||An ||<+∞;

(ii) lim
n→+∞

An x осоји за све x ∈ S , е је S неки фунаменалан ску.

1Hugo Steinhaus (1887-1972) – ољски маемаичар
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Таа низ An x конверира за свако x ∈ X , ранична вренос

Ax = lim
n→+∞

An x

је ораничен линеаран оераор, и важи ||A|| ≤M .

Доказ. Како је лимес линеарне коминације, линеарна коминација лимеса,
о limn→+∞ An x осоји и за све x ∈L i n(S). Саа а ређемо на заворење.

Нека је x ∈ X роизвољно, и ε > 0 ао. Таа осоји y ∈L i n(S) акво а је
||x − y ||< ε/4M , и аа

||Am x −An x || ≤ ||Am x −Am y ||+ ||Am y −An y ||+ ||An y −An x || ≤

≤ 2M ||x − y ||+ ||Am y −An y || ≤
ε

2
+ ||Am y −An y ||.

(9)

Како је низ An y конверенан, он је и Кошијев, а се ослењи саирак у (9) може
учинии мањим о ε/2 за m , n овољно велике. Оуа је и низ An x Кошијев, и
име конверенан, јер је Y комлеан.

Како је лимес саласан са линеарним коминацијама, омах закључујемо а
је Ax := limn→+∞ An x линеарно ресликавање. Да је ораничено виимо ако на
нејенакос

||An x || ≤ ||An || ||x || ≤M ||x ||
елујемо лимесом ка n→+∞. Оале је и ||A|| ≤M = supn≥1 ||An ||. �

Примеимо а је у оказу коришћена само комленос росора Y , а не и
X . Услови (i) и (ii) су акле овољни за конверенцију низа оераора ачка о
ачка. Да је услов (ii) ореан вии се омах, шо се не може унаре рећи за
услов (i). Међуим, и он је ореан, шо ври:

4.6. Сав (ринци униформне ораниченоси). Нека су X и Y Ба-
нахови росори, нека је Aγ : X → Y , γ ∈ Γ нека фамилија ораничених
линеарних оераора аква а је

sup
γ∈Γ
||Aγ||=+∞. (10)

Таа осоји x ∈ X акав а је

sup
γ∈Γ
||Aγx ||=+∞.

Друим речима, ако је фамилија норми неораничена, она се а неора-
ниченос вии на неком конкреном векору x . Уореом конраозиције,
закључујемо а ако An x конверира за сваки векор x ∈ X , она низ ||An x || мора
ии ораничен за свако x ∈ X , а је она и низ ||An || ораничен.

Доказ. Преосавимо суроно, ј. а за све x ∈ X важи supγ∈Γ ||Aγx ||<+∞
и уочимо скуове Fk ае са

Fk = {x ∈ X | sup
γ∈Γ
||Aγx || ≤ k}.

Према нашој реосавци, важи X =
⋃+∞

k=1 Fk , а како је X комлеан и име
руе каеорије, ар јеан о скуова Fk није ние ус, оносно за ар јено k
ску F k има неразну унурашњос.
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Међуим, сви скуови Fk су заворени. Заиса, ако Fk 3 xn → x , она за
роизвољно фиксирано γ важи и Aγxn → Aγx , а је

||Aγx || ≤ ||Aγxn ||+ ||Aγx −Aγxn || ≤ k + ||Aγxn −Aγx || → k , k →+∞,

а како је γ ило роизвољно о x ∈ Fk . Према оме осоји лоа B (x ;δ) ⊆ Fk .
Ову лоу ћемо јеном ранслацијом и јеном хомоеијом овеси на месо
јеинчне лое. Важи, наиме, B (x ;δ) = x + δB (0;1). Друим речима, ако је
||y ||< 1, она x +δy ∈ B (x ;δ) а из y = (x +δy )/δ− x/δ налазимо

||Aγy || ≤
1

δ
(||Aγ(x +δy )||+ ||Aγx ||)≤

2k

δ
.

Каа узмемо суремум о свим ||y || < 1 оијамо ||Aγ|| ≤ 2k/δ, а како је γ ило
роизвољно, оијамо и supγ ||Aγ|| ≤ 2kδ шо је у суроноси са (10). �

Примеимо а у оказу ринциа униформне ораниченоси корисимо
само комленос росора X , а не и Y . Принци конверенције и ринци
униформне ораниченоси се зајено исказују ка Банах Шајнхаусова еорема.

4.7. Теорема (Банах-Шајнхаус). Нека су X и Y Банахови росори
и An : X → Y низ ораничених линеарних оераора. Да и ранична
вренос

lim
n→+∞

An x (11)

осојала за све x ∈ X орено је и овољно а важи:

(i) sup
n∈N
||An ||<+∞;

(ii) ранична вренос (11) осоји за све x ∈ S , е је S неки фунамена-
лан ску.

Доказ. Дирекан смер слеи из ринциа униформне ораниченоси, а ора-
ан из ринциа конверенције. �

Примене Банах-Шајнаусове еореме

4.8. Перманенаносуакконверенције. Свакиконверенанниз је ора-
ничен, али није сваки ораничен низ конверенан. Иак, овремено желимо и
а неким (неоређено) иверенним низовима риружимо неки рој који и
моао у оређеном смислу а имиира раничну вренос. Рецимо, ознао је а
важи имликација

lim
n→+∞

xn = γ⇒ lim
n→+∞

x1+ x2+ · · ·+ xn

n
= γ, (12)

али а орано није ачно. Посоје, акле, иверенни низови чији низ ари-
меичких среина конверира. Такав јеан низ је (−1)n ; он је иверенан, али
низ њеових ариемичких среина конверира ка нули.

Зао кажемо а низ реалних ројева xn конверира у Ћезаровом1 смислу ка
роју γ ако (x1+x2+· · ·+xn)/n→ γ. Ћезарова конверенција је уошење оичне,

1Ernesto Cesàro (1859-1906) – Талијански маемаичар
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ј. ако низ xn у оичном смислу конверира ка γ она конверира исом роју и
у Ћезаровом смислу. То ври имликација (12).

Ћезарова конверенција оказала се корисна риликом изучавања Фури-
јеових реова. Иако осоје нерекине функције чији Фуријеов ре иверира,
он увек равномерно конверира олазнојфункцији уЋезаровом смислу. То ври
ознаа Фејерова1 еорема.

Но, може се ићи и аље са уошавањем. Узмемо аримеичке среине низа
аримеичких среина низа xn . Зо имликације (12) оићемо још ошији
осуак конверенције. Такву конверенцију називамо C2-конверенција, за
разлику о „оичне“ Ћезарове коју означавамо са C1. Среине у C2 смислу се
реко основно низа xn изражавају као

1

n

n
∑

k=1

1

k

k
∑

j=1

x j =
1

n

n
∑

j=1

�

1

j
+

1

j +1
+ · · ·+

1

n

�

x j .

Наравно можемо ићи још аље, а ефинисаи C3, C4 и. конверенције.
Још ошије, за ау есконачну марицу ројева A = αnk , n , k ≥ 1 ефин-

ишемоосуакконверенцијена слеећиначин. Кажемоаниз xn A-конверира
ка γ ако је

lim
n→+∞

+∞
∑

k=1

αnk xk = γ, ознака A− lim
n→+∞

xn = γ. (13)

Тако је C1-осуак оређен марицом ројева αnk = 1/k за k ≤ n , оносно
αnk = 0, за k > n , а C2 осуак са αnk = (1/k +1/(k +1)+ · · ·+1/n)/n за k ≤ n ,
оносно αnk =0 за k > n .

Кажемо а је A-осуак конверенције ерманенан ако важи имликација

lim
n→+∞

xn = γ⇒ A− lim
n→+∞

xn = γ, (14)

ј. ако се новим осуком не кваре већ конверенни низови.
Нарени Телицов2 сав аје орене и овољне услова а A-осуак кон-

веренције уе ерманенан.

4.9. Сав (Телиц). Посуак конверенције (13) заа марицом A =

[αnk ]
+∞
n ,k=1 је ерманенан ако и само ако важи:

(i) lim
n→+∞

αnk =0, за све k ≥ 1;

(ii) lim
n→+∞

+∞
∑

k=1

αnk =1;

(iii) sup
n≥1

+∞
∑

k=1

|αnk |<+∞.

Доказ. На Банаховом росору свих конверенних низова c осмарамо
низ функционала ϕn : c →C а са

ϕn(x ) =
+∞
∑

k=1

αnkξk , x = (ξk )
+∞
k=1 .

1Lipót Fejér (1880-1959) – мађарско јеврејски маемаичар
2Otto Töplitz (1881-1940) – немачко-јеврејски маемаичар



Примене Банах-Шајнаусове еореме 69

Зо ререзенације уално росора c ∗ ∼= l 1, функционали ϕn су линеарни,
ораничени и важи

||ϕn ||=
+∞
∑

k=1

|αnk |, (15)

шо је коначно зо услова (iii). Уорео са њима, осмарамо и функционал
ψ : c →C а са

ψ(x ) = lim
n→+∞

ξk , x = (ξk )
+∞
k=1 ,

за који акође знамо а је норме јенаке 1. Оно шо реа а окажемо је а за
свако x ∈ c важи

lim
n→+∞

ϕn(x ) =ψ(x ), за све x ∈ c . (16)

Прво ћемо ронаћи ооанфунаменалан ску. Реч је о векорима олика
en = (0,0, . . . ,0,1,0, . . .), е је јеиница на n-ом месу, којима је риружен и
векор e = (1,1, . . . ,1, . . .) који се сасоји само о јеиница. Докажимо а је ај
сисем векора фунаменалан.

Ако x = (ξk ) ∈ c , и γ= limn→+∞ξn , важи supk>n |ξk −γ| → 0, а имамо







x−
n
∑

k=1

(ξk−γ)ek−γe







= ||(0,0, . . . ,0,ξn+1−γ,ξn+2−γ, . . .)||= sup
k>n
|ξk−γ| → 0, n→+∞,

оносно

x = lim
n→+∞

�

n
∑

k=1

(ξk −γ)ek +γe

�

,

шо оказује а је оарани сисем фунаменалан.
Примеимо а је

ϕn(ek ) =αnk , ψ(ek ) = 0,

као и

ϕn(e ) =
+∞
∑

k=1

αnk , ψ(e ) = 1,

а је услов (16) римењен на векоре ek , k ≥ 1 еквиваленан рвом услову у
исказу сава, а римењенна векор e еквиваленан је руомуслову сава. Најза
рећи услов је зо (15) еквиваленан са sup ||ϕn || <+∞, а закључак извоимо
на основу Банах Шајнхаусове еореме. �

На овом месу вреи оменуи а осоји разуман начин а сваком ора-
ниченом низу оелимо рој који и моао а ресавља замену за раничну
вренос. Да акав осуак осоји оказаћемо омоћу Хан-Банахове еореме.
Доказ не очива на Банах-Шајнхаусовој еореми, и нажалос није консруки-
ван, а иако знамо а ако нешо осоји немамо начина а ефекивно израчу-
намо.

4.10. Сав (Банахов лимес). Посоји функционал Λ : l∞R →C (l∞R је ро-
сор реалних ораничених низова са sup-нормом) са слеећим својсвима:

(i) Λ је линеаран;
(ii) За свако x = (ξk )

+∞
k=1 важи liminf

n→+∞
ξn ≤Λ(x )≤ limsup

n→+∞
ξn ;
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(iii) Λ(S x ) =Λ(x ), е је S : l∞R → l∞R зв. оераор омака,

S(ξ1,ξ2, . . . ,ξn , . . .) = (ξ2, . . . ,ξn , . . .).

Краће, маа мање рецизно заисано, Λ(ξn) =Λ(ξn−1).

Примеимо а из руо услова неосрено слеи а је

Λ(x ) = lim
n→+∞

ξn за свако x = (ξn) ∈ c . (17)

Соа се функционал Λ назива Банахов уошени лимес, и чесо се означава са
glim.

Доказ. Зо (17)мора ииΛ(e ) = 1, е је e = (1,1, . . . ,1, . . .). Такође из реће
услова сава слеује а је Λ ≡ 0 на слици оераора I −S . Заиса Λ((I −S)x ) =
Λ(x )−Λ(S x ) = 0. Показаће се а су ова ва својсва овољна а орее Λ. Дакле,
лан је ефинисаи Λ на линеарном омоачу слике ran(I −S) и векора e , а заим
а роужии о Хан-Банаховој еореми.

У у сврху реа израчунаи d (e , ran(I − S)). Нека x − S x ∈ ran(I − S), x =
(ξ1,ξ2, . . .). Низ x − S x на k -ом месу има ξk − ξk+1. Како за свако k важи
−||x || ≤ ξk ≤ ||x ||, и како је

k
∑

j=1

(ξ j −ξ j+1) = ξ1−ξk+1 ≥ ξ1− ||x ||,

о је и
k
∑

j=1

(1+ξ j −ξ j+1)≥ k +ξ1− ||x ||.

Међуим, 1+ξ j −ξ j+1 је оши члан низа e + x −S x и мањи је о ||e + x −S x ||.
Соа је

k ||e +x −S x || ≥ k +ξ1−||x ||, ј. ||e +x −S x || ≥ 1+
ξ1− ||x ||

k
→ 1, k →+∞.

Тако је d (e , ran(I −S))≥ 1. Да важи и орана нејенакос слеи из 0 ∈ ran(I −S),
а d (e , ran(I −S))≤ ||e −0||=1.

Према чеврој ослеици Хан-Банахове еореме, осоји функционал Λ ∈
(l∞)∗, акав а је Λ|ran(I−S) =0, Λ(e ) = 1 и ||Λ||=1/d (e , ran(I −S)) = 1. Докажимо
а је Λ ражени функционал.

Фукционал Λ је о ефиницији линеаран. Такође, за ило које x , векор
x − S x ∈ ran(I − S) а је Λ(x − S x ) = 0. Соа осаје још а окажемо руо
својсво.

За очеак ћемо оказаи а је Λ(x )≥ 0 ка о су сви чланови низа x = (ξn)
озиивни. Заиса, за акав низ x имамо 0≤ ξn ≤ ||x ||=M , за све n . Оши члан
низа M e − x јенак је M −ξn , и он риаа инервалу [0, M ] = [0, ||x ||]. Соа је
||M e − x || ≤M , а имамо

M −Λ(x ) =Λ(M e − x )≤ ||Λ|| ||M e − x || ≤M , ј. Λ(x )≥ 0.

Сааоказујеморуо својсво. За x = (ξ1,ξ2, . . .) ∈ l∞ јеS n x = (ξn+1,ξn+2, . . .)
и име ||S n x ||= supk>n |ξk |= M . Тако су сви чланови низа M e −S n x озиивни,
а је

M −Λ(x ) =Λ(M e −S n x )≥ 0, ј. Λ(x )≤M = sup
k>n
|ξk |.
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Узимајући инфимум о свим n ≥ 1 оијамо Λ(x ) ≤ limsupξn . Ооварајућа
нејенакос за оњи лимес се слично извои. �

Иако рехона врња елује врло јако, Банхов уошени лимес има своје
неосаке. Прво, функционал Λ не мора а уе мулиликаиван, ј. у ошем
случају може ии

glim
n→+∞

ξnηn /= glim
n→+∞

ξn · glim
n→+∞

ηn .

Друо оказ није консрукиван. Знамо а уошени лимес осоји, али нисмо у
моућноси а а израчунамо.

Нареним савовима римењујемо Банах-Шајнхаусову еорему на Фури-
јеове реове.

4.11. Сав (Риман-Лееова лема). Нека је x ∈ L1(−π,π). Таа је

lim
λ→+∞

∫ π

−π
x (t )cosλt dt =0, и lim

λ→+∞

∫ π

−π
x (t )sinλt dt =0.

Доказ. Доказаћемо само рву јенакос. Зо Хајнеове еореме, овољно је
ораничии се на оизвољан низ λn →+∞. Пресликавања

L1(a , b ) 3 x 7→
∫ π

−π
x (t )cosλn t dt ∈C

су ораничена и линеарна. Означимо их са ϕn . Како је L1(−π,π)∗ ∼= L∞(−π,π)
о је ||ϕn || = ||cosλn t ||∞ = 1. Дакле, низ норми је униформно ораничен, а је
на основу ринциа конверенције овољно оказаи а ϕn(x )→ 0 за x из неко
фунаменално скуа.

Ску каракерисичних функција инервала χ[α,β ], −π ≤ α < β ≤ π, чини
фунаменалан ску, а за x =χ[α,β ] имамо

ϕn(χ[α,β ]) =

∫ β

α

cosλn t dt =
2

λn
sinλnπ→ 0, n→+∞.

Слично и за руи лимес. �

4.12. Сав. Посоји нерекина, 2π-ериоична функција чији Фуријеов
ре иверира у ачки 0.

Доказ. Посеимо се, ако је Sn(x ; f ) ознака за n-у арцијалну суму Фури-
јеово реа функције f у ачки x , она је

Sn(x ; f ) =
1

2π

∫ π

−π

sin(n +1/2)(x − t )

sin((x − t )/2) f (t )
dt .

Ако је x =0 она је

Sn(0; f ) =
1

2π

∫ π

−π

sin(n +1/2)t

sin(t /2)
f (t )dt . (18)

Пресавићемоизраз (18) каонизоранченихфункционалана зонооара-
ном Банаховом росору. Ако је f нерекина 2π ериоична функција, она
је f ∈ C [−π,π] и важи f (−π) = f (π). И орано, ако је f ∈ C [−π,π] нерекина,
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и ако важи f (−π) = f (π) она се на јеинсвен начин роужује о нерекине
2π-ериоичне функције. Зао ску нерекиних 2π-ериоичних функција
можемо оисовеии са оскуом скуа C [−π,π]

C̃ [−π,π] := { f ∈C [−π,π] | f (−π) = f (π)}.

Како је ресликавање f 7→ f (π)− f (−π) =: ψ( f ) линеарно и ораничено, о је
C̃ [−π,π] = kerψ заворен линеаран оросор, оносно осмаран сам за сее
о је јеан Банахов росор.

Како је
1

2π

sin(n +1/2)t

sin(t /2)
dt јена мера, и о асолуно нерекина у оносу

наЛееову, о на основу ререзенације уално росораC [−π,π]∗ закључујемо
а је изразом (18) ефинисан ораничен линеран функционал Sn : C [−π,π]→C,
е а је њеова норма јенака

||Sn ||=
1

2π

∫ π

−π

�

�

�

�

sin(n +1/2)t

sin(t /2)

�

�

�

�

dt . (19)

Показаћемо а је низ норми (19) неораничен. Дакле, реа нам оцена
оозо. Зо арноси оинералне функције, можемо инерал замении
восруком вреношћу инерала о 0 о π. Инервал [0,π] изелимо на елове
на којима функција sin(n +1/2)t има салан знак. У иању су оеоне ачке,
е се назначена функција анулира, ј. ачке tk =2kπ/(2n +1), 0≤ k ≤ n . Тако је

π||Sn ||=
n
∑

k=1

∫ tk

tk−1

�

�

�

�

sin(n +1/2)t

sin(t /2)

�

�

�

�

dt +

∫ π

tn

�

�

�

�

sin(n +1/2)t

sin(t /2)

�

�

�

�

dt .

Послењи саирак ћемо а занемаримо (реа нам оцена оозо), а саирке
у суми означимо са Ak . Таа је, зо салноси знака оинералне функције

Ak =±
∫ tk

tk−1

sin(n +1/2)t

sin(t /2)
dt ≥±

1

sin(tk/2)

∫ tk

tk−1

sin(n +1/2)t dt =

=
4

(2n +1)sin(tk/2)
≥

8

(2n +1)tk
,

јер је на инервалу [0,π] функција t 7→ sin t /2 оаајућа, и sin(tk/2) ≤ tk/2. Како
је (2n +1)tk =2kπ о је

π||Sn || ≥
n
∑

k=1

Ak ≥
4

π

n
∑

k=1

1

k
,

а о је арцијална сума иверенно реа.
Према оме supn ||Sn ||=+∞, а на основуринциа униформнеораничено-

си осоји нерекина 2π-ериоична функција x аква а низ Sn(x ) иверира.
Низ Sn(x ) је, међуим, ураво низ елимичих сумаФуријеово реа у ачки 0. �

Слаа конверенција

4.13. Дефиниција. Нека је xn ∈ X , X Банахов росор. Кажемо а низ xn

слао конверира ка x ако за сваки функционал ϕ ∈ X ∗ важи ϕ(xn)→ ϕ(x ). То
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оележавамо на неки о слеећих начина:

xn
w→ x , xn * x , x = w − lim

n→+∞
xn .

Слаи лимес је јеинсвен, оносно није моуће а иси низ xn слао конвер-
ира ка ва различиа векора x и y . Заиса, у суроном и за свакифунцкионал
ϕ ∈ X ∗ важило

ϕ(x ) = lim
n→+∞

ϕ(xn) =ϕ(y ),

шо је роивно руој ослеици Хан-Банахове еореме.
Уколико осоји оаснос о зауне, конверенцију у норми росора X

називаћемо и јака конверенција и ознчаваћемо са

xn
s→ x или x = s − lim

n→+∞
xn .

Дакле, јака конверенција није никаква нова конверенција нео само начин а
наласимо а она није слаа.

Оравање за уореу риева јака и слаа налазимо у слеећој им-
ликаицји

xn
s→ x ⇒ xn

w→ x ,

која неосрено слеи из нејенакоси |ϕ(xn)−ϕ(x )| ≤ ||ϕ|| ||xn − x ||.
Да орано не важи оказује слеећи ример. Низ en = (0, . . . ,0,1,0, . . .) (је-

иница на n-ом месу) слао конверира ка нули у росору l p (p > 1). За-
иса, нека је ϕ ∈ (l p )∗. На основу ререзенације уално росора осоји низ
y = (ηn) ∈ l q акав а је

ϕ(x ) =
+∞
∑

k=1

ξkηk , оакле је ϕ(en) =ηn → 0,

јер је |ηn |q оши члан конверенно реа.
Дакле, en

w→ 0. Међуим неачно је а en
s→ 0, јер је ||en−0||=1 /→ 0. Шавише,

ај низ нема нијеан Кошијев ониз.
Из исо римера виимо а из xn

w→ x не слеи ||xn || → x . Међуим, иак се
нешо може рећи о низу норми слао конверенно низа.

4.14. Сав. Нека је X Банахов росор, и xn ∈ X . Ако xn
w→ x она:

(а) Низ норми ||xn || је ораничен. Дакле, сваки слао конверенан низ је
ораничен;

() Важи нејенакос ||x || ≤ liminfn→+∞ ||xn || – норма није нерекина у
слаој конверенцији, али је олунерекина оозо.

Доказ. (а) Низу xn риружимо низ функционала Λn ∈ X ∗∗ на санарни
начин

Λn(ϕ) =ϕ(xn).

Чињеница а xn слао конверира значи а лимес низа Λn(ϕ) осоји за свако
ϕ ∈ X ∗. Према Банах-Шајнхаусовој еореми, о значи а је низ норми ||Λn ||
ораничен. Како је ||Λn ||= ||xn ||, овај ео је оказан.

() За ило које ϕ ∈ X ∗ имамо |ϕ(xn)| ≤ ||ϕ|| ||xn ||, оакле је

|ϕ(x )|= lim
n→+∞

|ϕ(xn)|= liminf
n→+∞

|ϕ(xn)| ≤ liminf
n→+∞

||ϕ|| ||xn ||.
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Како, међуим, знамо а је ||x || = sup |ϕ(x )| е се суремум узима о свим
функционалима норме 1, о слеи ||x || ≤ liminf ||xn ||. �

Помоћу слае конверенције моу се оисаи ораничени оераори.

4.15. Сав. Линерано ресликавање A : X → Y између ва Банахова ро-
сора је ораничено ако и само ако слао конверенне низове ресликава у
слао конверенне, ј. ако за сваки низ xn важи

xn
w→ x ⇒ Axn

w→ Ax . (20)

Доказ. Нека је A ораничен, и нека xn
w→ x , ј. ϕ(xn)→ϕ за сваки ораничен

функционал ϕ ∈ X ∗.
Ако је ψ ∈ Y ∗, она је комозиција ψ ◦ A ораничена, као комозиција ва

оранчена ресликавања. Линеарнос је очилена. Таа ψ(Axn) → ψ(Ax ),
оносно Axn

w→ Ax .
Преосавимо саа а важи имликација (20) и окажимо а је A ораничен.

Довољно је оказаи нерекинос у нули. Соа реосавимо а xn → 0 (јако),
ј. а ||xn || → 0. Ако Axn не ежи ка нули, она осоји ониз xnk

и δ > 0 ако
а важи ||Axnk

|| > δ. Ако савимо yk = xnk
/||xnk

||1/2 имаћемо ||yk ||= ||xnk
||1/2→ 0,

оносно yk → 0, ок је с руе сране ||Ayk ||= ||Axnk
||/||xnk

||1/2 >δ/||xnk
||1/2→+∞

јер ||xnk
|| → 0.

Украко, ако A није ораничен, она осоји низ yk акав а исовремено
важи

yk → 0, ||Ayk || →+∞.

Међуим, аа акође и yk
w→ 0 оакле, на основу (20) закључујемо а Ayk

w→ 0
оакле је на основу рехоно сава низ Ayk ораничен, шо чини конракцију.

�

4.16. Сав. Нека је H Хилеров росор. Таа низ xn → x ако и само

ако xn
w→ x и ||xn || → ||x ||.

Доказ. Дирекан смер је ривијалан. За ораан, имамо

||xn − x ||2 = ||xn ||2−2Re〈xn , x 〉+ ||x ||2.

Из чињенице а ||xn || → ||x ||, рви и рећи саирак зајено конверирају ка 2||x ||2.
С руе сране из чињенице а xn

w→ x закључујемо а 〈xn , x 〉 → 〈x , x 〉= ||x ||2, а
руи саирак конверира ка −2||x ||2, оакле ||xn − x || → 0. �

4.17. Сав. Низ функција xn ∈C [a , b ] слао конверира ка функцији x ако
и само ако важи:

(i) Низ xn је ораничен, ј. ||xn ||=maxa≤t≤b |xn(t )| ≤M за неко M > 0;
(ii) Низ xn конверира ка x ачка о ачка, ј. limn→+∞ xn(t ) = x (t ) за

све t ∈ [a , b ].

Доказ. Услов (i) је ореан на основу сава 4.14 (а). Да је услов (ii) овољан
уверићемо се осмарајући функционал израчунавања у ачки C [a , b ] 3 x 7→
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x (t ) = ϕt (x ) за који јеносавно уврђујемо а је линеаран и ораничен, јер
|ϕt (x )|= |x (t )| ≤ ||x ||.

Нека важе услови (i) и (ii), и нека је ψ ∈C [a , b ]∗. Према Саву о ререзена-
цији уално росора, ψ је олика

ψ(x ) =

∫ b

a

x (t )dλg (t ),

за неку g ∈N BV [a , b ]. Оуа је

|ψ(xn)−ψ(x )|=

�

�

�

�

�

∫ b

a

(xn(t )− x (t ))dλg (t )

�

�

�

�

�

≤
∫ b

a

|xn(t )− x (t )|d|λg |(t ).

Међуим, како је |λg |([a , b ]) < +∞ свака консанна функција је инерална
у оносу на меру |λg |. Како је, још |xn(t )− x (t )| ≤ ||xn ||+ ||x || ≤ 2M , о можемо
римении еорему о оминанној конверенцији, а на основу услова (ii) имамо
ψ(xn)→ψ(x ). �

Врсе конверенције низа оераора

4.18. Дефиниција. Нека је а низ An ∈ L(X ;Y ), е су X и Y Банахови
роори. Дефинишемо ри различие врсе конверенција ово низа

(i) Низ An униформно конверира ка A ∈ L(X ;Y ), ако An → A у норми ро-
сора L(X ;Y ), ј. ако ||An −A|| → 0. То означавамо са

An ⇒ A.

(ii) Низ An јако конверира ка A ∈ L(X ;Y ), ако за свако x ∈ X , An x јако
конверира ка Ax у норми росора Y , ј. ||An x −Ax || → 0. То означавамо
са

An
s→ A, или A = s − lim

n→+∞
An .

(iii) Низ An слао конверира ка A ако за свако x ∈ X , низ An x слао конвер-
ира ка Ax у росору Y . Друим речима, ако за све x ∈ X и све ϕ ∈ Y ∗

важи ϕ(An x )→ϕ(Ax ). То означавамо са

An * A или An
w→ A или A = w − lim

n→+∞
An .

Међу овим ојмовима важе слееће имликације

An ⇒ A⇒ An
s→ A⇒ An

w→ A.

То слеи из нејенакоси ||An x −Ax || ≤ ||An −A|| ||x ||, оносно |ϕ(An x )−ϕ(Ax )| ≤
||ϕ|| ||An x −Ax ||. Ни на јеном месу не важи ора. Виеи, на ример вежање
4.25.

Примеимо а Банах Шајнхаусова еорема аје орене и овољне услове
за јаку конверенцију низа оераора. Посено ако је An јако конверенан низ,
она је низ норми ||An || ораничен.

Исо важи и за слао конверенне низове.
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4.19. Сав. Ако је An ∈ L(X ;Y ) слао конверенан низ, она је низ норми
||An || ораничен.

Доказ. За фиксирано x је низ An x слао конверенан, а је рема Саву 4.14
(а) ораничен, ј. supn ||An x ||<+∞. Таа је рема Банах-Шајнхаусовој еореми
и низ ||An || ораничен. �

4.20. Сав. Нека је H Хилеров росор. Таа су слеећи услови еквива-
ленни.

(i) Низ An је слао конверенан;
(ii) За све x , y ∈H , низ 〈An x , y 〉 је конверенан;
(iii) За све x ∈H , низ 〈An x , x 〉 је конверенан.

Доказ. Очилено (ii) овлачи (i). Такође, еквиваленција између (i) и (ii)
је ослеица Рисове еореме. Према њој, наиме, сваки функционал на H има
олик ϕ(x ) = 〈x , y 〉 за неко y , а је соа ϕ(Ax ) = 〈Ax , y 〉.

Осаје још а окажемо (iii)⇒ (ii). То је међуим, ослеица оларизационо
иениеа

〈Ax , y 〉=
1

4

�

〈A(x + y ), x + y 〉− 〈A(x − y ), x − y 〉+

+ i 〈A(x + i y ), x + i y 〉− i 〈A(x − i y ), x − i y 〉
�

, (21)

који се извои на иси начин као и иение (4) лаве 1. �

Вежања

4.1. Доказаи а lim
n→+∞

ξn+1 +ξn+2 + · · ·+ξ2n

n
ефиниан јеан ерманенан осуак конверен-

ције.

4.2. Нека је f ∈ L1(R). Доказаи а се њена Фуријеова рансформација анулира у есконачноси,

ј. а је lim
λ→±∞

1
p

2π

∫ +∞

−∞
f (t )e −iλt dt = 0. [Посмараи низове λn →+∞, и функциоонале ϕn ( f ) =

1
p

2π

∫ +∞

−∞
f (t )e −iλn t dt , а римении ринци конверенције.]

4.3. Доказаи а ре
+∞
∑

n=1

ξnηn конверира за свако x = (ξn ) ∈ l p ако и само ако y = (ηn ) ∈ l q , е

је 1/p + 1/q = 1. [За јеан смер Хелерова нејенакос. За руи смер уочии низ функционала
x 7→

∑n
k=1ξkηk а римении ринци униформне ораниченоси.]

4.4. Да је низ функционала ϕn : C [0,1]→C са ϕn (x ) = 1
n

∑n
j=1 x ( j /n).

а) Доказаи а су ϕn линеарни и ораничени и ореии ||ϕn ||.
) Доказаи а за свако x ∈C [0,1] осоји lim

n→+∞
ϕn (x ) и ореии а.

4.5. Да је низ функционала Λn : L p (0,+∞)→C са Λn ( f ) =
∫+∞
0

log(1+nα t )
n t f (t )dt , е је α> 0.

а) Доказаи а за α≤ p важи limn→+∞Λn ( f ) = 0, за све f ∈ L p (0,+∞).
) Доказаи а за α> p осоји ар јена функција f ∈ L p (0,+∞) аква а низ Λn ( f ) иверира.

4.6. а) На росору L q (0,1) (q > 1) а је низ функционала Λn (x ) = n1/p
∫ 1

0
t n x (t )dt , е је 1/p +

1/q = 1. Доказаи а су Λn ораничени линеарни функционали и а важи ||Λn || ≤ (1/p)1/p .
) Доказаи а низ функција yn (t ) = n1/p t n слао ежи ка нули у росору L p (0,1) (p > 1).
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4.7. Нека је 0< h < 1/2, и Ah : L1(0,1)→ L1(0,1) оераор а са (Ah f )(x ) = 1
h

∫ h
0

(1−t /h) f (x +t )dt .
а) Доказаи а је Ah линеаран ораничен оераор и а је ||Ah || ≤ 1/2.
) Доказаи а Ah f конверира ка (1/2) f ка h→ 0+ о норми росора L1(0,1).

4.8. За f ∈ L1(−π,π) ефинишемо ϕn ( f ) =
∫ π

−π
sinn t
sin t f (t )dt .

а) Доказаи а су ϕn ораничени линеарни функционали на росору L1(−π,π).
) Корисећи Теорему Банаха Шајнхауса, или руачије, оказаи а осоји инераилна на

(−π,π) функција f аква а низ ϕn ( f ) иверира.

4.9. Нека је ϕ ериоична, есенцијално ораничена функција на R са ериоом 1, и нека је Λn :

L(0,1)→C, Λn f =
1
∫

0

f (t )ϕ(n t )dt .

а) Доказаи а су Λn ораничени линеарни функционали на Банаховом росору L1(0,1) као и
а осоји консана M > 0 аква а за све n важи ||Λn || ≤M .

) Служећи се каракерисичним функцијама инервала и еоремом Банаха-Шајнхауса (или

руачије) оказаи а низ Λn јако конверира ка функционалу Λ f =
1
∫

0

ϕ(t )dt
1
∫

0

f (t )dt .

4.10. Да је низ оераора An : C [0,1]→C [0,1] на слеећи начин: (An x )(t ) = x ( npt ).
а) Доказаи а је An ораничен линеаран оераор и израчунаи ||An ||.
) Исиаи а ли за све x ∈C [0,1] осоји lim

n→+∞
An x , и ако осоји ореии ша је.

4.11. За аи нула низ ak формирамо низ bn = 1
nα

∑n
k=1 k ak .

а) За α≥ 1, bn → 0 за све (ak ) ∈ l 1, а за α< 1 осоји (ak ) ∈ l 1 ј. limsup
n→∞

|bn |= +∞.

) За α≥ 2−1/p , bn → 0 за све (ak ) ∈ l p , а за α< 2−1/p осоји (ak ) ∈ l p ј. limsup
n→∞

|bn |= +∞.

в) Ореии за које α, bn → 0 за сваки нула низ (ak ) ∈ c0.

4.12. Нека је αn ∈ (0,1) акав а је lim
n→+∞

αn = 1.

а) Показаи а лимеси Λ1( f ) = lim
n→+∞

(n +1)
∫ 1

0
t n f (t )dt и Λ2( f ) = lim

n→+∞
1

1−αn

∫ 1

αn
f (t )dt ос-

оје за сваку нерекину функцију f , и а ресављају јеан иси ораничен, линеаран функционал
на C [0,1].

) Ореии комлексну Борелову меру µ акву а је

Λ1( f ) =Λ2( f ) =

∫ 1

0

f (t )dµ(t ). (22)

в) Показаи а осоји ораничен линеаран функционал Λ : L∞(0,1)→C, акав а је ||Λ||= 1 и
Λ( f ) =Λ1( f ) за f нерекину. Да ли је ај функционал моуће зааи са (22)?

4.13. Да је ску A = {em + men |1≤m ≤ n} ⊂ l 2, и A1 = A
w ,s

њеово слао секвенцијално заворење,
о јес A1 = {x ∈ l 2 |∃x j ∈ A, x = w − lim

j→+∞
x j }. Доказаи а A1 није слао секвенцијално заворен, а

оале закључии а не осоји мерика која ефинише слау конверенцију.

4.14. Показаи а низ функција xn (t ) = sinn t слао конверира у росору L p (0,2π) за p > 1. Да ли
је о случај и за p = 1?

4.15. Аелове среине реа
+∞
∑

ν=0
aν ефинисане су са A(r ) =

+∞
∑

ν=0
aνr ν (0 ≤ r < 1). Кажемо а је ре

Аел зирљив ка s ако осоји lim
r→1−0

A(r ) и јенак је s .

а) Доказаи а је низ sn Аел зирљив ка s ако осоји lim
r→1−0

(1 − r )
+∞
∑

ν=0
sνr ν и јенак је s .

(sn =
n
∑

ν=0
aν);

) Показаи а је Аелов осуак јеан ерманенан осуак конверенције (Телицов сав);
в) Нека је

1

2
a0 +

+∞
∑

ν=1

(aν cosνt + bν sinνt )
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Фуријеов ре L1-функције x (t ) (2π-ериоичне). Показаи а су Аелове среине реа (18) ае са

A(r, x ) =
1

π

2π
∫

0

x (u)P (r, u − t )du , (23)

е је P (r, t ) = 1
2

1−r 2

1−2r cos t+r 2 , као и а важи
2π
∫

0

|P (r, t )|dt =π;

) За сваки ројни низ rn → 1− 0 (0 ≤ rn ≤ 1) са (23) је ефинисан јеан низ ораничених лин-
еарних оераора An (x ) = A(rn , x ) на росору C̃ [0,2π], нерекиних 2π-ериоичних функција.
Примењујући на овај низ оераора ринци конверенције оказаи а су Аелове среине Фу-
ријеово реа нерекине и 2π-ериоичне функције које конверирају униформно о t ∈ [0,2π]
олазној функцији;

4.16. Доказаи а Банахов лимес није мулиликаиван. [Посмраи низ x = (1,0,1,0,1,0, . . .) ∈ l∞R ].

4.17. Доказаи а осоји функционал Λ : l∞R →R линеаран, мулиликаиван, норме 1 и озииван.
Да ли за њеа важи liminf x ≤Λ(x )≤ limsup x?

4.18. Нека је (X ,M,µ) росор саσ-коначном мером. Доказаи а низ функција xn ∈ L p (X ,µ) слао
конверира ка x ако и само ако: (1) supn ||xn || < +∞; (2) lim

n→+∞

∫

E xn (t )dµ(t ) =
∫

E x (t )dµ(t ) за

сваки мерљив ску E ∈M.

4.19. Нека је H Хилеров росор.

а) Доказаи а из xn
w→ x и yn → y слеи 〈xn , yn 〉→ 〈x , y 〉.

) Посмарајући низ en ∈ l 2 оказаи а из xn
w→ x и yn

w→ y не мора а слеи 〈xn , yn 〉→ 〈x , y 〉.

4.20. Доказаи а низ векора xn = (ξ
(n)
1 ,ξ

(n)
2 , . . .) слао конверира ка векору x = (ξ1,ξ2, . . .) у

росору l p (1 < p < +∞) ако и само ако: (1) supn ||xn || < +∞; (2) lim
n→+∞

ξ
(n)
k = ξk за свако

k = 1,2, . . . .

4.21. Даи су оераори Tt f (x ) = f (x + t ), Tt : L p (R)→ L p (R). Доказаи а Tt јако ежи ка I ка
t → 0+. Да ли је а конверенција и униформна?

4.22. Доказаи а низ функција yn (t ) = n1/p t n слао ежи ка нули у росору L p (0,1) (p > 1).

4.23. Да је низ ресликавања An : C [−1,1]→C [−1,1], са An f (x ) =
∫ x/n
−1 f (t )dt .

а) Доказаи а су An ораничени линеарни оераори.
) Показаи а низ оераора An јако конверира неком ораниченом линеарном оераору

A : C [−1,1]→C [−1,1], и ореии оераор A.
в) Исиаи а ли низ An униформно (.ј. о норми росора L(C [−1,1])) конверира ка оера-

ору A.

4.24. Да је оераор A : C [0,1/2]→ C [0,1/2] са Ax (t ) = x (t 2). Исиаи а ли низ оераора An

конверира слао, јако, оносно униформно.

4.25. Нека је A : l 2→ l 2 оераор заа са A(ξ1,ξ2,ξ3, . . .) = (0,ξ1,ξ2,ξ3, . . .).
а) Доказаи а низ оераора An слао ежи ка нули, али не и јако.
) Доказаи а низ оераора A∗n јако ежи ка нули, али не и униформно.

4.26. Нека низ оераора An јако конверира ка A, и нека низ векора xn конверира ка x . Доказаи
а аа и An xn конверира ка Ax .

4.27. На росору l p а је низ оераора Bn омоћу Bn (ξ1,ξ2, . . .) = (0,0, . . . ,0,ξn+1,ξn+2, . . .).
Исиаи а ли Bn ежи слао, јако или униформно.



5. ИНВЕРТИБИЛНОСТ

Теорема о овореном ресликавању и ослеице

5.1. Дефиниција. Нека су X и Y мерички росори. Познао је а је
функција f : X → Y нерекина акои само ако је инверзна слика свако оворено
оскуа росора Y , оворен оску росора X . А о је еквиваленно оме
а је инверзна слика свако заворено оскуа росора Y заворен оску
росора X .

Ниша слично се не може рећи за ирекну слику. На ример, нека је
X = Y =R, f (x ) = x 2 и g (x ) = 1/(1+x 2). Функција f је нерекина, али ирекна
слика оворено скуа (−1,1) јенака је скуу [0,1) који није оворен. Ифункција
g је нерекина, али слика заворено скуа [0,+∞) јенака је скуу (0,1] који
није заворен. (Ове није моуће наравии ример са коначним завореним
инервалом, јер је он комакан, а нерекина слика комака је комак.)

Соа осено извајамо функције које имају оменуа својсва.
Кажемо а је f : X → Y оворено ресликавање ако је слика свако оворено

скуа у X , оворен ску у Y .
Кажемо а је f : X → Y заворено ресликавање ако је слика свако заворено

скуа у X , заворен ску у Y .
Ова ва новоувеена ојам нису еквиваленна, шо се може веи из орња

ва римера.
Међуим, ако је f : X → Y ијекција, она ило који о њих (ило а је f

оворено, ило а је заворено ресликавање) овлачи нерекинос инверзне
функције f −1 : Y → X . Заиса, ирекна слика скуа A ⊆ X функцијом f је
инверзна слика исо скуа функцијом f −1, наравно ако ова ослења осоји.

Нарена еорема је рећа о ри кључне еореме функционалне анализе.
Прве ве су иле Хан-Банахова и Банах-Шајнхаусова.

5.2. Теорема (Банахова о овореном ресликавању). Нека су X и Y
Банахови росори (акле оа комлена) и нека је A : X → Y ораничено
линеарно ресликавање. Ако је A сурјекивно, она је A оворено реслика-
вање.
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Доказ. Нека је BX ознака за оворену јеиничну лоу у X , а BY за оворену
јеиничну лоу у Y . Било која лоа у X може се риказаи реко BX . Наиме,
B (x ; r ) = x + r BX .

1◦ У рвом кораку, оказаћемо а је

ABX ⊇ r BY , (1)

за неко r > 0, ј. а је слика јеиничне лое уса у некој лои у Y .
Пресликавање A је „на“, а за свако y ∈ Y осоји x ∈ X ако а је y = Ax . За

рироан рој n > ||x || имамо x ∈ n BX , ј. y ∈ A(n BX ). Соа је

Y =
+∞
⋃

k=1

A(k BX ).

Како је Y комлеан, ремаБеровој еоремиокаеоријаманеможесериказаи
као реројива унија ние усих скуова. Према оме, ар јеан о скуова
A(k BX ) није ние ус. То значи а њеово заворење има неразну унурашн-
јос, ј. а саржи неку кулу, рецимо B (y0; s ) = y0+ s BY . Дакле,

A(k Bx )⊇ y0+ s By .

Саа за ило које z ∈ BY (ј. ||z ||< 1), векор y0+ s z ∈ y0+ s BY , а осоје низови
x ′n , x ′′n ∈ BX (оносно ||x ′n ||, ||x

′′
n || < 1), акви а A(k x ′n)→ y0 и A(k x ′′n )→ y0 + s z .

Таа је

z =
1

s
(y0+ s z − y0) = lim

n→+∞
A
1

s
(k x ′′n −k x ′n).

С озиром а је ||(1/s )(k x ′′n − k x ′n)|| < 2k/s , векор z је лимес слика векора из

(2k/s )BX , оносно (2k/s )ABX ⊇ BY . Како је A линеаран о важи (1) за r = s/2k .
2◦ У руом кораку, оказаћемо а се у (1) може изосавии знак за заворење.

Формула (1) је већ оказана, и множењем скаларом закључујемо а важи

A(αBX )⊇αr BY .

оносно, за све ε > 0 и све y акве а је ||y ||<αr осоји x ∈ X акво а је

||x ||<α и ||Ax − y ||< ε. (2)

Нека је ε > 0 ао, и нека је y ∈ r BY . Таа, на основу (2) уз α=1 и εr /2 умесо
ε, осоји x1 акво а је x1 ∈ BX , ј. ||x1||< 1и ||y−Ax1||< εr /2. Саа рименимо (2)
на векор y −Ax1 ∈ (εr /2)BY (шо значи α= ε/2) и εr /4 умесо ε. Закључујемо а
осоји векор x2 ∈ X са својсвима ||x2||< ε/2 и ||y −Ax1−Ax2||< r ε/4. Посуак
насавимо, а осоји низ векора x1, x2, . . . акав а је

||xn ||<
ε

2n−1
и ||y −Ax1−Ax2− · · ·−Axn ||<

r ε

2n
, n ≥ 2. (3)

Из рве нејенакоси у (3) закључујемо а је ре
∑

xn асолуно конверен-
ан, шо зо комленоси росора X значи а је и конверенан. Њеову суму
означимо са x . Имамо

||x || ≤
+∞
∑

n=1

||xn ||< 1+
ε

2
+
ε

4
+
ε

8
+ · · ·=1+ ε,

ј. x ∈ (1+ε)BX . Међуим, аа је Ax =
∑+∞

n=1 Axn , а из руе нејенакоси у (3)
имамо y = Ax . Према оме (1+ ε)ABX ⊇ r BY , оносно ABX ⊇ r

1+εBY за све ε > 0.
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Како је, међуим
⋃

ε>0
r

1+εBY = r BY о оијамо

ABX ⊇ r BY . (4)

3◦ У ослењем кораку оказујемо а је A оворено ресликавање. Нека је
G ⊆ X оворен ску. Докажимо а је A(G ) оворен у Y . Нека y0 ∈ A(G ). Таа је
y0 = Ax0 за неко x0 ∈G , а како јеG оворен осојиδ > 0 акво а је x0+δBX ⊆G .
Таа је, на основу (4)

A(G )⊇ A(x0+δBX ) = y0+δABX ⊇ y0+δr BY ,

а A(G ) зајено са y0 саржи и лоу B (y0;δr ), чиме је оказ завршен. �

Слее ослеице ове важне еореме.

5.3. Послеица. Нека су X и Y Банахови росори, и A : X → Y ораничен
линеаран оераор. Ако је A ијекција, она осоји A−1 : Y → X и A−1 је
акође ораничен.

Доказ. Ако је A ијекивно, она сиурно осоји инверзно ресликавање
A−1. Тривијално се извои а је A−1 линеаран. Неривијално је а ли је A−1

ораничен. Међуим, како је A сурјекивно, оно је, рема рехоној еореми
овореноресликавање, а о значи а је A−1 нерекино, а имеиораничено. �

5.4. Још јена ослеица. Нека су на векорском росору X ае ве
норме || · ||1 и || · ||2, и нека је X комлеан у оносу ое. Ако осоји
консана M аква а је

||x ||1 ≤M ||x ||2 (5)

за све x ∈ X аа су е ве норме еквиваленне.

Доказ. Просори (X , || · ||1) и (X , || · ||2) су Банахови – реосавка комле-
носи. Уочимо иеничко ресликавање I : (X , || · ||2)→ (X , || · ||1) заао са I x = x .
Услов (5) Може се заисаи и као ||I x || ≤M ||x ||, оносно I је ораничен. Како
је он очилено линеаран и ијекиван, рема рехоној ослеици, он има
ораничен инверз, ј. ||x || ≤ C ||I x || за неко C > 0, ј. ||x ||2 ≤ C ||x ||1. Таа зајено
са (5) имамо

m ||x ||2 ≤ ||x ||1 ≤M ||x ||2,

ако означимо 1/C =m , а о ураво значи а су ове ве норме еквиваленне. �

5.5. Теорема (о завореном рафику). Нека су X и Y Банахови росо-
ри, и нека је A : X → Y линеаран оераор. Ако је рафик о оераора
ΓA = {(x , Ax ) | x ∈ X } заворен оросор Банахово росора X × Y са
нормом

||(x , y )||= ||x ||+ ||y ||, (6)

она је A ораничен.

Примеа: Није ешко оказаи а је X ×Y комлеан у оносу на норму (6).
На неки начин, изор норме није ресуан. Норма на роизвоу X × Y се може
увеси и са (||x ||p + ||y ||p )1/p или саmax{||x ||, ||y ||} и све акве норме су међусоно
еквиваленне, шо је и ило за очекиваи.
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Доказ. График ΓA је векорски оросор, заиса, ако (x1, y1), (x2, y2) ∈ ΓA
она y1 = Ax1, y2 = Ax2, а је λ1y1+λ2y2 = A(λ1x1+λ2x2), и оале λ1(x1, y1)+
λ2(x2, y2) = (λ1x1+λ2x2, A(λ1x1+λ2x2)) ∈ ΓA . Како је још и заворен, ΓA се може
осмараи и као Банахов росор.

Посмарајмо ресликавања π1 : ΓA → X и π2 : ΓA → Y аа са π1(x , Ax ) =
x , оносно π2(x , Ax ) = Ax . У иању су ројекције на рву, оносно руу
кооринау. Оа су нерекина, јер је

||π1(x , Ax )||= ||x || ≤ ||x ||+ ||Ax ||= ||(x , Ax )||,

||π2(x , Ax )||= ||Ax || ≤ ||x ||+ ||Ax ||= ||(x , Ax )||.
Међуим, о ресликавању π1 можемо рећи и нешо више. Оно је, наиме, и-
јекција. Заиса, свако x ∈ X има свој Ax , оносно свој ар (x , Ax ) ∈ ΓA , а је π1

сурјекивно. Оно је и инјекивно, јер ако π1(x ′, Ax ′) = π1(x ′′, Ax ′′), ј. x ′ = x ′′,
она и Ax ′ = Ax ′′ а је (x ′, Ax ′) = (x ′′, Ax ′′). Соа је рема ослеици еореме
о овореном ресликавању инверзно ресликавање π−11 нерекино. Но, саа за
комозицију

X
π−11−→ ΓA

π2−→ Y ,

имамо π2(π
−1
1 (x )) = π2(x , Ax ) = Ax , ј. A = π2 ◦π−11 . Соа је A нерекино као

комозиција ва нерекина ресликавања.

!!!Дијарам!!!
�

5.6. Пример неораничено заворено оераора. Оераор са заворе-
ним рафиком крако зовемо заворен оераор. Зо рехоно сава није
моућ ример заворено неораничено оераора ефинисано на чиавом Ба-
наховом росору X . Али има смисла осмараи заворен оераор са оменом
срикномањимоX , на ример A :D(A)→ Y , е јеD(A) оменоераора A који
је линеаран оросор о X . Уколико је D(A) заворен, она је он, осмаран
сам за сее, акође Банахов росор, а је заворен оераор на њему оавезно
ораничен. Соа реосавимо а D(A) није заворен. Преосављаћемо и а
је D(A) ус у X , јер у роивном X можемо замении њеовим оросором
D(A).

График оераора A : D(A)→ Y је заворен ако и само ако A заовољава
слеећи услов:

D(A) 3 xn → x ∧Axn → y ⇒ x ∈D(A)∧ y = Ax . (7)

Доказ. Услов (7) еквиваленан је овоме

xn ∈D(A)∧ ||xn − x || → 0∧ ||Axn − y || → 0⇒ x ∈D(A)∧ y = Ax . (8)

Заиса, како је ||(xn , Axn)− (x , y )|| = ||xn − x ||+ ||Axn − y ||, о је ремиса у им-
ликацији (8) еквиваленна оме а је (x , y ) ∈ Γ A , а закључак а (x , y ) ∈ ΓA . �
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Услов (7) исуњава оераор иференцирања. Заиса, нека је X = Y =C [0,1].
Посмарајмо оераор иференцирања x 7→ Ax = dx/dt . Он није ефинисан
на целом X , јер као шо знамо осоји рерш нерекиних функција које
немају изво нии у јеној ачки. За омен оераора A узмимо D(A) = {x ∈
C [0,1] | осоји x ′(t ) за све t ∈ [0,1] и нерекиан је}.

Овај оераор има заворен рафик. Наиме, ако D(A) 3 xn → x , и Axn → y ,
о значи а низ xn који се сасоји о C 1-функција равномерно конверира ка
функцији x , а а низ x ′n равномерно конврира ка y . Према ознаој еореми
класичне анализе, о значи а је x иференцијаилна, и x ′= y . Дакле, x ∈D(A),
и y = Ax .

Оераор иференцирања, акле, има заворен рафик, али није ораничен,
јер на ример, све функције низа xn(t ) = sinn t имају норму јенаку 1, ок
функције Axn(t ) = x ′n(t ) = n cosn t имају норму јенаку n . Соа, ако и A ио
ораничен морало и ии ||Axn || ≤ ||A|| ||xn ||, ј. n ≤ ||A|| за све n ∈ N шо је
немоуће.

Гоово иенично размарање, са незнано сложенијом ехником може се
извеси за ило који линеарни иференцијални оераор олика

x 7→ x (n)+αn−1x (n−1)+ · · ·+a2x ′′+a1x ′+a0,

е су a j нерекине функције роменљиве t .

Слеи римена еореме о овореном ресликавању на Фуријеове реове.
Познао је а низ Фуријеових коефицијенаа ма које L1-функције f оразује
нула низ. Виеи Сав 4.11. Међуим, на ај начин се не моу оии сви нула
низови.

5.7. Сав. Посоји нула низ an који није низ Фуријоевих коефицијенаа
нии јене функције из L1. Друим речима осоји нула низ an акав а
an = (1/π)

∫ π

−π f (t )cosn t dt не важи ни за јену функцију f ∈ L1(−π,π).

Доказ. Пресликавање A : L1(−π,π)→ c0, ао са A f = (an)n≥0,

an =
1

π

∫ π

−π
f (t )cosn t dt

је линеарно и ораничено, јер је |an | ≤ 1
π

∫ π

−π | f (t )|dt = || f ||/π. Према оме ||A|| ≤
1/π.

Преосавимо суроно, а је ресликавање A сурјекивно и уочимо P ≤
L1(−π,π) оросор који се сасоји искључиво о арних функција. Просор
P је заворен, јер ако P 3 fn → f у норми росора L1 она из Рис-Фишерове
еореме слеи а је f (x ) ачка о ачка лимес неко ониза низа fn , а о чува
арнос. Ако је a = (an)роизвољан нула низ и ако је a = A f за некуфункцију f ∈
L1, она је a = Ag и за некуфункцију g ∈ P , конкрено за g (x ) = ( f (x )+ f (−x ))/2.
То је очилено.

Преликавање A|P је инјекивно. Заиса, ако је A f = 0 и f ∈ P , она су
сви Фуријеови коефицијени an = 0 (јер је A f = 0), али и bn = 0, јер је f ∈ P .
Посмарајмо функционал Λ f ∈C [a , b ]∗ а са

Λ f (x ) =

∫ π

−π
x (t ) f (t )dt .
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Према ререзенацији росора C [a , b ]∗, Λ f је линеаран и ||Λ f || = || f ||1. Чин-
јеница а је an = bn = 0 значи а је Λ f (x ) = 0 за све функције x из скуа
{1,cos t ,sin t ,cos2t ,sin2t , . . .}, а како рема Фејеровој еореми оменуи ску
функција чини фунаменалан ску, о је Λ f ≡ 0, оносно || f ||= ||Λ f ||=0.

Саа имамо ресликавање A : P → c0 за које смо оказали а је ораничено,
линеарно и 1 − 1, и за које смо реосавили а је „на“. Према еореми о
овореном ресликавању, о значи а осоји A−1 : c0→ P и а је A−1 ораничено,
ј. а осоји консана M > 0 са својсвом ||A−1a || ≤ M ||a || за сваки нула низ
a = (an). После смене a = A f , о осаје

||A f || ≥m || f ||, (9)

е је m =1/M . Међуим, ако оаеремо f =Dn , е је Dn Дирихлеово језро, ј.

f (t ) =
1

2
+

n
∑

k=1

cosk t =
sin(n +1/2)t

2sin(t /2)
=Dn(t ),

(Дирихлеово језро), она имамо A(Dn) = (1,1, . . . ,1,0, . . .) (вии се из ресав-
љања Dn као суме), ј. ||A(Dn)|| = 1, ок је, као шо смо раније (у Саву 4.12)
усановили ||Dn || → +∞. Тако (9) није орживо за f = Dn , јер се свои на
1≥m ||Dn || →+∞.

С озиром а смо оили конраикцију, реосавка а је A сурјекивно је
неоржива. �

Секар

5.8. Моивација. У овом оељку авимо се уошењем ојма сосвене
вреноси линеарно ресликавања. Да се осеимо, ако је X коначно и-
мензионалан росор и A : X → X линеарно ресликавање, она за рој λ ∈ K
кажемо а је сосвена вренос ресликавања A ако је

Ax =λx , за неко 0 /= x ∈ X . (10)

Каа је росор X коначно имензионалан, она је услов (10) еквиваленан са
условом

A−λI није инвериилан (11)

Јано је а (10) овлачи (11). Орано је ослеица ознае чињенице а ефек
и ран роизвољно линеарно ресликавања у зиру ају имензију росора.
Примењено на ресликавање A−λI о значи а је

dimker(A−λI )+dimran(A−λI ) = dimX = n . (12)

Према оме, A−λI је 1−1 ако и само ако је „на“. Тако је услов (11) еквиваленан
оме а A−λI има неривијално језро, а о је еквиваленно са (10).

Међуим, ако је X есконачне имензије, формула (12) не оезеђује а је
оераор A−λI инјекиван ако и само ако је сурјекиван, виеи вежање ?????.
Тако у ошем случају из (10) слеи (11), али не и орано. Соа у ошем
случају имамо овакве ефиниције.
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5.9. Дефиниција. Нека је X Банахов росор на ољем C, и нека је A ∈
L(X ). Број λ ∈ C зовемо реуларна ачка ако осоји (A −λI )−1 ∈ L(X ). Дакле,
није овољно само а ооји (A−λI )−1 нео реа а уе и ораничен. Ску свих
реуларних ачака означавамо са ρ(A) и називамо резолвенни ску.

Функција Rλ = (A − λI )−1 која ресликава ску ρ(A) ⊆ C у L(X ) назива се
резолвена.

Комлемен резолвенно скуа C \ρ(A) називамо секар оераора A и
означавамо са σ(A). Дакле,

σ(A) = {λ ∈C | не осоји (A−λI )−1 ∈ L(X )}.

Посоји више начина а A −λI не уе инвериилан. Тек јеан о њих је
а има неривијално језро. Соа ачке секра можемо аље оелии на ри
врсе.

Тачкаси секар – σp (A). Тачка λ ∈σ(A) назива се сосвена вренос или
ачка ункуално секра ако оераор A − λI није инјекиван. То значи а
има неривијално језро, оносно а осоји 0 /= x ∈ X ј. Ax −λx = 0. Ску
свих сосвених вреноси означавамо са σp (A) и називамо ункуални или
ачкаси секар.

Нерекини секар – σc (A). Тачка λ ∈ σ(A) назива се ачка нерекино
секра ако је језро ресликавања A −λI ривијално, а слика уса у X . Ску
аквих ачака називамо конинуални или нерекини секар и оележавамо са
σc (A).

Резиуални секар –σr (A). Најза, осале ачке из секра називамо рези-
уалне ачке. Ску аквих ачака означавамо саσr (A) и називамо резиуални или
реосали секар.

Тачке резиуално секра су акле они ројеви λ за које је A−λI инјекивно,
али слика ran(A −λI ) није уса у X . Слично, λ ∈σc (A) ако и само ако је A−λI

инјекивно, али ran(A −λI ) $ ran(A−λI ) = X . Заиса, моућнос а A −λI уе
1− 1 и „на“, али а ри оме њеов инверз није ораничен искључена је зо
еореме о овореном ресликавању.

Слеи сав о основним осоинама секра.

5.10. Сав. Нека је A ∈ L(X ), X Банахов росор.

(а) Резолвенни скуρ(A) је оворен, а резолвена је на њему холоморфна
фукција.

() Ако је |λ|> ||A||, она λ ∈ρ(A).
(в) Секар σ(A) је неразан комакан ску.

Доказ. У оказу корисимо слеећу чињеницу (вежање 3.8). Ако је ||A|| < 1
она је I −A инвериилан, и важи

(I −A)−1 =
+∞
∑

n=0

An . (13)

(а) Нека је λ0 ∈ρ(A). Таа осоји Rλ0(A) = (A−λ0I )−1. Нека је λ ∈C акво а
је |λ−λ0|<δ, е је δ= ||Rλ0 ||

−1. Множећи јенакос (A−λ0I )−(A−λI ) = (λ−λ0)I
резолвеном Rλ0 налазимо

I −Rλ0(A−λI ) = (λ−λ0)Rλ0 .
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Међуим, ||(λ−λ0)Rλ0 ||< δ||Rλ0 ||= 1, а је Rλ0(A−λI ) = I − (λ−λ0)Rλ0 инвери-
иилан и важи

(Rλ0(A−λI ))−1 =
+∞
∑

n=0

R n
λ0
(λ−λ0)n .

Но аа је и (A−λI ) = R−1λ0 Rλ0(A−λI ) инвериилан, као роизво ва инвери-
илна оераора и важи

Rλ= (A−λI )−1 = (Rλ0(A−λI ))−1Rλ0 =
+∞
∑

n=0

R n+1
λ0

(λ−λ0)n . (14)

Тиме је оказано а |λ−λ0| < δ овлачи λ ∈ ρ(A), ј. а је ρ(A) оворен. А
формулом (14) резолвена Rλ је изражена као сума сеено реа о λ, а је реч
о аналиичкој функцији.

Примеа: Ове је реч о оераорно вреносној аналиичкој функцији, јер су
коефицијени у сееном реу (14) оераори. Ми не знамо (за саа) никаква
својсва оераорно вреносних аналиичких функција. Ако уемо желели а
искорисимонекаознаа својсва аналиичкихфункција, наравићемоскаларно
вреносну функцију, ако шо ћемо оераором (14) еловаи на роизвољан
векор x ∈ X , а заим израчунаи вренос функционала Λ ∈ X ∗.

() Ако је |λ| > ||A||, она је ||(1/λ)A|| < 1, а је оераор I − (1/λ)A инвери-
илан. Зајено са њим инвериилан је и A−λI =−λ(I − (1/λ)A). Ша више, из
(13) налазимо

Rλ= (A−λI )−1 =−λ
+∞
∑

n=0

1

λn
An . (15)

(в) Из ачке (а), секар σ(A) је заворен, као комлемен оворено скуа
ρ(A). Из ачке () је σ(A) ⊆ {λ ∈ C | |λ| ≤ ||A||}, а је ораничен. А у скуу C
заворен и ораничен ску је комакан.

Соа још јеино неосаје а окажемо а јеσ(A) неразан. Преосавимо
суроно,σ(A) = ;, ј.ρ(A) =C. Таа је резолвена аналиичка функција ефин-
исана у целој комлексној равни. Доказаћемо и а је ораничена. Из (15), за
|λ|> ||A|| имамо

||Rλ|| ≤ |λ|
+∞
∑

n=0

||A||n/|λ|n =
|λ|

1− ||A||/|λ|
=

1

|λ| − ||A||
→ 0, (16)

ка |λ| →+∞.
Нека су x ∈ X и Λ ∈ X ∗ роизвољни. Таа је функција h : C → C аа са

h(λ) = Λ(Rλx ) аналиичка зо (14). Зо (16) иће |h(λ)| ≤ ||Λ|| ||x || ||Rλ|| < ε за
|λ| ≥M , а на скуу {λ ∈C | |λ| ≤M } функција h је ораничена јер је нерекина.

Према оме, функција h је ораничена целафункција, а је рема Лјувиловој
еореми консанна. И више, зо (16), она је иенички јенака нули. Дакле
Λ(Rλx ) ≡ 0. Како је Λ ∈ X ∗ ило роизвољно, и како уални росор X ∗ разваја
ачке, о је Rλx ≡ 0 за све x ∈ X , ј. Rλ=0 за све λ. То је међуим немоуће јер је
Rλ инвериилан оераор.

Соа је реосавка σ(A) = ; неоржива. �

5.11. Нормални и самоајуновани оераори. Нека је H Хилеров ро-
сор и A ∈ L(H ). Посеимо се а је ајунован оераор A∗ ∈ L(H ) јеинсвени
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оераор за који важи

〈Ax , y 〉= 〈x , A∗y 〉, за све x , y ∈H .

За оераор A ∈ L(H ) кажемо а је самоајунован ако је A = A∗. Како је A∗

уошење ојма рансооноване марице, о је ојам самоајуновано оера-
ора уошење ојма симеричне марице.

За оераор A ∈ L(H ) кажемо а је нормалан ако A комуира са својим
ајунованим, ј. ако је AA∗ = A∗A. Јасно, сваки самоајунован оераор је
нормалан, јер се у ом случају оа роизвоа AA∗ и A∗A свое на A2.

Оераор A је нормалан ако и само ако за све x ∈H важи

||Ax ||= ||A∗x ||. (17)

(То је јаче о ||A||= ||A∗|| шо смо оказали а важи увек, ј. ез озира на о а
ли је A нормалан или није.)

Заиса, ако је A нормалан, она је ||Ax ||2 = 〈Ax , Ax 〉= 〈x , A∗Ax 〉= 〈x , AA∗x 〉=
〈A∗x , A∗x 〉= ||A∗x ||2, а је услов (17) ореан. Докажимо и а је овољан. Ако
важи (17) она на иси начин налазимо а је 〈A∗Ax , x 〉= 〈AA∗x , x 〉 за све x ∈H , ј.
а је 〈(A∗A−AA∗)x , x 〉 ≡ 0. Међуим, она рименом оларизационо иениеа
(формула (21) лаве чеири)

〈B x , y 〉=
1

4

�

〈B (x + y ), x + y 〉− 〈B (x − y ), x − y 〉+

+ i 〈B (x + i y ), x + i y 〉− i 〈B (x − i y ), x − i y 〉
�

на оераор B = A∗A−AA∗ налазимо и а је 〈(A∗A−AA∗)x , y 〉=0 за све x , y ∈H .
Оале је A∗A−AA∗=0, ј. A је нормалан.

Такође, лако се оказује а је λA+µB нормалан, ка о су A и B нормални.

5.12. Сав. Нека је A нормалан. Таа је:

(а) (ran A)⊥=kerA∗; kerA⊥= ran A∗.
() σr (A) = ;, оносно нормални оераори немају резиуални секар.

Доказ. (а) y ⊥ ran A ⇔ за све x ∈H важи 〈Ay , x 〉=0, ј. 〈x , A∗y 〉=0, ј. ако и
само ако је A∗y ⊥H ⇔ A∗y =0, оносно y ∈ kerA∗.

Како је A∗∗ = A римењујући рехоно на A∗ налазимо (ran A∗)⊥ = kerA, а
каа се узме још јеан комлемен и искориси S⊥⊥=L i n(S) оијамо ran A∗=
(kerA)⊥.

() Зајено са оераором A, нормалан је и оераор A−λI . Преосавимо
а слика ran(A−λI ) није уса у H . Таа је орокомлемен (ran(AλI ))⊥ нерив-
ијалан, ј. осоји 0 /= x ∈ H ј. x ⊥ ran(A −λI ). Према рехоном, о значи
а x ∈ ker(A −λI )∗, ј. (A −λI )∗x = 0. Међуим, зо (17) аа је ||(A −λI )x || =
||(A−λI )∗x ||=0, оносно Ax =λx . Према оме не може се ооии а оераор
A−λI нема усу слику и а исовремено уе инјекиван. Тако је σr (A) = ;. �

5.13. Лема. Нека је A ∈ L(X ), X Банахов росор, и нека осоји кон-
сана m > 0 аква а је за све x ∈ X исуњено

||Ax || ≥m ||x ||. (18)
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Таа је A инјекиван, слика ran A је заворен оросор, и A−1 : ran A→ X
је ораничен оераор. Посено, ако је A „на“, она осоји A−1 ∈ L(X ).

Доказ. Ако је Ax =0, она из (18) налазимо и а је x =0, а је A инјекиван.
Нека је yn ∈ ran A, и yn → y . Таа је yn = Axn за неки низ xn ∈ X . (Тај низ је

чак јеинсвен, јер је A инјекиван.) Низ yn = Axn је конверенан, а је име и
Кошијев. На основу (18) налазимо и а је низ xn Кошијев, а је конверенан,
рецимо xn → x . Но аа зо ораниченоси оераора A имамо и Axn → Ax , а
како већ Axn → y о је y = Ax , ј. y ∈ ran A. Тако је ran A заворен оросор.

Оераор A−1 : ran A→H је, она ораничен на основу еореме о овореном
ресликавању. �

5.14. Сав. Нека је H Хилеров росор, и нека је A ∈ L(H ).

(а) Ако λ ∈σ(A) она λ ∈σ(A∗). И више σ(A∗) =σ(A).
() Ако је A самоајунован, она је 〈Ax , x 〉 ∈R за све x ∈H .
(в) Ако је A самоајунован, она је σ(A)⊆R, и σr (A) = ;.

Доказ. (а) Докажимо рво а је A∗ инвериилан, ка о је A инверии-
лан. Ако је A инвериилан, она је AA−1 = A−1A = I , оакле је ајуновањем
(A−1)∗A∗= A∗(A−1)∗= I ∗= I , а је (A∗)−1 = (A−1)∗.

Дооворимо се а у насавку оказа A, е је A ску комлексних ројева
означава ску {λ | λ ∈ A}, акле „комлексни конјуа“ скуа A, а не њеово
заворење.

Ако λ /∈ σ(A) она је A −λI инвериилан, а је акав и (A −λI )∗ = A∗ −λI ,

а λ /∈ σ(A∗). Друим речима ρ(A) ⊆ ρ(A∗). Како је A∗∗ = A и λ = λ, каа
рехоно рименимо на A∗ налазимо ρ(A∗)⊆ρ(A), оносно ρ(A∗)⊆ρ(A). Тако
је ρ(A) =ρ(A∗), а име и σ(A) =σ(A∗).

() Имамо 〈Ax , x 〉= 〈x , Ax 〉= 〈Ax , x 〉, а 〈Ax , x 〉 ∈R.
(в) Ако је A самоајунован она је A = A∗. Нека је λ ∈C \R, ј. λ=α+ iβ , α,

β ∈R, β /=0. Имамо

||(A−λI )x ||2 = ||(Ax −αx )−iβ x ||2 = ||Ax −αx ||2−2Re i 〈Ax −αx ,β x 〉+ ||β x ||2. (19)

Међуим, зо рехоно је

〈Ax −αx ,β x 〉=β 〈Ax , x 〉−αβ ||x ||2 ∈R,

а је i 〈Ax −αx ,β x 〉 чисо имаинаран рој, и реални ео му је јенак нули. Тако
се (19) свои на

||(A−λI )x ||2 = ||Ax −αx ||2+ ||β x ||2 ≥ |β |2||x ||2, ј. ||(A−λI )x || ≥ |β | ||x ||.

Како је β /=0, о значи а је A−λI инјекиван, е а има заворену слику. Према
оме, или је λ ∈ ρ(A) или је λ ∈ σr (A). Послење је искључено јер је сваки
самоајунован оераор ујено и нормалан, а је σr (A) разан.

Имамо акле, λ /∈R овлачи λ /∈σ(A) а о је и реало оказаи. �

Вежања

5.1. За f ∈ L1(0,1) формирамо низ ξn =
∫ 1

0
t n f (t )dt , n = 0,1,2, . . . .
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а) Доказаи а ξn → 0 ка n→∞.
) Доказаи а је оераор A : L1(0,1)→ c0, а са A( f ) = (ξn )+∞0 линеаран, ораничен, и а је

||A||= 1.
в) Доказаи а је A ,,1−1“.
) Корисећи низ функција fk (t ) = kχ[0,1/k ] −kχ[1/k ,2/k ] и Банахову еорему о овореном рес-

ликавању, оказаи а A није ,,НА“.

5.2. Нека је zn низ различиих ачака у ораниченом скуу Ω⊆C, и нека за сваки ораничен низ wn

комлексних ројева осоји ораничена аналиичка функција f : Ω→C аква а је f (zn ) = wn за
све n . Таа осоји консана K <+∞ аква а за сваку функцију f (ораничену и аналиичку) за
коју важи f (zn ) = wn , важи и sup

z∈Ω
| f (z )| ≤ K sup

n
|wn |.

[Посмараи ресликавање H (Ω) 3 f 7→ f (wn ) ∈ l∞, е је H (Ω) ску ораничених аналиичких
функција из Ω у C са sup-нормом. Искорисии еорему о овореном ресликавању.]

5.3. Нека је A : X → Y ораничен линеаран оераор. Нека је A(X ) = Y и yn → y0 ∈ Y . Таа осоји
консана c > 0 и низ xn ∈ X акав а xn → x0, Axn = yn и ‖xn‖ ≤ c ‖yn‖.

5.4. Нека је A нилоенна марица формаа n ×n (ј. аква а је Ak = 0 за неко k ∈N). Доказаи
а је σ(A) = {0}.

5.5. Нека су A, B ∈ L(X ), X Банахов росор.
а) Доказаи а је I − AB инвериилан ако и само ако је I − B A инвериилан. [Посмараи

оераор I + B(I −AB)−1A.]
) Извеси закључак: σ(AB)∪{0}=σ(B A)∪{0}.

5.6. Да је оераор јеносрано омака T : l 2 → l 2, T (ξ1,ξ2, . . .) = (0,ξ1,ξ2, . . .). Ореии σ(T ).

[Ореии сосвене вреноси оераора T ∗ и искорисии λ ∈σ(T )⇔λ ∈σ(T ∗).]

5.7. За оераор A ∈ L(X ) ефинишемо њеов реални и имаинарни ео са B = (A + A∗)/2, C =

(A−A∗)/(2i ).
а) Доказаи B = B ∗, C = C ∗, A = B + i C , A∗= B − i C .
) Доказаи а је A нормалан ако и само ако B и C комуирају, ј. акко је B C = C B .

5.8. Дао је ресликавање A : L2(0,1)→ L2(0,1) са (A f )(x ) = x f (x ). Доказаи а је σ(A) = [0,1].

5.9. У Хилеровом росору H = L2(0,+∞) осмарамо ску D = { f ∈ H |
∫+∞
0

x2| f (x )|2 dx <
+∞}.

а) Доказаи а је D ус, рави оросор росора H , и име није заворен. [D саржи
функције ≡ 0 за x >M , а ове су усе у H .]

) Доказаи а је оераор A :D→H а са

(A f )(x ) = x f (x ) (20)

неораничен заворен оераор.
в) Доказаи а је σ(A) = [0,+∞).
) Ако се узме H = L2(−∞,+∞), и A заа формулом (20), како она излеа њеов омен?

Ша је у овом случају σ(A)?

5.10. За оераор U : H → H , H Хилеров росор кажемо а је униаран ако је U U ∗ = U ∗U = I
(ј. ако је U −1 = U ∗.)

а) Доказаи а је σ(U )⊆ {λ ∈C |λλ= 1};
) Уошии. Ша се мозје рећи о секру оераора A за који важи релација P (A, A∗) = 0, е

је P олином ве роменљиве са реалним коефицијенима?





6. ПОЈАМ БАЗЕ

Хилерова аза

6.1. Оронормирани сисеми. Нека је H Хилеров росор. За ску век-
ора {ei | i ∈ I } кажемо а је орооналан ако за i /= j важи ei ⊥ e j , ј. 〈ei , e j 〉= 0.
(Ску инекса I не мора ии реројив.)

За иси ску кажемо а је оронормиран ако је орооналан, и ако важи
||ei || = 1. Украко о значи а је 〈ei , e j 〉 = δi j , е је δi j = 1 за i = j и δi j = 0 за
i /= j , зв. Кронекеров ела симол.

Полазећи о ма ко коначно линеарно независно сисема {x1, . . . , xn}, може
се консруисаи оронормиран сисем који енерише иси оросор, ј. оро-
нормиран сисем {e1, . . . , en} акав а је L i n{e1, . . . , en}=L i n{x1, . . . , xn}. Посу-
ак којим се о чини је зв. Грам-Шмиов осуак.

Наиме, ако реосавимо ek ∈ L i n{x1, . . . , xk }, ј. ek = α1k x1+α2k x2+ · · ·+
αk k xk , услови e j ⊥ ek овешће о сисема јеначина о коефицијенима α j k

чијим решавањем оијамо

e1 =
x1

||x1||
;

e2 =
x2−〈x2, e1〉e1
||x2−〈x2, e1〉e1||

;

. . . . . .

ek =
xk −〈xk , e1〉e1−〈xk , e2〉e2− · · ·− 〈xk , ek−1〉ek−1

||xk −〈xk , e1〉e1−〈xk , e2〉e2− · · ·− 〈xk , ek−1〉ek−1||
.

Да сисем e j исуњава услове оказујемо ако шо за j < k израчунавамо:

〈xk −
k−1
∑

i=1

〈xk , ei 〉ei , e j 〉= 〈xk , e j 〉−
k−1
∑

i=1

〈xk , ei 〉〈ei , e j 〉=

= 〈xk , e j 〉−
k−1
∑

i=1

〈xk , ei 〉δi j =

= 〈xk , e j 〉− 〈xk , e j 〉=0.
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6.2. Сав (Беселова нејенакос). Нека је e1, e2, . . . , en оронормиран
сисем. Таа је
















x −
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek
















= ||x ||2−
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2 (1)

и осено
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2 ≤ ||x ||2. (2)

При оме јенакос важи ако и само ако x ∈L i n{e1, . . . , en}.

Примеа: Нејенакос (2) назива се Беселова нејенакос.

Доказ. Имамо
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n
∑
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〈x , ek 〉ek
















=
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x −
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek , x −
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek

¸

=

= ||x ||2−2Re

®

x ,
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek

¸

+

®

n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek ,
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek

¸

=

= ||x ||2−2Re
n
∑

k=1

〈x , ek 〉〈x , ek 〉+
n
∑

j ,k=1

〈x , ek 〉〈x , e j 〉〈ek , e j 〉.

Воећи рачуна о оме а је 〈ek , e j 〉=0 за k /= j ослење осаје















x −
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek
















= ||x ||2−2Re
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2+
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2,

оносно (1) каа се узме у озир а се у срењем саирку већ налази реалан рој,
и о ва уа већи о реће саирка.

Из (1) јеносавно слеи (2). Да и у (2) важила јенакос, неохоно је а
израз у (1) уе јенак нули, а о ће ии ако и само ако је x −

∑n
k=1〈x , ek 〉ek =0.

Дакле, јенакос важи ако и само ако је

x =
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek .

�

6.3. Послеица. Нека је e1, e2, . . . , en оронормиран сисем, и нека је
L =L i n{e1, . . . , en}, а PL ороонална ројекција на L . (Она осоји јер је
L коначно имензионалан, и име заворен.) Таа је:

PL x =
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek , и d (x , L) =

√

√

√||x ||2−
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2.

Доказ. Нека је

z =
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek .
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Очилено z ∈ L , али и

〈x − z , z 〉=

®

x −
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek ,
n
∑

k=1

〈x , ek 〉ek

¸

=

=
n
∑

k=1

〈x , ek 〉〈x , ek 〉−
n
∑

j ,k=1

〈x , e j 〉〈x , ek 〉〈e j , ek 〉=

=
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2−
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2 =0,

каа се узме у озир а је 〈e j , ek 〉 = 0 за j /= k . Оуа је x − z ⊥ z , а како је
разлаање у еореми о ороројекцији јеинсвено закључујемо а је z = PL x ,
x − z ∈ L⊥ и d (x , L) = ||x − z ||, оносно

d (x , L)2 = ||x − z ||2 = ||x ||2−
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2,

на основу (2). �

6.4. Послеица. Нека је e j , j ∈ I неки оронормиран сисем у Хилер-
овом росору H , макар и нереројив, и нека је x ∈H розивољно. Таа
је ску инекса j ∈ I за које је 〈x , e j 〉 /=0 највише реројив.

Доказ. Преосавимо а осоји n векора из скуа {ei | i ∈ I }, рецимо e1,
. . . , en за које је |〈x , ei 〉| ≥ 1/k . Таа је на основу Беселове нејенакоси (2)

||x ||2 ≥
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2 ≥ n/k2, ј. n ≤ k2||x ||2.

Оуа је ску инекса Ik = {i ∈ I | |〈x , ei 〉| ≥ 1/k} коначан. Како је ску инекса
i ∈ I за које је 〈x , ei 〉 /=0 јенак

⋃+∞
k=1 Ik , о је он највише реројив. �

6.5. Сав. Нека је ei , i ∈ I неки оронормиран сисем. Таа су слеећи
услови међусоно еквиваленни:

(i) Ску коначних линеарних коминација векора ei , L i n{ei | i ∈ I } је
ус у H ;

(ii) За све x ∈H важи x =
∑

i∈I 〈x , ei 〉ei .
(iii) За све x ∈H важи ||x ||2 =

∑

i∈I |〈x , ei 〉|2.
(iv) За све x , y ∈H важи 〈x , y 〉=

∑

i∈I 〈x , ek 〉〈y , ek 〉.
(v) Ако је x ⊥ ek за све k ∈ I она је x =0.

Примеа: Сви наре навеени реови зараво имају највише реројиво
саирака различиих о нуле, е суме имају смисла. Бројеви 〈x , ek 〉 се називају
Фуријеови коефицијени векора x . Ре у (ii) назива се Фуријеов ре векора x .
Јенакос (iii) назива се Парсевалова јенакос.

Доказ. Еквиваленција (i)⇔ (v) слеи из јенакоси S⊥⊥ =L i n(S). Наиме,
(v)⇔ {ei }⊥= {0} ⇔ L i n{ei }= {ei }⊥⊥=H ⇔ (i).

Еквиваленција (ii)⇔ (iii) слеи неосрено из јенакоси (1).
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Да (iv) овлачи (iii) јеносавно виимо ако у (iv) савимо y = x . Таа је,
наиме, 〈x , ek 〉〈y , ek 〉= |〈x , ek 〉|2.

Да из (ii) слеи (iv) виимо овако

〈x , y 〉=

*

∑

i∈I

〈x , ei 〉ei ,
∑

j∈I

〈y , e j 〉e j

+

=

=
∑

i , j∈I

〈x , ei 〉〈y , e j 〉〈ei , e j 〉=

=
∑

i∈I

〈x , ei 〉〈y , e j 〉,

јер за i /= j важи 〈ei , e j 〉=0, а за i = j , 〈ei , ei 〉=1.
Својсво (v) неосрено слеи из (ii), а осаје још а окажемо, на ример,

а (v) овлачи (ii).
Преосавимо а важи (v) и савимо y = x −

∑

i∈I 〈x , ei 〉ei . За оне i за које
је 〈x , ei 〉= 0 векор ei се не ојављује у суми, а је y ⊥ ei . Ако је, ак, 〈x , e j 〉 /= 0
она је

〈y , e j 〉= 〈x , e j 〉−
∑

i∈I

〈x , ei 〉〈ei , e j 〉= 〈x , e j 〉− 〈x , e j 〉=0.

�

6.6. Дефиниција. Оронормиран сисем ei , i ∈ I за који је исуњен ило
који о услова рехоно сава (а име и сви) називамо оун оронормиран
сисем (скраћено ПОНС) или Хилерова аза.

Хилерова аза није исо шо и алеарска аза. Наиме, ило који век-
ор x се на јеинсвен начин може изразии као коначна линеарна коминација
елеменаа алеарске азе. С руе сране, x се риказује као есконачна (о-
уше највише реројива) линеарна коминација елеменаа Хилерове азе –
својсво (ii).

6.7. Сав. Сваки неривијалан Хилеров росор (H /= {0}) има ар
јену Хилерову азу.

Доказ. Нека је H Хилеров росор. Уочимо фамилијуM свих оронорми-
раних сисема у H . Фамилија M је неразна јер саржи ар јеан јеночлан
сисем, наиме {x/||x ||} за ило које 0 /= x ∈H . СкуM уреимо инклузијом, ј.
савимо а је за B1, B2 ∈M , B1 ≤ B2 ако и само ако је B1 ⊆ B2.

У фамилији M сваки ланац има орње ораничење. Наиме, ако је L =
{Bi | i ∈ I0} ланац у M , она је

⋃

i∈I0
Bi акође оронормиран сисем, јер за e ,

f ∈
⋃

i∈I0
Bi имамо e ∈ B1, f ∈ B2 за неке B1, B2 ∈ L . Како је L ланац, јеан о

скуова B1, B2 је оску руо, рецимо B1 ⊆ B2. Таа e , f ∈ B2, а је 〈e , f 〉= 0,
ако су различии, оносно 1 ако је e = f . Очилено је Bi ⊆

⋃

i∈I0
Bi , а је реч о

јеном орњем ораничењу ланца L .
ПремаЦорновој леми, уM осојимаксималан елемен. Нека је о B . Ако B

није оун, она, између осало не исуњава својсво 5◦ сава 6.5, оносно ос-
оји 0 /= x ∈H акво а је x ⊥ e за све e ∈ B . Но, аа је B ∪{x/||x ||} оронормиран
сисем који саржи B , е B није максималан, шо чини конраикцију. Дакле, B
је оун сисем, ј. Хилерова аза. �
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6.8. Сав. Нека је H Хилеров росор и нека су B1 и B2 ве њеове
Хилерове азе. Таа B1 и B2 имају ису кариналнос, оносно #B1 =
#B2, ако је # ознака за каринални рој.

Доказ. Ако H има коначну имензију, резула слеи на основу ознаих
врђења линеарне алере.

У оказу есконачно имензионално случаја, оре Канор Берншајнове
еореме, корисимо и слеећи резула еорије скуова:

Ако је A есконачан ску, она је #(N×A) =#A.

Нека је B1 = {ei | i ∈ I }, и B2 = { f j | j ∈ J }. За фиксирано j ∈ J нека I j означава
ску оних инекса i ∈ I за које је 〈ei , f j 〉 /= 0. Према ослеици 6.4 ску I j је
највише реројив, и може се оређаи у низ I j = {i j ,1, i j ,2, . . .}. Важи и

I =
⋃

j∈J

I j ,

јер и у суроном осојао i ∈ I који не риаа нии јеном о скуова I j ,
оносно акав а је ei ⊥ f j за све j шо и значило а сием B2 не исуњава услов
(v) Сава 6.5.

Пресликавање Ψ : N× J →
⋃

j∈J I j = I ао са Ψ(k , j ) = i j ,k је „на“, (маа можа
није 1−1), е је соа

#I =#
⋃

j∈J

I j ≥#(N× J ) =#J .

Орану нејенакос оијамо заменом улоа, а је #I = #J рема Канор-
Берншајновој еореми. �

6.9. Дефиниција. Каринални рој роизвољне Хилерове азе ао Хил-
ерово росора H назива се Хилерова или ороонална имензија росора
H .

Према рехоном саву Хилерова имензија је корекно ефинисана.
За Банахове росоре X1 и X2 кажемо а су изомерички изоморфни ако и

само ако осоји ијекција A : X1→ X2 аква а важи

||Ax ||= ||x ||, за све x (3)

СвакиХилеров росор је Банахов, а и заХилерове росореH1 иH2 кажемо
а су изомерички изоморфни ако осоји ијекција A : H1→ H2 која исуњава
услов (3). Међуим, у случају Хилерових росора (3) је еквиваленно са

〈Ax , Ay 〉= 〈x , y 〉, за све x , y (4)

Очилено (4) овлачи (3), јер можемо а савимо x = y . Орано слеи из о-
ларизационо иениеа (формула (21) чевре лаве) римењено на оераор
A∗A:

〈A∗Ax , y 〉=
1

4

�

〈A∗A(x + y ), x + y 〉− 〈A∗A(x − y ), x − y 〉+

+ i 〈A∗A(x + i y ), x + i y 〉− i 〈A∗A(x − i y ), x − i y 〉
�

и исо о иениеа римењено на јеинични оераор I , ј. иениеа (4)
рве лаве.
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6.10. Сав. Хилерови росори H1 и H2 росори су изомерички изо-
морфни ако и само ако њихове азе имају ису кариналнос.

Доказ. Нека је A : H1 → H2 изоморфизам, и нека је ei , i ∈ I Хилерова
аза росора H1. Ску fi = Aei . i ∈ I је оронормиран у H2, јер је зо (4)
〈 fi , f j 〉= 〈Aei , Ae j 〉= 〈ei , e j 〉= δi j . Он је и оун, јер ако y ⊥ fi за све i ∈ I , она
y = Ax за неко x ∈H1, а имамо 0 = 〈y , fi 〉= 〈Ax , Aei 〉= 〈x , e 〉i , оносно x ⊥ ei за
све i ∈ I . Како је сисем ei оун, о је x =0, а име и y = Ax =0.

Сисеми ei и fi имају ису кариналнос, јер је A ијекција између њих, чиме
је јеан смер оказан.

Нека су ei и fi , i ∈ I азе росора H1 и H2. Таа осоји ијекција A : {ei | i ∈
I }→ { fi | i ∈ I }. За роизвољан векор x ∈H1 осоје јеинсвени скалари αi , i ∈ I
акви а је x =

∑

i∈I αi ei . Дефинишимо Ax =
∑

i∈I αi fi , ј.

A
∑

i∈I

αi ei =
∑

i∈I

αi fi .

Пресликавање A је оро ефинисаноилинеарно. Очилено је и ијекивно,
ри чему је инверзно ао са A−1

∑

i∈I αi fi =
∑

i∈I αi ei . Најза, зо Сава 6.5 (iv)
важи и

®

A
∑

i∈I

αi ei , A
∑

i∈I

βi ei

¸

=

®

∑

i∈I

αi fi ,
∑

i∈I

βi fi

¸

=
∑

i∈I

αiβi =

®

∑

i∈I

αi ei ,
∑

i∈I

αi ei

¸

,

а је A изомерија. �

6.11. Послеица. Посоји изоморфизам Φ :H ∗→H .

Доказ. Како је ознао из Рисове еореме о ререзенацији ораничених
линеарних функционала, осоји ресликавање Ψ : H ∗→H које сваком линеар-
ном функционалу ϕ оељује векор y = Φ(ϕ) акав а је ϕ(x ) = 〈x , y 〉. То
ресликавање је изомерично, јер је ||ϕ|| = ||y ||, али није линеарно, већ је ан-
илинеарно, ј. ако функционалима ϕ1, ϕ2 ооварају векори y1 и y2, она
функционалу α1ϕ1+α2ϕ2 оовара векор α1y1+α2y2.

Да и сеослооилинезоно комлексно конјуовањана скаларима, уочимо
ресликавање Φ1 :H →H заао са

Φ1

�

∑

i∈I

αi ei

�

=
∑

i∈I

αi ei ,

е је ei нека Хилерова аза. Лако се роверава а је Φ1 анилинеарно и
изомерично, е је оуа комозицијаΨ =Φ1◦Φ :H ∗→H линеарноиизомерично
ресликавање. �

Шауерова1 аза

6.12. Дефиниција. Нека је X Банахов росор. Низ векора x1, x2, . . . из
X се назива Шауерова аза ако се сваки руи векор из X може на јеинсвен

1Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) – ољски маемаичар
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начин риказаи као сума реа

x =
+∞
∑

j=1

α j x j (5)

за неке скаларе α j . Ове је реч, разуме се о конверенцији у Банаховом росору
X , оносно, (5) значи а





x −
∑n

j=1α j x j





→ 0, ка n→+∞.
Јасно, свакаШауерова аза је линеарно независан ску. Заиса, ако и неки

њеов коначан оску ио линеарно зависан, оносно, ако и важило
n
∑

k=1

λk xk =0,

ри чему нису сви λk јенаки нули, она и се векор (5) моао риказаи и као

x =
n
∑

j=1

(α j +λ j )x j +
+∞
∑

j=n+1

α j x j .

Посено реа воии рачуна а је реосле саирања у (5) иан. Нико не
ври а је ај ре комуаивно конверенан. Соа Шауерова аза није ску
векора, нео ураво како је и ефинисано, низ векора.

За Шауерову азу кажемо а је нормирана ако је ||xn ||= 1 за све n . Јасно,
свака се Шауерова аза може нормираи, узимајући xn/||xn || месо xn шо
овои а замене скалара αn са αn ||xn || у (5)

Познао је а осоје Банахови росори који немају Шауерову азу. Неки
римери су јеносавни, а неки су и сложени. Виеи наомену осле сава 6.18.

6.13. Сав. Нека је xn Шауерова аза Банахово росора X . Преслика-
вања Pn : X → X аа са

Pn x =
n
∑

j=1

α j x j , x =
+∞
∑

j=1

α j x j

имају слеећа својсва:

(i) P 2
n = Pn , оносно Pn је ројекор;

(ii) Pn Pm = Pm Pn = Pmin{m ,n};
(iii) слика ran Pn је коначно имензионалан росор имензије n .
(iv) Pn ∈ L(X ), ј. Pn су ораничени линеарни оераори.

Доказ. Својсва (i), (ii) и (iii) су очилена, као и о а је Pn линеаран. Јеино
неривијално је ораниченос ресликавања Pn .

У у сврху уочимо нову норму на X ау са:

|[x ]| := sup
n≥1
||Pn x ||.

Ованорма је корекноефинисана, јерPn x → x ,n→+∞, а је речоораниченом
низу. Шавише, ||Pn x || → ||x ||, оакле је

||x || ≤ |[x ]|. (6)

Међуим, имамо и

|[Pn x ]|= sup
m≥1
||Pm Pn x ||= sup

m≥1
||Pmin{m ,n}x ||= sup

1≤m≤n
||Pm x || ≤ |[x ]|,



98 6. ПОЈАМ БАЗЕ

шо значи а је Pn ораничен у нормираном росору (X , |[·]|), и а је

|[Pn ]| ≤ 1. (7)

Даље, важи

|[x −Pn x ]|= sup
m≥1
||Pm(x −Pn x )||= sup

m≥1
||Pm x −Pmin{m ,n}x ||= sup

m>n
||Pm x −Pn x || → 0, (8)

ка m , n→+∞, јер је низ Pn x Кошијев у олазној норми, ј. у (X , || · ||). Формула
(8) она значи а Pn x → x и у новој норми |[·]|.

Доказаћемо саа а је росор X комлеани уновој норми. Нека X̃ означава
комлеирање росора X у оносу на |[·]|. За ао x̃ ∈ X̃ осоји низ xn , Кошијев
у |[·]| акав а |[x̃ − xn ]| → 0. Међуим, аа је, зо (7) и низ Pk xn Кошијев у |[·]|,
а осоји

Pk x̃ = lim
n→+∞

Pk xn . (9)

Шавише, ај лимес не зависи о изора Кошијево низа, већ само о x̃ , јер ако су
xn и x ′n ва Кошијева низа који конверирају ка x̃ , она мора ии |[xn − x ′n ]| → 0,
а оале и из (7) |[Pk xn − Pk x ′n ]| → 0. Тако је са (9) корекно ефинисано Pk x̃ .
Како је оросор ran Pk коначне имензије (и о имензије k ) он је заворен,
а Pk x̃ ∈ ran Pk =L i n{x1, . . . , xk }, оносно

Pk x̃ =
k
∑

j=1

α j x j .

При оме су α j јени е иси за ило које k , јер за l > k имамо Pl Pk = Pk .
Даље, имамо

|[x̃ −Pk x̃ ]| ≤ |[x̃ − xn ]|+ |[xn −Pk xn ]|+ |[Pk xn −Pk x̃ ]| ≤ 2|[x̃ − xn ]|+ |[xn −Pk xn ]|.

Први саирак се може учинии мањим о ε независно о k , за овољно велико n ,
а руи за ако оарано n ежи ка нули. Оуа је

|[x̃ −Pk x̃ ]| → 0.

Између осало низ Pk x̃ је Кошијев у X (не заоравимо Pk x̃ ∈ ran Pk ≤ X ). Међу-
им, аа је зо (6) низ Pk x̃ Кошијев и у олазној норми, а је

||x −Pk x̃ || → 0, ј. x =
+∞
∑

k=1

αk xk .

Зо (8) она је и |[x −Pk x̃ ]| → 0 и оуа x̃ = x . Дакле, роизвољно x̃ ∈ X̃ у свари
риаа X , ј. X̃ = X , а је X комлеан у оносу на нову норму.

Саа на росору X имамо ве норме, олазну || · || и нову |[·]|. Просор X
је комлеан у оносу на ое и још је ||x || ≤ |[x ]|. Према ослеици еореме о
завореном рафику, е ве норме су еквиваленне, ј. осоји m > 0 са својсвом

m |[x ]| ≤ ||x || ≤ |[x ]|.

Зо оа, и зо (7) је

||Pn x || ≤ |[Pn x ]| ≤ |[x ]| ≤
1

m
||x ||,

оносно Pn су ораничени ројекори. �
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6.14. Послеица. Нека је xn Шауерова аза Банахово росора X . Прес-
ликавање ϕn : X →K, ϕn(x ) = αn , е је αn јеинсвени скалар из развоја
(5) је ораничен линеаран функционал. Ако је, још, аза нормирана, она
су фукционали ϕn униформно ораничени.

Доказ. Лако се вии а је ресликавање ϕn линеарно. Заиса, ако је x =
∑+∞

j=1 α j x j и y =
∑+∞

j=1 β j x j , она је λx +µy =
∑+∞

j=1 (λα j +µβ j )x j , а је ϕn(λx +

µy ) =λαn +µβn =λϕn(x )+µϕn(y ).
Шо се иче ораниченоси, имамо ϕn(x )xn = Pn x −Pn−1x , и оуа

|ϕn(x )| ||xn ||= ||αn xn ||= ||Pn x −Pn−1x || ≤ (||Pn ||+ ||Pn−1||)||x || ≤
2

m
||x ||,

е је m консана из рехоно сава. Тако је ||ϕn || ≤ 2/(m ||xn ||). �

6.15. Примери. 1◦ Низ векора e1, e2, . . . , е је en = (0,0, . . . ,0,1,0, . . .) (је-
иница на n-ом месу) је Шауерова аза росора c0. Заиса, за x = (ξ1,ξ2, . . .)
је

x =
+∞
∑

j=1

ξ j e j ,

јер је















x −
n
∑

j=1

ξ j e j
















= ||(0, . . . ,0,ξn+1, . . .)||= sup
k>n
|ξk | → 0, n→+∞.

2◦ Иси низ векора јесе Шауерова аза и у росорима l p , 1 ≤ p < +∞,
шо се оказује на оово иеничан начин.

3◦ Низ векора xn(t ) = t n , n =0,1,2, . . . није Шауерова аза росора C [a , b ].
Он је исина линеарно независан, и чак фунаменалан у C [a , b ] (зо Вајерш-
расове еореме), али није Шауерова аза.

На ример у росору C [0,1], ј. за a =0, b =1 имамо x1(t ) = x1(t )шо чини
јеан развој олика (5), али и

x1(t ) =
p

t 2 =
Æ

1− (1− t 2) =
+∞
∑

n=0

�

1/2

n

�

(−1)n(1− t 2)n , (10)

ри чему ре равномерно конверира о t ∈ [0,1]. То слеи из развоја функције
x 7→ (1+ x )1/2 у сеени ре

(1+ x )1/2 =
+∞
∑

n=0

�

1/2

n

�

x n ,

који има олуречник конверенције 1 и који конверира за x =±1, јер је (1/2n )∼

(−1)n−1 1

2
p
πn3/2

. Формула (10), рема оме, чини руачији развој функције

x1(t ), и о само о азним векорима са арним инексима!

Сеараилнос

6.16. Дефиниција. За мерички росор M кажемо а је сеараилан, ако
у њему осоји реројив свуа ус ску. Рецимо, ску реалних ројева (са
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уоичајеном мериком) јесе сеараилан, јер је ску рационалних ројева Q у
њему свуа ус и роројив.

И раван R2 је сераилан росор, јер је у њему свуа ус ску Q×Q =
{(a , b ) ∈ R2 | a , b ∈ Q} за који се лако оказује а је реројив. Размарање
можемо насавии и аље, а консаоваи (на сличан начин) а су коначно
имензионални росори (на R, оносно C) сеараилни.

6.17. Сав. Банахов росор X је сеараилан ако и само ако има највише
реројив фунаменалан ску.

Доказ. Нека је X сеараилан. Он има реројив свуа ус ску, рецимо A.
Како је A ⊆L i n(A) и A = X , о је X = A ⊆L i n(A)⊆ X , а јеL i n(A) = X , оносно
A је и фунаменалан ску. (Он не може ии линеарно независан, али о се и
не ражи.) Тиме је оказан јеан смер.

Нека је A највише реројив фунаменалан ску у X . Ску L i n(A) је
свуа ус у X али није реројив, рецимо зао шо саржи у сеи верну коију
оља скалара {αx |α ∈K}, е је x ∈ A ило који векор. Међуим, ако заменимо
скаларе само оним рационалним, акве линеарне коминације чиниће реројив
свуа ус ску.

Прецизније, уочимо ску

L i nQ(A) =

(

n
∑

j=1

α j x j Reα j , Imα j ∈Q, x j ∈ A

)

.

и окажмо а је: 1◦ реројив, 2◦ свуа ус у X .
1◦ Имамо L i nQ(A) =

⋃+∞
n=1 Ln , е је

Ln =
n

n
∑

j=1

α j x j Reα j , Imα j ∈Q
o

,

ри чему смо реосавили а је фунаменалан ску A оређан у низ, A =
{x1, x2, . . .}. (Исина, није свака коначна линеарна коминација векора из A
аш линеарна коминација рвих n-векора, али се може ако риказаи, јер
међу векоримачију линеарнукоминацију осмарамоосоји онај са највећим
инексом, а онима са мањим инексом који не учесвују оелимо скалар нула.)

Међуим, Ln нема више елеменаа нео Q2n , јер је ресликавање Q2n 3
(β1,γ1, . . . ,βn ,γn) 7→ (β1+ iγ1)x1+ · · ·+(βn + iγn)xn очилено „на“. Како је Q2n

реројив, реројив је и Ln , а име иL i n(A) као реројива унија реројивих
скуова.

2◦ Нека су x ∈ X и ε > 0 роизвољни. Како је A фунаменалан ску, осоји
n ∈ N и скалари λ j ∈ C, 1 ≤ j ≤ n акви а је ||x −

∑n
j=1λ j x j || < ε/2. Међуим,

осоје и рационални ројевиβ j , γ j акви а је |Reλ j−β j |, | Imλ j−γ j |< ε/(2n ||x j ||)
и аа |λ j − (β j + iγ j )| ≤ |Reλ j −β j |+ | Imλ j −γ j |< ε/(n ||x j ||), а је

||x−
n
∑

j=1

(β j+iγ j )x j || ≤ ||x−
n
∑

j=1

λ j x j ||+
n
∑

j=1

|λ j−(β j+iγ j )| ||x j ||<
ε

2
+

n
∑

j=1

ε

n ||x j ||
||x j ||= ε.

�
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6.18. Сав. Ако Банахов росор X има Шауерову азу, она је сеара-
илан.

Доказ. Свака Шауерова аза је фунаменалан ску. Заиса, ако је x1,
x2, . . . Шауерова аза, и x ∈ X она је x =

∑+∞
j=1 α j x j = limn→+∞

∑n
j=1α j x j за

неке скаларе α j , оносно свако x ∈ X је лимес коначних линеарних коминација
азних векора.

Тврђење она слеи на основу рехоно сава. �

Примеа 1: Према оме, ако росор није сеараилан, она нема Шау-
ерову азу. Тврђење орано, овом саву, међуим, није ачно. Посоји сеара-
илан Банахов росор који нема Шауерову азу. Тај ример није јеносаван.

6.19. Сав. Ако у X осоји нереројив оуно искреан ску, она X
није сеараилан.

Примеа 2: За ску A у меричком росору (M , d ) кажемо а је оуно
искреан ако осоји δ > 0 акво а за различие x , y ∈ A важи d (x , y )>δ.

Доказ. Преосавимо а је A нереројив оуно искреан ску, ј. а је
d (x , y )>δ за све различие x , y ∈ X и неко фиксирано δ > 0. Таа су куле

B (x ;δ/2), x ∈ A (11)

међусоно исјункне.
Преосавимо суроно, а је X сеараилан. Таа осоји рројив ску

B свуа ус у X . Како она свака ачка из X има ачку из B на роизвољно
малој уаљеноси, о осено важи и за елемене скуа A. Оуа свака кула (11)
саржи ар о јеан елемен из B . Како су куле исјункне, о су и и елемени
из B међусоно различии. А како кули има нереројиво мноо, о излази и а
је ску B нереројив суроно реосавци. �

6.20. Примери. Просори низвова c0, l p , 1 ≤ p < +∞ су сеараилни.
Наиме, као фунаменалан ску може ослужии низ векора

en = (0, . . . ,0,1,0, . . .), (јеиница на n-ом месу). (12)

И росор c конверенних низова је сеараилан. Наиме, јеан њеов фун-
аменалан ску чине векори (12) и векор e = (1,1,1, . . .) - виеи ????

Међуим, росор l∞ свихораниченихнизованије сеараилан. Зароизвол-
јан ску E ⊆ N уочимо низ χE који се сасоји о нула и јеиница, и о ако а
се на n-ом месу налази јеиница ако и само ако n ∈ E . Сви аи низови су
ораничени и ||χE ||= 1. међуим, ако је E /= F , она се у разлици χE −χF арем
на јеном месу налази 1 или −1, ок се на осалим, оре ројева ±1 моу
налазии и нуле. Оуа је ||χE −χF ||=1. Дакле ску

{χE | E ⊆N}

је оуно искреан. Он је и нереројив, јер окуова скуаN има нереро-
јиво мноо. Соа l∞ није сеараилан.

Просори C [a , b ] и L p (a , b ), 1≤ p <+∞ су сеараилни, јер за фунамена-
лан ску може ослужии ску монома 1, t , t 2, t 3, . . . .
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Међуим, росор L∞(a , b ) није сеараилан. Наиме, ску каракерисич-
них функција инервала олика (a , u), a < u < b је нереројив (кариналнос
му је иса као и скуу (a , b )), и оуно искреан, јер је (за u < v , на ример)

||χ(a ,v )−χ(a ,u)||= ||χ[u ,v )||=1.

6.21. Сав. Хилеров росор H је сеараилан ако и само ако има на-
јвише реројиву Хилерову азу.

Доказ. Нека H има реројиву Хилерову азу en , n = 1,2, . . . . Та аза је
фунменалан ску, шо слеи из Сава 6.5 (ii). Соа јеан смер слеи на основу
сава 6.5.

Нека H има нереројиву Хилерову азу ei , i ∈ I . Таа за i /= j имамо

||ei − e j ||2 = 〈ei − e j , ei − e j 〉= ||ei ||2+ ||e j ||2−2Re〈ei , e j 〉=2,

ј. ||ei − e j ||=
p
2. Соа је а аз ујено и оуно искреан ску. �

Послеица: Међу есконачно имензионалним Хилеровим росорима,
сушински осоји само јеан сеараилан. Наиме, сви сеараилни росори
имају реројиву Хилерову азу, а се рема саву 6.10 они изоморфни.

Осали ојмови азе

Разморићемо још ојам езусловне азе и ојам Рисове азе. Њихова сво-
јсва навоимо ез оказа.

6.22. Безусловна аза. Нека је X Банахов росор и нека је x1, x2, . . . нека
Шауерова аза росора X . Кажемо а је а аза езусловна ако за сваки изор
скалара αn ∈K ре

+∞
∑

n=1

αn xn (13)

езусловно конверира. Безусловна конверенција је синоним за комуаивну
конверенцију, а о значи зајено са реом конверира и ре

+∞
∑

n=1

ασ(n)xσ(n) (14)

за сваку ермуацију σ : N→ N. Показује се у ом случају а је сума реа (14)
увек јенака суми реа (13). Друим речима ако конверенција реа (14) не
зависи о ермуације, она ни сума не зависи о ермуације.

Слеећи Сав навоимо ез оказа.

6.23. Сав. Слеећи услови су међусоно еквиваленни:

(i) Ре
+∞
∑

n=1
xn езусловно конверира;

(ii) Ре
+∞
∑

n=1
αn xn конверира за сваки ораничен низ комлексних ројева

αn ;
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(iii) Ре
+∞
∑

n=1
(±xn) конвеира за сваки изор знакова +, оносно −.

Оаве се може оказаи а нису све Шауерове азе езусловне.
Навоимо рмер, зв. кумулаивне азе у росору c свих конверенних

низова. Нека је fn = (0,0, . . . ,0,1,1, . . .), е јеинице очињу о n-о меса. За
x = (ξ1,ξ2, . . .) ∈ c савимо

y1 = ξ1, yk = ξk −ξk−1, за k ≥ 2. (15)

Таа је ξn =
∑n

k=1 yk и соа

N
∑

n=1

yn fn = (y1, y1+ y2, . . . , y1+ y2+ · · ·+ yN , . . .) = (ξ1,ξ2, . . . ,ξn ,ξn ,ξn , . . .).

Оале је















x −
N
∑

n=1

yn fn
















= ||(0,0, . . . ,0,ξn+1−ξn ,ξn+2−ξn , . . .)||= sup
k>n
|ξk −ξn | → 0,

оносно

x =
+∞
∑

n=1

yn fn . (16)

Зо јенакоси (15) ресављање (16) је јеинсвено. Тако fn чине Шауерову
азу росора c . Међуим, а аза није езусловна. Наиме, ???

6.24. Рисова аза. Нека су H и K Хилерови росори.

(а) Кажемо а је линеарно ресликавање S :H → K оолошки изоморфизам
ако је линеарно, ораничено и ако је S−1 акође ораничено. (Тиме је
рећуно реосављено а је S ијекивно.)

() За низ xn ∈H кажемо а је Рисова аза ако осоји оронормирана аза
en росора K и оолошки изоморфизам S :H → K акав а је S xn = en .
(Ове је, ак, рећуно реосваљено а ке K , а име и H , сеараилан
росор.

Каракеризацију Рисове азе навоимо ез оказа.

6.25. Сав. Нека је H Хилеров росор и xn низ векора из H . Слеећи
услови су међусоно еквиваленни:

(i) Низ xn оразује Рисову азу росора H ;
(ii) Низ xn је езусловна аза и осоје консане m и M акве а за све

n важи

m ≤ ||xn || ≤M ;

(iii) Низ xn је Шауерова аза росора H и за сваки низ αn скалара важи
еквиваленција

+∞
∑

n=1

αn xn конверира ⇔
+∞
∑

n=1

|αn |2 <+∞;
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(iv) Низ xn је фунаменалан у H и сооје консане 0<m <M акве
а за сваки изор скалара αn и свако рироно N важи

m
N
∑

n=1

|αn |2 ≤









N
∑

n=1

αn xn










2

≤M
N
∑

n=1

|αn |2;

(v) На H осоји скаларни роизво еквиваленан олазном у оносу на
који је xn оронормиран и оун.

Вежања

6.1. Да је сисем Лежанрових олинома Ln (x ) =

p

n +1/2

2n n !

dn

dx n
(x2 −1)n

а) Показаи а је ај сисем оун и оронормиран у L2(−1,1);
) Показаи а се сисем Ln оија олазећи о монома 1, x , x2, . . . Грам-Шмиовим осуком.

6.2. Показаи а је сисем Лаерових олинома Gn (t ) =
1

n !
e t dn

dt n
(t n e −t ) оронормиран у росору

L2((0,+∞), e −t dt ).

6.3. Показаи а сисем Hn (x ) =
(−1)n

p

2n n !
p
π

e x2/2 dn

dx n
(e −x2

) (Ермиови олиноми) чини оун

оронормиран сисем у росору L2(−∞,+∞).

6.4. Доказаи а је сисем Харових функција

ϕm ,n (x ) =











2m/2, (n −1)/2m ≤ x < (n −1/2)/2m

−2m/2, (n −1/2)/2m ≤ x < n/2m

0, x /∈ [(n −1)/2m , n/2m )

,

m ∈N, 1≤ n ≤ 2m , јеан оун оронормиран сисем у L2(0,1).

6.5. а) Показаи а је сисем Раемахерових функција ϕm (x ) = (−1)[2
m x ] оронормиран али није

оун у L2(0,1).
) Доказаи а је сисем Волшових функција ϕm1 ,m2 ,...,mn (x ) = ϕm1

(x )ϕm2
(x ) . . .ϕmn (x ), m1 <

m2 < . . . mn , оун оронормиран сисем у L2(0,1).

6.6. Израчунаи d (e1, L), е је L = {x ∈ l 2 |
n
∑

j=1
ξ j = 0}.

6.7. Да је ску W 1
2 (a , b ) = { f : (a , b )→ C | f је асолуно нерекина и f ′ ∈ L2(a , b )} – росор

Соољева.
а) Показаи а је са




f , g
�

=
∫ b

a f (t )g (t )dt +
∫ b

a f ′(t )g ′(t )dt заа скаларни роизво на
W 1

2 (a , b );
) Показаи а је W 1

2 (a , b ) Хилеров росор у оносу на ако заа скаларни роизво.
в) Ореии орокомлемен скуа {e i n t |n ∈Z} у W 1

2 (−π,π).

6.8. Нека је e j неки оун оронормиран сисем у Хилеровом росору H , и нека је f j неки

руи оронормиран сисем за који важи
+∞
∑

j=1
||e j − f j ||2 < +∞. Доказаи а су коначне линеарне

коминације векора f j свуа усе у H , о јес а је f j акође ПОНС.

6.9. Доказаи а је функција g (x ) = e
log x

log2 x+π2 sin
p

x log x+π
log2 x+π2

ороонална на све олиноме у росору

L2((0,+∞), e
−π
p

x
log2 x+π2 dx )

6.10. Доказаи а је низ векора e , e1, e2, . . . (е је e = (1,1,1, . . .), а en векор са јеиницом на n-ом
месу и нулама на осалим) Шауерова аза росора c .
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6.11. Да ли је росор N BV [0,1] сеараилан?

6.12. а) Нека је X Банахов росор, и нека је X ∗ сеараилан. Доказаи а је аа и X сеараилан.
[За реројив свуа ус ску функционала ϕ1, ϕ2, . . . , наћи векоре xn на којима ϕn осиже норму,
а оказаи а је xn фунаменалан низ.]

) Примером оказаи а ора не важи, ј. а осоји сеараилан X акав а X ∗ није сеара-
илан.

6.13. Нека је X Банахов росор акав а је X ∗ сеараилан, и нека је ϕn неки фунаменалан низ у
X ∗.

а) Доказаи а је функција d : X ×X → [0,+∞) аа са

d (x , y ) =
+∞
∑

n=1

1

2n
|ϕn (x − y )|

јена мерика на росору X .
) Доказаи а xn

w→ x ако и само ако d (xn , x )→ 0.





7. КОМПАКТНОСТ

Комакни оераори

7.1. Дефиниција. Нека су X и Y Банахови росори. За линеарно рес-
ликавање T : X → Y кажемо а је комакно ако је слика јеиничне лое BX у
X релаивно комакан оску росора Y .

Ако је T комакан, она је и ораничен. Заиса, како је сваки рела-
ивно комакан ску, оално ораничен, а сваки оално ораничен ујено
и ораничен, о је слика јеничне лое BX ораничен оску росора Y , на
ример T (BX ) ⊆ B (0;M ), оносно за свако x ∈ BX имамо ||T x || ≤ M . Таа је
||T ||= supx∈BX

||T x || ≤M , оносно T је ораничен.
Ако је T комакан, она он слика ораничене скуове у релаивно ком-

акне. Заиса, ако је S ⊆ X ораничен, рецимо S ⊆ B (0;R ), она је A(S) ⊆
A(B (0;R )) = R A(BX ). Како је A(BX ) релаивно комакан, он је и оално
ораничен, а је акав и R A(BX ) (о на замену ε-мреже, Rε-мрежом). Таа је
и A(S) оално ораничен, као оску оално ораничено скуа.

Ску свих комакних оераора из X у Y означаваћемо са K (X ;Y ), а ако је
X = Y она крако са K (X ).

7.2. Сав. Нека су S , T ∈ K (X ;Y ). Таа:

(а) Линеарна коминација комакних оераора је комакан, ј.λT +
µS ∈ K (X ;Y );

() Ску комакних оераора је заворен у норми росора L(X ;Y ),
ј. K (X ;Y )≤ L(X ;Y );

(в) Произво комакно и ораничено оераора је комакан. Пре-
цизније, ако је S1 ∈ K (Y ;Z ) и S2 ∈ K (W ;X ), она S1T ∈ K (X ;Z ),
T S2 ∈ K (W ;Y ). Посено, ако је X = Y , она је K (X ) восрани иеал
у L(X ).

Доказ. (а)Нека су скуови A = T (BX ), B = S(BX ) слике јеиничнелое оер-
аорима T оносно S . Према реосавци скуови A и B су оално ораничени.
Нека је, још C = (λT +µS)(BX ). Докажимо и а је C оално ораничен ску.
Нека је ε > 0 ао. Таа осоји коначна ε/2|λ|-мрежа за A, рецимо a1, a2, . . . ,
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an , и коначна ε/2|µ|-мрежа за B , рецимо b1, b2, . . . , bm . Доказаћемо а је ску
{λai +µb j | 1≤ i ≤ n ,1≤ j ≤m} коначна ε-мрежа за C . Заиса, ако y ∈ C , она је
y = (λT +µS)x = λT x +µS x за неко x ∈ BX . Међуим, аа T x ∈ A, а осоји
1≤ i ≤ n акво а је ||T x −ai ||< ε/2|λ| и слично, S x ∈ B , а осоји 1≤ j ≤m акво
а је ||S x − b j ||< ε/2|µ|. Но, аа је и

||y − (λai +µb j )||= ||λ(T x −ai )+µ(S x − b j )|| ≤ |λ| ||T x −ai ||+ |µ| ||S x − b j ||< ε.

() Нека је Tn ∈ K (X ;Y ) низ комакних оераора који конверира ка T
у норми росора L(X ;Y ), ј. ||Tn − T || → 0. Означимо са A = T (BX ), оносно
An = Tn(BX ) слике јеиничне лое оераоримаT , оносноTn . Нека је ε > 0 ао.
Таа из ||Tn −T || → 0 слеи а осоји рироан рој n акав а је ||Tn −T ||< ε/2.
За ако оарано n , ску An је оално ораничен, а има коначну ε/2-мрежу.
Нека су о векори a1, a2, . . . , am . Твримо а иси векори оразују коначну
ε-мрежу за ску A. Заиса, ако y ∈ A, она y = T x за неко x ∈ BX . Како за акво
x , Tn x ∈ An , о осоји j са својсвом ||Tn x −a j ||< ε/2 и аа:

||y −a j ||= ||T x −Tn x +Tn x −a j || ≤ ||T −Tn || ||x ||+ ||Tn x −a j ||< (ε/2) ·1+ ε/2= ε.

(в) Докажимо рво а ораничен оераор S1 ∈ L(Y ;Z ) слика релавино
комкане скуове у релаивно комакне. Нека је A ⊆ Y релаивно комак-
ан, ј. оално ораничен ску, и нека је ε > 0 ао. Таа ску A има коначну
ε/||S1||-мрежу, рецимо y1, . . . , ym . Твримо а аа векори S1y1, S1y2, . . . , S1ym

чине коначну ε-мрежу за S1(A). Заиса, ако z ∈ S1(A) она је z = S1y за неко y ∈ A,
а осоји 1≤ j ≤m ј. ||y −a j ||< ε/||S1||. Но, аа је ||z −S1a j ||= ||S1(y −a j )|| ≤
||S1|| ||y −a j ||< ε.

Ако је T ∈ K (X ;Y ) комакан, и S1 ∈ L(Y ;Z ) ораничен, она T слика
ораничене скуове у релаивно комакне, а S1 релаивно комакне у рел-
аивно комакне. Ако је A ⊆ X ораничен, она је T (A) релаивно комакан, а
S1T (A) акође релаивно комакан, а је S1T комакан.

Слично, ако је S2 ∈ L(W ;X ) ораничен, а T ∈ K (X ;Y ) комакан, она S2
ресликава ораничене скуове у ораничене, а T слика ораничене скуове у
релаивно комакне. Према оме, ако је A ⊆W ораничен, она је S2(A) акође
ораничен, а је T S2(A) релаивно комакан, а је T S2 комакан. �

7.3. Лема. Нека је H Хилеров росор, и нека је xn роизвољан ораничен
низ. Таа xn има слао конверенан ониз.

Доказ. Нека је ei , i ∈ I Хилерова аза за H . Ску инекса {i ∈ I | 〈xn , ei 〉 /=
0, за све n} је највише реројив, јер је реројива унија највише реројивих
скуова In = {i ∈ I | 〈xn , ei 〉 /=0}.

Нека су, акле, e1, e2, и. они азни векори за које је 〈xn , e j 〉 /= 0 за арем
јено n . Њихов заворени линеарни омоач означимо са H1, а њихов ороком-
лемен са H2. Према оме, осали азни векори eα /= e j риаају H2, ок сви
xn ∈H1 јер је зо Сава 6.5 (ii)

xn =
+∞
∑

j=1

〈xn , e j 〉e j .

Како је низ 〈xn , e1〉ораничен (|〈xn , e j 〉| ≤ ||xn ||), о онимаконверенанониз
у C. Нека је x

(1)
n ооварајући ониз низа xn . Низ 〈x (1)

n , e j 〉 је акође ораничен,
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а има конвеенан ониз. Ооварајући ониз низа x
(1)
n означимо са x

(2)
n ,

и. Тако олазимо о низа онизова x
(k)
n о којих је сваки слеећи ониз

рехоно. Узмимо ијаонални ониз x
(n)
n . Он је ониз свих оменуих

онизова (очев о n), а лимес

lim
n→+∞

〈x (n)
n , e j 〉

осоји за свако j .
Са азних векора рећи ћемо на све векоре из H1 омоћу ринциа кон-

веренције. Наиме, низ функционала

ϕn(x ) = 〈x (n)
n , x 〉

је линеаран и униформно ораничен. Наиме, |ϕn(x )| ≤ ||x (n)
n || ||x ||, а је ||ϕn || ≤

||x (n)
n || ≤M <+∞, и конверира за x = e j , а векори e j оразују фунаменалан

ску у H1. Соа ϕn(x ) конверира за свако x ∈H1.
Ако је x ∈ H , она је, рема еореми о ороројекцији, x = y + z за јеин-

свене y ∈H1 и z ∈H2. Но, како је xn ⊥ z за све n о је

lim
n→+∞

〈x (n)
n , x 〉= lim

n→+∞
〈x (n)

n , y 〉,

а ослењи осоји.
Соа је x

(n)
n ражени слао конверенан ониз. �

7.4. Сав. Нека је T ∈ K (X ;Y ) комакан оераор.

(а) За сваки низ xn ∈ X важи имликација

xn
w→ x ⇒ T xn → T x . (1)

Друим речима, комакни оераори ревое слау конверенцију у
јаку.

() Ако су, још, X и Y Хилерови росори, она важи и ора, ј. ако
је имликација (1) ачна за сваки низ xn ∈ X , она је T комакан.

Доказ. (а) Преласком на низ xn − x умесо xn овољно је оказаи (1) за
случај x =0.

Преосавимо суроно, нека је xn
w→ 0, и нека није ачно а ||xn || → 0. Таа

осоји ониз xnk
низа xn акав а је ||xnk

|| ≥ ε > 0 за неко ε > 0.
На основу Сава 4.14 (а), низ норми ||xn || је ораничен, а је ску вреноси

ониза xnk
ораничен ску у X . Како је T комакан, ску вреноси низа T xnk

је релаивно комакан, а низ T xnk
има конверенан ониз, који ћемо ое

означии са T xnk
а не и комликовали ознаке, ј. T xnk

→ y за неко y ∈ Y .
Оале је

||y ||= lim ||T xnk
|| ≥ ε. (2)

Међуим, с јене сране важи и T xnk

w→ y , а с руе сране, како је T ком-

акан, он је и ораничен, а T xn
w→ 0, шо важи и за ониз T xnk

. Како је слаи
лимес јеинсвен, о је y =0, шо се коси са (2).

() Нека је yn ∈ A(BH ) роизвољан низ из слике јеиничне лое. Таа је
yn = Axn за неко xn ∈ BH . Низ xn је ораничен, а има слао конверенан
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ониз, рецимо xnk

w→ x . Према реосавци аа Axnk
→ Ax . Дакле, слика

јеиничне лое је релаивно комакан ску. �

Примеа:Ораан смер осим заХилерове росоре важии за рефлексивне
Банахове росоре.

7.5. Лема. Нека је A ⊆M релаивно комакан ску у меричком ро-
сору M , она у A осоји реројив свуа ус ску.

??? Излеа а ова лема није ина ????

Доказ. Ску A је релаивно комакан, а је и оално ораничен. Оуа за
свако ε > 0 осоји коначна ε-мрежа за A. Показаћемо рво, а се а мрежа може
оараи ако а све ачке риаају самом скуу A.

Нека је x1, x2, . . . , xn ∈M коначна ε/2-мрежа за A. Можемо реосавии
а свака лоа B (x j ;ε/2) саржи ар јену ачку из A, јер у суроном, ачку
x j можемо а изосавимо. Нека су a1, a2, . . . , an ∈ A акви а је d (a j , x j ) < ε/2.
Твримо а a j чине коначну ε мрежу за A. Заиса, ако x ∈ A аа осоји x j акво
а је d (x , x j )< ε/2 и аа d (x , a j )≤ d (x , x j )+d (x j , a j )< ε/2+ ε/2= ε.

Узимајући ε = 1/k , k ∈N налазимо низ коначних 1/k -мрежа за ску A. Оз-
начимо их са x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
nk

. Ску

{x (k)
j | k ≥ 1,1≤ j ≤ nk }

је реројив као реоријива унија коначних. Он је и свуа ус, јер за све ε > 0 и
све x ∈ A осоји k ∈N акво а је 1/k < ε и 1≤ j ≤ nk акво а је d (x , x

(k)
j )< 1/k ,

оакле је и d (x , x
(k)
j )< ε. �

7.6. Сав [Шауер]. Оераор T : X → Y је комакан ако и само ако је
T ∗ : Y ∗→ X ∗ комакан.

Доказ. Преосавимо а је T комакан. Таа је T (BX ) оално ораничен
ску, а има своју коначну ε/3 мрежу, оносно осоје x1, x2, . . . , xn ∈ BX , акви
а T x j чине коначну ε/3 мрежу скуа T (BX ). Уочимо ресликавање S : Y ∗→Cn

ао са

Sϕ= (ϕ(T x1),ϕ(T x2), . . . ,ϕ(T xn)) = ((T ∗ϕ)x1,(T ∗ϕ)x , . . . ,(T ∗ϕ)xn).

Ово ресликавање је нерекино, јер су нерекина сва кооринана реслика-
вања ϕ 7→ϕ(T x j ). Соа је S(BY ∗) ораничен ску, а како је коомен Cn коначно
имензионалан, о је он и оално ораничен, а има своју коначну ε/3-мрежу.
Друим речима, осоје ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm акви а Sϕ1, Sϕ2, . . . , Sϕm чине коначну
ε/3 мрежу за S(BY ∗).

Доказаћемо а векори T ∗ϕ j , 1 ≤ j ≤ m чине коначну ε-мрежу за T ∗(BY ∗).
Ако ϕ ∈ BY ∗ она осоји 1 ≤ j ≤m акво а је ||Sϕ −Sϕ j || < ε/3, а како је за све
1≤ i ≤ n , (T ∗ϕ)xi − (T ∗ϕ j )xi зараво i -а кооринаа векора Sϕ−Sϕ j важи и

|(T ∗ϕ)xi − (T ∗ϕ j )xi | ≤ ||Sϕ−Sϕ j ||< ε/3,
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за све 1≤ i ≤ n . Нека је x ∈ BX роизвољно. Таа осоји i акво а је ||T x−T xi ||<
ε/3, а имамо

|(T ∗ϕ)x − (T ∗ϕ j )x | ≤ |(T ∗ϕ)x − (T ∗ϕ)xi |+ |(T ∗ϕ)xi − (T ∗ϕ j )xi |+
+ |(T ∗ϕ j )xi − (T ∗ϕ j )xi | ≤

≤ ||ϕ|| ||T x −T xi ||+ ε/3+ ||ϕ j || ||T xi −T x ||< ε/3+ ε/3+ ε/3= ε,

јер је ||ϕ||, ||ϕ j || ≤ 1 и (T ∗ϕ)x = ϕ(T x ). Ако у ослењој нејенакоси узмемо
суремум о свим x ∈ BX оијамо ||T ∗ϕ−T ∗ϕ j ||< ε, шо је и реало оказаи.

Тако смо оказали имликацију T ∈ K (X ;Y ) овлачи T ∗ ∈ K (Y ∗;X ∗). Дока-
жимо орану.

Нека је T : Y ∗→ X ∗ комакан. Према већ оказаном, оераор T ∗∗ : X ∗∗→
Y ∗∗ је комакан. Означимо са Φ канонско уаање Φ : X → X ∗∗ које векору x ∈ X
оељује функционал Λx ∈ X ∗∗ израчунавања у ачки, ј. Λx (ϕ) = ϕ(x ). Слично
ефинишемо и Ψ : Y → Y ∗∗. Пресликавање Φ је изомерија, име ораничено, а
је комозиција T ∗∗Φ : X → Y ∗∗ комакно. Међуим, како је

(T ∗∗Φ(x ))(ϕ) = (T ∗∗Λx )(ϕ) =Λx (T
∗ϕ) = T ∗ϕ(x ) =ϕ(T x ) =ΛT x (ϕ),

о је T ∗∗Φ(x ) = ΛT x = Ψ(T x ), оносно T ∗∗Φ = ΨT . Дакле, ΨT је комакан
оераор, оносно слика ΨT (BX ) је релаивно комакан ску. Међуим, Ψ је
изомерија, а је и T (BX ) релаивно комакан ску. �

Фрехолмова еорија

7.7. Лема. Ако је T комакан и 0 /= λ ∈ C, аа је слика оераора
λI −T заворен оросор.

Доказ. Означимо K = ker(λI −T ). На количничком росору X /K ефин-
ишимо оераор S : X /K → Y са

S(x +K ) = (λI −T )x .

(Пресликавање је корекно ефинисано, јер ако x +K = y +K она (λI −T )(x −
y ) = 0.) Како је ||S(x + K )||= ||(λI −T )x || ≤ ||λI −T || ||x ||, и ||x || ≤ ||x + K ||, о је
||S || ≤ ||λI −T ||, оносно S је ораничен. Доказаћемо а је S ораничен оозо, ј.
а осоји консана m > 0 са својсвом

||S(x +K )|| ≥m ||x +K || за све x +K ∈ X /K . (3)

Преосавимо суроно. Таа осоји низ xn + K ∈ X /K акав а је ||xn +
K || = 1, и S(xn + K ) → 0. Ово ослење значи а (λI − T )xn → 0. Ша више
ресавник класе xn се може оараи ако а уе ||xn ||< 1+ ε. Таа је низ xn

ораничен, а на основу комакноси оераора T низ T xn има конверенан
ониз. Рецимо T xnk

→ y . Међуим, аа

λxnk
= (λI −T )xnk

+T xnk
→ 0+ y = y , (4)

оакле и T xnk
= (1/λ)T λxnk

→ (1/λ)T y , а како низ T xnk
не може а има ве

различие раничне вреноси закључујујемо а је y − (1/λ)T y = 0, оносно
y ∈ K . Према (4) ||xnk

− (1/λ)y || → 0, а је 1= ||xnk
+K || ≤ ||xnk

− (1/λ)y || → 0, шо
је конраикција.
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Према оме, важи (3), а оале је рема Леми 5.13 ranS заворен оросор.
Доказ је завршен, јер је ran(λI −T ) = ranS . �

7.8. Сав. Нека је T : X → Y комакан оераор и 0 /=λ ∈C.

(а) Језро оераора λI −T има коначну имензију. Друим речима со-
свени оросор оераора T који оовара сосвеној вреноси
λ /=0 је коначно имензионалан.

() За низ језара Kn = ker(λI − T )n важи Kn ⊆ Kn+1 за све n ∈ N. При
оме ај низ не може неораничено а расе, већ је Kn = Kn0

за n ≥ n0.

Доказ. (а) Нека је N = ker(λI −T ), аа је T |N = λI |N , јер је за x ∈ N , (λI −
T )x = 0, ј. T x = λx . Зајено са T и ило која њеова ресрикција је комакно
ресликавање, а је она T (BN ) = λBN релаивно комакан ску. Оуа је
dimN < +∞. (У есконачно имензионалном росору, лоа није комакан
ску – Сав 2.15.)

() Ако је (λI − T )n x = 0, она је, им ре, и (λI − T )n+1x = (λI − T )(λI −
T )n x = (λI −T )0= 0, а је Kn ⊆ Kn+1.

Преосавимо а је увек Kn $ Kn+1, и оаеремо низ xn ∈ Kn акав а је
||xn || = 1 и d (xn , Kn−1) > 1/2 шо је моуће рема леми о скоро орооналном
векору. Таа за n >m имамо

T xn −T xm =λxn − (λI −T )xn +(λI −T )xm −λxm .

Међуим сви саирци, осим рво λxn , риаају Kn−1, а је T xn −T xm =λxn −z
за неко z ∈ Kn−1, оносно

||T xn −T xm ||= |λ| ||xn − (1/λ)z || ≥ |λ|d (xn , Kn−1)> |λ|/2.

Тако низ Tn xn нема ни јеан Кошијев ониз шо роивречи комакноси
оераора T .

Према оме, за неко n ∈N важи Kn = Kn+1. Нека је саа m ≥ n . Ако x ∈ Km+1

она је (λI − T )m+1x = 0, а (λI − T )m−n x ∈ Kn+1 = Kn , оуа је (λI − T )m x =
(λI −T )n(λI −T )m−n x =0, ј. x ∈ Km . Дакле за све m ≥ n је Km = Km+1. �

7.9. Лема. Нека је T : X → X комакан, и 0 /=λ ∈C. Оераор λI −T је „на“
ако и само ако је λI −T ∗ „1−1“.

Доказ. Нека је λI −T „на“, и нека је (λI −T ∗)ϕ=0. Таа за свако x ∈ X важи
(λI −T ∗)ϕx =0, ј. ϕ((λI −T )x ) = 0. Друим речима ϕ|ran(λI−T ) =0, ј. ϕ ≡ 0, јер
је ran(λI −T ) = X .

Нека саа λI −T није „на“. Како је ran(λI −T ) � X заворен оросор, о
рема јеној о ослеица Хан-Банахове еореме (Послеица 3.13 ()) осоји
функционал 0 /=ϕ ∈ X ∗, акав а је ϕ|ran(λI−T ) ≡ 0, оносно за све x ∈ X је ϕ((λI −
T )x ) = 0. Послење је, о ефиницији еквиваленно са ((λI−T ∗)ϕ)x =0, оносно
0 /=ϕ ∈ ker(λI −T ∗). �

7.10. Сав (Фрехолмова алернаива). Нека је T комакан. Таа је
оераор λI −T инјекиван ако и само ако је сурјекиван.

Доказ. Нека је λI − T сурјекиван. Преосавимо а није инјекиван, ј.
а ker(λI − T ) није ривијално. Означимо Kn = ker(λI − T )n . Нека је 0 /= x1 ∈
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ker(λI −T ) = K1. Како је λI −T „на“, о осоји x2 са својсвом (λI −T )x2 = x1.
Таа x2 ∈ K2, али x2 /∈ K1. Према оме K1 $ K2. Насавимо инукцијом. Ако је
Kn−1 $ Kn и 0 /= xn ∈ Kn \ Kn−1. Зо сурјекивноси оераора λI −T налазимо
xn+1 са својсвом (λI −T )xn+1 = xn /=0. Таа xn+1 ∈ Kn+1 \Kn .

Дакле, за све n важи Kn $ Kn+1 шо се роиви Саву 7.8. Тиме смо оказали
а сурјекивнос овлачи инјекивнос.

Нека је саа λI −T инјекиван. Доказаћемо а је конјуован оераор λI −T ∗

сурјекиван. Нека је ψ ∈ X ∗ роизвољно. На слици ran(λI − T ) ефинишемо
функционал ϕ са

ϕ((λI −T )x ) =ψ(x ). (5)

Очилено је реч о линеарном ресликавању. Оно је и ораничено. Наиме, λI −T
је инјекивно, ran(λI − T ) је заворен оросор, а је ресликавање λI − T :
X → ran(λI −T ) ораничена ијекција Банахових росора, а има нерекиан
инверз рема еореми о овореном ресликавању. С руе сране, (5) у свари
значи а јеϕ=ψ◦(λI −T )−1, а јеϕ ораничено као комозиција ва ораничена
оераора. Према Хан-Банаховој еореми, функционалϕ роужимо о чиаво
росора X . Најза (5) се може рочиаи и као (λI − T )∗ϕ = ψ, а како је ψ
ило роизвољно, о значи а је λI −T ∗ сурјекивно.

Саа, рема оказаном у рвом кораку закључујемо а је λI −T ∗ инјекивно.
Таа је рема Леми 7.9, оераор λI −T сурјекиван. �

7.11. Послеица. Ако је T : X → X комакан, она је σ(T ) = σp (T )∪
{0}.

Доказ. Секар комакно оераора оавезно саржи нулу. Заиса, у ро-
ивном и осојао ораничен T −1, а како комакни оераори чине иеал, о
и ио и I = T T −1 комакан, а о је немоуће ка о је росор X есконачно
имензионалан.

Нека је λ /= 0 ачка секра. Ако λ није сосвена вренос, она је оер-
аор λI − T инјекиван, а је рема Фрехолмовој алернаиви и сурјекиван.
Она осоји њеов инверз који је још и ораничен рема еореми о овореном
ресликавању. Дакле аа је λ ачка резолвенно скуа. �

7.12. Послеица. Нека је T : X → X комакан оераор. Таа он
има највише реројиво мноо сосвених вреноси, и оне оразују нула
низ. Такође, све сосвене вреноси су коначне вишерукоси, ј. оо-
варајући сосвени оросори имају коначне имензије.

Доказ. Биће овољно а оказажемо а T може имаи само коначно мноо
линеарно независних сосвених векора који ооварају сосвеним вренос-
има λ за које важи |λ| ≥m > 0.

Преосавимо суроно, а осоји есконачномноо линеарно независних
векора xn , n ∈N чије сосвене вреноси λn исуњавају услов |λn | ≥m .

Уочимо оросоре Ln =L i n{x1, . . . , xn}. Они су коначно имензионални,
а су заворени. Такође важи Ln ≤ Ln+1, као и T Ln ⊆ Ln . Према леми о скоро
орооналном векору, осоји yn ∈ Ln акво а је ||yn || = 1 и d (yn , Ln−1) > 1/2.
Векор T yn−λn yn риаа мањем оросору Ln−1. Заиса, yn = z +αxn за неко
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z ∈ Ln−1 и неко α ∈C, а је
T yn −λn yn = T z −λn z +α(T xn −λn xn) = T z −λn z ∈ Ln−1.

За m < n и векор T ym ∈ Ln−1, а имамо

||T yn −T ym ||= ||λn yn +T yn −λn yn −Tm ym ||=

= |λn | ||yn +
1

λn
(T yn −λn yn −Tm ym)|| ≥

≥ |λn |d (yn , Ln−1)>
m

2
,

е соа низ T yn нема нијеан Кошијев ониз, шо се роиви комакноси
оераора T . �

Основи секралне еорије

7.13. У овом оељку се авимо комакним оераорима на Хилеровом
росору. Моивацију чини еорема Линеарне алере рема којој свака си-
мерична марица има сличну ијаоналну, е а се на њеној ијаонали налазе
сосвене вреноси олазне марице.

У есконачно имензионалном случају, не можемо исаи марице еско-
начно формаа, а ћемо оражии еквивален оре навеене врње. Наиме,
ако је A симерична марица формаа n ×n , аа осоји аза росора Rn , x1,
. . . , xn , коју чине сосвени векори, ј. Ax j =λ j x j , λ j сосвене вреноси. При
оме важи

Ax =
n
∑

j=1

λ j 〈x , e j 〉e j . (6)

Формула (6) имала и смисла и на еконачно имензионалним росорима,
ако се коначна сума замени конверенним реом. Симеричној марици оо-
вара самоајунован оераор, а ојму сосвене вреноси, ојам ачке секра.

Међуим, у овом рвом сусреу са секралном еоријом, мораћемо а ре-
осавимо и а је оераор A комакан, оре оа шо је самоајунован.
Нешо већ знамо о комакним оераорима на Банаховим росорима. Али на
Хилеровим росорима који су осеан случај Банахових можемо очекиваи
и оана својсва.

7.14. Сав. Нека је A = A∗ ∈ L(H ). Таа је

||A||= sup
x∈X ,||x ||=1

|〈Ax , x 〉|. (7)

Доказ. Нека је
C = sup

x∈H ,||x ||=1
|〈Ax , x 〉|.

Очилено је за све x ∈H (римењујући рехоно на x/||x ||)
|〈Ax , x 〉| ≤C ||x ||2.

Треа оказаи а је C = ‖A‖. Јена нејенакос је јеносавна. За ||x || = 1
неосрено из Коши-Шварцове нејенакоси имамо |〈Ax , x 〉| ≤ ||Ax || ||x || ≤ ||A||,
а је C ≤ ||A||.
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За орану нејенакос осеимо се а се норма оераора може ореии
омоћу њеово илинеарно функционала, ј. а је ||A|| = sup |〈Ax , y 〉|, е се
суремум узима о свим јеиничним векорима x , y .

С јене сране, за роизвољне јеиничне x , y ∈H имамо

|〈Ax , y 〉+ 〈Ay , x 〉|=
1

2
|〈A(x + y ), x + y 〉− 〈A(x − y ), x − y 〉| ≤

≤
1

2
C (||x + y ||2+ ||x − y ||2) =C (||x ||2+ ||y ||2) = 2C .

(8)

С руе сране осоји λ ∈ [0,2π) акво а је 〈Ax , y 〉= e iλ|〈Ax , y 〉|, и аа

|〈Ae −iλx , y 〉+ 〈Ay , e −iλx 〉|= |2Re〈e −iλAx , y 〉|=2|〈Ax , y 〉|,

а римењући (8) на векоре e −iλx и y налазимо

2|〈Ax , y 〉| ≤ 2C ,

оакле је ||A|| ≤C . �

7.15. Сав. Нека је A ∈ L(H ) комакан и самоајунован оераор. Таа
се у (7) осиже максимум, ј. осоји x0 ∈H акво а је

|〈Ax0, x0〉|= max
x∈H ,||x ||=1

|〈Ax , x 〉|.

Такво x0 је сосвени векор оераора A. Ооварајућа сосвена вре-
нос λ0 заовољава јенакос |λ0|= ||A||, оносно λ0 = ±||A||, каа се узме
у озир а су сосвене вреноси самоајуновано оераора реалне.

С озиром а ројеви чији је моуо већи о ||A|| не моу ии ачке секра,
о значи а је λ0 највећа о моулу сосвена вренос.

Доказ. Зо рехоно сава осоји низ јеиничних векора xn акав а
|〈Axn , xn 〉|→ ||A||, ј. или 〈Axn , xn 〉→ ||A|| или 〈Axn , xn 〉→−||A||. Узмимо, на ример
рву моућнос. Како је низ xn ораничен, он има слао конверенан ониз,
рецимо xnk

w→ x0. На основу комакноси оераора A (Сав ???), важи и Axnk
→

Ax0 и о у норми. Међуим, аа

|〈Axnk
, xnk
〉− 〈Ax0, x0〉| ≤ |〈Axnk

−Ax0, xnk
〉|+ |〈Ax0, xnk

− x0〉| ≤
≤ ||Axnk

−Ax0||+ |〈Ax0, xnk
− x0〉|→ 0,

оносно

〈Ax0, x0〉= lim
k→+∞

〈Axnk
, xnk
〉= ||A||.

Оале је, међуим

||A||= 〈Ax0, x0〉 ≤ ||Ax0|| ||x0|| ≤ ||A||, (9)

оносно у Коши-Шварцовој нејенакоси осиже се јенакос. То значи а су
векори Ax0 и x0 колинеарни, ј. Ax0 =λ0x0. Но, саа на основу (9) имамо и

||A||= 〈Ax0, x0〉= 〈λ0x0, x0〉=λ0.

Случај 〈Axn , xn 〉→−||A|| се аналоно размара, и аа је λ0 =−||A||. �
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7.16. Сав. Нека је A = A∗ ∈ L(H ). Ако су λ /= µ сосвене вреноси
оераора A, она су ооварајући сосвени векори ороонални.

Доказ. Нека је Ax = λx , Ay = µy и λ /= µ. О раније знамо а λ, µ ∈ R, ј.
λ=λ, µ=µ. Таа је

λ〈x , y 〉= 〈Ax , y 〉= 〈x , Ay 〉= 〈x ,µy 〉=µ〈x , y 〉,

а мора ии 〈x , y 〉=0, јер и у роивном исало λ=µ. �

Примеа: Посеимо се и а су сосвене вреноси комакно оераора
коначне вишесрукоси, ј. а је оросор ооварајућих сосвених векора
Sλ = {x ∈ H | Ax = λx } коначне имензије. Заиса, ресрикција A|Sλ = λI је
комакан, а је оуа јеинична лоа у Sλ релаивно комкаан ску, а Sλ
мора ии коначне имензије.

7.17. Секралнаеорема (закомакнесамоајунованеоераоре).
Нека је A = A∗ ∈ L(H ) комакан оераор, и нека је λn низ сосвених
вреноси оераора A уређен оаајуће о моулу, ј.

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn | ≥ |λn+1| ≥ . . .

При оме рачунамо и вишесрукос, ј. оушамо моућносλk =λk+1

ако је сосвени оросор имензије сроо веће о јеан. Нека је en

ооварајући низ сосвених векора, ј. Aen =λn en .
Таа је en оун оронормиран сисем у слици ran A и важи:

Ax =
+∞
∑

n=1

λn 〈x , en 〉en . (10)

Доказ. Преосавке Теореме су конзисенне. Заиса, сосвене вреноси
λn оразују нула низ рема Послеици 7.12. Према исој Послеици свака
сосвена вренос је конацне вишесрукоси, шо омоућава а се низови λn и
en моу оараи као шо је навеено у исказу.

Наример ако јеλ вишесрука сосвена вренос она јењен сосвенио-
росор конацне имензије, рецимо k и саржи ачно k линеарно незвисних век-
ора. Ти линеарно независни векори се моу оронормираи Грам-Шмиовим
осуком. Тако сосвеној вреносиλ вишесрукоси k оовара k оронорми-
раних сосвених векора. Такву сосвену вренос оновимо k -уа у низу λn

(шо неће ромении осоину λn → 0, и сваком ојављивању оелимо различи
сосвени векор. Најза рема Саву 7.16 сосвени векори који ооварају
различиим сосвеним вреносима су међусоно ороонални.

Прелазимо на оказ врње. Према Саву 7.15, осоји највећа о моулу
сосвена вренос, означимо је са λ1, ј. |λ1| = ||A||, и Ae1 = λ1e1. Означимо
H1 = {e1}⊥. Таа је H ⊥

1 =L i n{e1}.
Твримо а су оросориH1 иH ⊥

1 инваријанни за A. ЗаH ⊥
1 је о очилено,

јер ако x ∈H ⊥
1 она x = αe1 за неко α ∈C, е је Ax = A(αe1) = αλ1e1 ∈H ⊥

1 . Ако,
ак, x ∈H1, она x ⊥ e1, а је

〈Ax , e1〉= 〈x , Ae1〉=λ1〈x , e1〉=0,
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оакле и Ax ∈H1. Тако за роизвољно x ∈H , на основу еореме о ороројекцији
осоје јеинсвени x1 ∈H1 и α ∈C за које је x = αe1+ x1, и аа је 〈x , e1〉= α, и
оуа

Ax =λ1αe1+Ax1 =λ1〈x , e1〉e1+Ax1, (11)

ри чему Ax1 ∈H1.
Посмарајмо оераор A1 = A|H1

оијен ресрикцијом оераора A на H1.
И A1 је комакан самоајунован оераор, а рехоно размарање можемо
римении на њеа. Тако налазимо сосвену вренос λ2 за коју важи |λ2| =
||A1|| = ||A|H1

|| ≤ ||A||, ок за ооварајући јеинични сосвени векор e2 ∈ H1 ≤
H имамо Ae2 = A1e2 = λ2e2, и e2 ⊥ e1. Такође, роизвољно x1 ∈ H1 се може
ресавии као x1 =α1e2+ x2, е x2 ∈H2 = {x1 ∈H1 | x1 ⊥ e2}= {e1, e2}⊥, и важи

Ax1 = A1x1 =λ2〈x1, e2〉e2+A1x2.

Коминујући о са (11) налазимо

Ax =λ1〈x , e1〉+λ2〈x , e2〉e2+Ax2, x =α1e1+α2e2+ x2, x2 ∈H2,

јер је x1 = x −αe1 и e1 ⊥ e2, и оуа 〈x1, e2〉= 〈x , e2〉−α〈e1, e2〉= 〈x , e2〉.
Посуак насављамо инукивно, а оијамо низ сосвених вреносиλn ,

низ сосвених векора en и низ оросора Hn за које важи

Hn = {e1, e2, . . . , en}⊥,

Aen =λn en , |λn |= ||An ||= ||A|Hn
||, (12)

Ax =
n
∑

k=1

λk 〈x , ek 〉ek +Axn , xn ∈Hn . (13)

||x ||2 =
n
∑

k=1

|〈x , ek 〉|2+ ||xn ||2, ||Ax ||2 =
n
∑

k=1

|λk |2|〈x , ek 〉|2+ ||Axn ||2.

Како већ знамо а λn → 0, о из (12) налазимо и ||A|Hn
|| → 0, а оале и

||Axn || ≤ ||A|Hn
|| ||xn || ≤ ||A|Hn

|| ||x || → 0, а на основу (13) имамо

Ax = lim
n→+∞

n
∑

k=1

λk 〈x , ek 〉ek ,

шо је еквиваленно са (10).
Осаје још а се окаже а је сисем e j оун у слици оераора A. Како

знамо а је ran A =kerA⊥, овољно је оказаи а из x ⊥ en за све n слеи x ∈ kerA.
Међуим, ако је x ⊥ en за све n , она из (10) налазимо Ax =0. �

7.18. Послеица. Ако је A комакан самоајунован оераор на Хилер-
овом росору H она осоји оронормиран сисем њеових сосвених
векора en који је оун у ran A =kerA⊥. Оносно свако x ∈H може ии
ресављено као

x = y +
+∞
∑

n=1

〈x , en 〉en , y ∈ kerA. (14)
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Доказ. Заиса, на основу Беселове нејенакоси, ре у (14) конверира. С
руе сране, зо (10) имамо

A

�

x −
+∞
∑

n=1

〈x , en 〉en

�

=
+∞
∑

n=1

λn 〈x , en 〉en −
+∞
∑

n=1

〈x , en 〉Aen =

=
+∞
∑

n=1

λn 〈x , en 〉en −
+∞
∑

n=1

〈x , en 〉λn en =0.

Тако је y = x −
∑+∞

n=1〈x , en 〉en ∈ kerA. Соа резула важи на основу релације
kerA⊕ ran A =H која важи за самоајуноване оераоре. �

Инерални оераори

7.19. Инерални оераори на росору C [a , b ]. Нека је K : [a , b ]×
[a , b ]→C нерекина функција. Таа је ресликавање T :C [a , b ]→C [a , b ]
ао са

T x (t ) =

∫ b

a

K (t , s )x (s )ds (15)

комакан линеаран оераор.

Доказ. Докажимо рво а је T корекно ефинисан, ј. а је функција T x
заиса нерекина. Функција K је нерекина на комакном скуу [a , b ]× [a , b ]
а је у и ораничена, ј. осоји консана M > 0 аква а је |K (s , t )| ≤M за све s ,
t ∈ [a , b ], а је и |K (t , s )x (s )| ≤M ||x ||C [a ,b ]. Консанна функција је инераилна
на коначном инервалу, а је рема ТДК

lim
t→t0

T x (t ) = lim
t→t0

∫ b

a

K (t , s )x (s )ds =

∫ b

a

lim
t→t0

K (t , s )x (s )ds = T x (t0).

Даље, имамо

|T x (t )| ≤
∫ b

a

|K (t , s )| |x (s )|ds ≤
∫ b

a

M ||x ||ds =M (b −a )||x ||,

ј.
||T x || ≤M (b −a )||x ||.

Тако је за ||x || ≤ 1, исуњено ||T x || ≤M (b − a ), оносно слика јеиничне лое
T (BC ) је униформноораничен ску, а јеисуњенрвиусловАрцела-Асколијеве
еореме.

Даље, функција K је, рема Каноровој еореми и равномерно нерекина,
оносно за ε > 0 осоји δ > 0 ако а d ((t1, s1),(t2, s2)) < δ овлачи |K (t1, s1)−
K (t2, s2)| < ε/(b − a ). Ако је |t1 − t2| < δ, им ре је d ((t1, s ),(t2, s )) < δ за
роизвољно s ∈ [a , b ] а имамо

|T x (t1)−T x (t2)| ≤
∫ b

a

|K (t1, s )−K (t2, s )| |x (s )|ds ≤ ||x ||(b −a )ε/(b −a )≤ ε,

за ||x || ≤ 1, а је слика T (BC ) ујено и равносеено нерекина. Соа је рема
Арцела-Асколијевој еореми, а слика релаивно комакан ску. �
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7.20. Инерални оераори на росору L2(a , b ). Ако је функција K :
[a , b ]× [a , b ]→C кварано инераилна, ј. ако је мерљива и

∫ b

a

∫ b

a

|K (t , s )|2 ds dt <+∞ (16)

аа је формулом (15) заа комакан оераор T : L2(a , b )→ L2(a , b ).

Доказ. Послужићемо се Савом 7.4 () којим су окаракерисани комакни
оераори на Хилеровом росору као они који ревое слао конверенне
низове у јако конверенне.

Нека је xn низ функција из L2(a , b ) који слао конверира ка функцији x . То
значи а за свако y ∈ L2(a , b ) важи 〈xn , y 〉→ 〈x , y 〉, оносно

∫ b

a

xn(s )y (s )ds →
∫ b

a

x (s )y (s )ds .

Посено, о важи и за функцију yt (s ) = K (t , s ), е је t ∈ [a , b ] фиксирано,
оносно

∫ b

a

xn(s )K (t , s )ds →
∫ b

a

x (s )K (t , s )ds .

Тиме смо оили а T xn(t )→ T x (t ) за фиксирано t , оносно T xn → T x ачка о
ачка. Низ xn , као слао конверенан, мора ии ораничен, оносно ||xn || ≤M
за неку консану M , и оуа ||xn − x || ≤ 2M . Зо оа, и на основу Хелерове
нејенакоси, имамо

|T xn(t )−T x (t )|2 ≤
∫ b

a

|K (t , s )|2 ds

∫ b

a

|xn(s )− x (s )|2 ds ≤ 4M 2

∫ b

a

|K (t , s )|2 ds .

Међуим, функција коју смо оили t 7→ 4M 2
∫ b

a
|K (t , s )|2 ds је инераилна зо

(16), а рема еореми о оминанној конверенцији имамо

lim
n→+∞

∫ b

a

|T xn(t )−T x (t )|2 dt =

∫ b

a

lim
n→+∞

|T xn(t )−T x (t )|2 dt =0.

Дакле, T xn у норми конверира ка T x , а је T комакан. �

7.21. Сав. Нека је инерални оераор T : L2(a , b )→ L2(a , b ) а са (15).
Таа је ајунован оераор T ∗ а са

T ∗x (t ) =

∫ b

a

K (s , t )x (s )ds . (17)

Посено, T је самоајунован ако и само ако јенакос

K (s , t ) = K (t , s ) (18)

важи скоро свуа у оносу на воимензиону Лееову меру.
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Доказ. Имамо

〈T ∗x , y 〉=〈x , T y 〉=
∫ b

a

x (t )T y (t )dt =

∫ b

a

∫ b

a

x (t )K (t , s )y (s )ds dt

=

∫ b

a

�

∫ b

a

K (t , s )x (t )dt

�

y (s )ds =

=

®

s 7→
∫ b

a

K (t , s )x (t )dt , y (s )

¸

,

за све y ∈ L2(a , b ). Оуа се функције T ∗x (s ) и s 7→
∫ b

a
K (t , s )x (t )dt оклаају

као елемени росора L2(a , b ), оносно јенаке су скоро свуа. Оуа важи
(17).

Ако важи (18) она је несумњиво T = T ∗. Ако је T самоајунован она
јенакос

∫ b

a

K (s , t )x (s )ds =

∫ b

a

K (t , s )x (s )ds

важи за скоро свако t и за сваку функцију x ∈ L2(a , b ). Савимо x = χE за неки
мерљив E , а заим инералимо ослењу јенакос о t ∈ F , е је F неки руи
мерљив ску. Доијамо:

∫∫

E×F

K (s , t )ds dt =

∫∫

E×F

K (t , s )ds dt .

Како скуови олика E × F енеришу Борелову σ-алеру у (a , b )× (a , b ) о за-
кључујемоа суинералифункцијаK (s , t )иK (t , s ) јенакио свакоммерљивом
оксуу скуа (a , b )×(a , b ). Оуа, на основуТеореме о анихилацији инерала,
јенакос (18) важи скоро свуа. �

7.22. Лема. Нека је (a , b ) инервал у R, и нека је L2((a , b ) × (a , b ))
Хилеров росор кварано инераилних функција у оносу на вои-
мензиону Лееову меру. Ску функција олика h(x , y ) = f (x )g (y ), е f ,
g ∈ L2(a , b ) је фунаменалан у росору L2((a , b )× (a , b )).

Доказ. За очеак, функције олика h(x , y ) = f (x )g (y ) риаају росору
L2((a , b )× (a , b )). Наиме

∫ b

a

∫ b

a

|h(x , y )|2 dx dy =

∫ b

a

| f (x )|2 dx

∫ b

a

|g (y )|2 dy <+∞.

Ореићемо ороонални комлемен скуа A = { f (x )g (y ) | f , g ∈ L2(a , b )}.
Нека је F ∈ L2((a , b )× (a , b )) роизвољна функција, и нека је F ⊥ A. Таа је
између осало F ⊥χ[α,β)×[γ,δ), оносно

0=

∫ b

a

∫ b

a

F (x , y )χ[α,β)(x )χ[γ,δ)(y )dx dy =

∫∫

[α,β)×[γ,δ)

F (x , y )dx dy .

Како скуови олика [α,β)× [γ,δ) чине олуалеру која енерише све Борелове
скуове, и како се Лее мерљиви скуови разликују о Борелових за ску мере
нула, о важи и

∫∫

E
F dm =0 за сваки мерљив ску E . Оуа је F =0 скоро свуа,

ј. F је нула векор. �
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7.23. Сав (ререзенација инерално језра). Нека је K : [a , b ] ×
[a , b ]→Rкварано инераилна функција, која заовољав услов K (t , s ) =

K (s , t ). Знамо (на основу Сава 7.21) а је инерални оераор а са
(15) самоајунован.

Ако су λn њеове сосвене вреноси, а ϕn ооварајући јеинични
сосвени векори, аа је

K (t , s ) =
+∞
∑

n=1

λnϕn(t )ϕn(s ), (19)

ри чему ре конверира у L2 норми.

Доказ. Функције Φn(t , s ) = ϕn(t )ϕn(s ) су орооналне у L2((a , b )× (a , b )),
шо се јеносавно роверава. Соа ре

+∞
∑

n=1

〈K ,Φn 〉Φn

конверира у норми некој функцији P ∈ L2((a , b )× (a , b )). С озиром а је

〈K ,Φn 〉=
∫ b

a

∫ b

a

K (t , s )ϕn(t )ϕn(s )ds dt =

∫ b

a

Tϕn(t )ϕn(t )dt = 〈Tϕn ,ϕn 〉=λn

имамо

P (t , s ) =
+∞
∑

n=1

λnϕn(t )ϕn(s ).

Косрисећи Послеицу 7.18, за ило коју функцију g ∈ L2(a , b ) имамо g =

h +
∑+∞

n=1〈g ,ϕn 〉ϕn , и оале

∫ b

a

P (t , s )g (s )ds =

∫ b

a

+∞
∑

n=1

λnϕn(t )ϕn(s )

�

h(s )+
+∞
∑

n=1

〈g ,ϕn 〉ϕn(s )

�

ds =

=
+∞
∑

n=1

λnϕn(t )〈g ,ϕn 〉= Ag =

∫ b

a

K (t , s )g (s )ds

Оуа је K (t , s ) = P (t , s ) скоро свуа. �

Ре у (19) конверира у норми росора L2 али не мора а конверира
равномерно, чак ни каа је језро нерекино. Међуим, уз још јену ре-
осавку, може се оии равномерна конверенција.

7.24. Теорема (Мерсер). Ако је K : (a , b )× (a , b )→C нерекина функ-
ција и ако оераор T а са (15) исуњава услов

〈T f , f 〉 ≥ 0, за све f ∈ L2(a , b ) (20)

она су све сосвене функције ϕ j нерекине, и ре (19) равномерно кон-
верира.

Доано, ако је језро реално, ј. K (t , s ) ∈R за све t , s ∈ (a , b ) она се
сосвене функције моу оараи ако а уу реално вреносне.



122 7. КОМПАКТНОСТ

Доказ. Услов (20) овлачи а је T самоајунован. Заиса, аа је 〈T f , f 〉 ∈
R, и оуа 〈T f , f 〉 = 〈 f , T f 〉 = 〈T ∗ f , f 〉, а је каврана форма 〈(T − T ∗) f , f 〉 ≡.
Корисећи оларизациони иение налазимо и а је 〈(T −T ∗) f , g 〉 ≡ 0, оакле
је T −T ∗=0. Тако важе услови Сава 7.23 а важи и развој (19).

Из исо услова лако закључујемо а је λn = 〈Tϕn ,ϕn 〉 ≥ 0.
Саа оказујемо а за свако t ∈ [a , b ] важи K (t , t ) ≥ 0. Ако је K (x0, x0) ∈

C \ [0,+∞) она осоји околина ачке (x0, x0) олика (x0 −δ, x0+δ) ако а за
све (x , y ) из е околине, вренос K (x , y ) риаа околини V ачке K (x0, x0) која
је конвексна и не сече озииван ео реалне осе. Таа ирајући за f =χ(x0−δ,x0+δ)

налазимо а је

〈T f , f 〉=
∫∫

(x0−δ,x0+δ)×(x0−δ,x0+δ)

K (x , y )dx dy ,

шо мора осаи у V и не може ии озиивно.
Саа желимо а окажемо а су фукције ϕn нерекине. За саа знамо

а ϕn ∈ L2(a , b ), али на коначном инервалу је L2 ⊆ L1, а знамо и а су ин-
ераилне. Међуим, аа је |K (t , s )ϕn(s )| ≤ M |ϕn(s )|, е је M ораничење
нерекине функције |K |. Соа функција M |ϕn | може ослужии као инера-
илна оминана, а на јенакос

ϕn(t ) =
1

λn
(Tϕn)(t ) =

1

λn

∫ b

a

K (t , s )ϕn(s )ds

можемо еловаи лимесом ка t → t0, оакле слеи нерекинос функције ϕn ,
каа се узме у озир нерекинос јера K (t , s ).

Посено, аа је нерекинаифункцијаKn(t , s ) = K (t , s )−
∑n

k=1λkϕk (t )ϕk (s ).
Међуим, језру Kn оовара оераор

T −
n
∑

k=1

λk 〈·,ϕk 〉ϕk =
+∞
∑

k=n+1

λk 〈·,ϕk 〉ϕk

који је акође озииван, а важи и Kn(t , t )≥ 0, оносно
+∞
∑

k=n+1

λk |ϕk (t )|2 ≤ K (t , t ). (21)

Ако означимо M = maxa≤t≤b K (t , t ) оијамо, омоћу Коши-Шварцове не-
јенакоси
�

�

�

�

�

n
∑

k=m

λkϕk (t )ϕk (s )

�

�

�

�

�

2

≤

�

n
∑

k=m

λk |ϕk (t )|2
��

n
∑

k=m

λk |ϕk (s )|2
�

≤M
n
∑

k=m

λk |ϕk (t )|2,

шо ежи ка нули, јер је зо (21) реч о осаку конверенно реа. Шавише,
конверенција је равномерна, јер је ре у (21) моноон, а ранична функција
нерекина, а се може римении Динијев криеријум за равномерну конвер-
енцију.

Најза, ако је K (t , s ) ∈ R, и Tϕn = λnϕn , она комлексним конјуовањем
релације Tϕn =λnϕn , ј.

∫ b

a

K (t , s )ϕn(s )ds =λnϕn(t )
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налазимо а је и Tϕn =λnϕn . Ако су ϕn и ϕn линеарно зависне, она ϕn можемо
замении са Reϕn = (ϕn +ϕn)/2. Ако су независне, она ће линеарно независне
ии и Reϕn и Imϕn , а се ар сосвенихфункцијаϕn ,ϕn може замении аром
Reϕn и Imϕn . �

Примене у еорији иференцијалних јеначина

7.25. Фрехолмове јеначине. Фрехолмова инерална јеначина рве вр-
се је јеначина олика

∫ b

a

K (t , s ) f (s )ds = g (t ), (22)

а Фрехолмова инерална јеначина руе врсе је јеначина олика

g (t )+λ

∫ b

a

K (t , s ) f (s )ds = f (t ). (23)

У оа случаја, зааак је наћи функцију f за ау нерекину функцију g и ао
нерекино језро K .

Примећујемо а се омоћу инерално оераора T заао са (15) јена-
чине (22) и (23) моу заисаи као

T f = g , оносно g +λT f = f .

Оале омах уочавамо нека њихова својсва.
Јеначина рве врсе (22), формално има решење f = T −1g . Међуим, знамо

а је T комакан оераор, е соа T −1 не осоји. И не само о, T никаа не
може ии сурјекивно. Наиме, аа и зо еореме о овореном ресликавању
морало ии T (BX )⊇ r BY за неко r > 0 шо и значило а слика јеиничне лое
није релаивно комакан ску.

Соа закључујемо:
Фрехолмова јеначинарве врсенемарешења заојеинеизорефункције

g .
Јеначина руе врсе, формално има решење f = (I −λT )−1g , шо се може

заисаи и као

f =
1

λ
((1/λ)I −T )−1g =

1

λ
RT (1/λ)g ,

е је RT ознака за резолвену оераора T . Како знамо а је T комакан
оераор, о закључујемо а важи Фрехолмова алернаива:

Или хомоена јеначина (23) (шо значи а је g ≡ 0) има неривијално
решење, или нехомоена јеначина има јеинсвено решење за свако g .

Наиме, ако је 1/λ сосвена вренос оераора T , она оераор I −λT има
неривијално језро, у ком случају хомоена јеначина (23) има неривијално
решење, и оврх оа оераор I − λT није „на“ а ооварајућа нехомоена
јеначина нема решења за ојеине функције g .

С руе сране, ако 1/λније сосвена вренос оераораT , она је оераор
I −λT инвериилан, и аа хомоена јеначина има само ривијално решење, а
ооварајућа нехомоена јеначина има јеинсвено решење за сваку функцију
g .
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Знамо и а T има највише реројиво мноо сосвених вреноси које
оразују нула низ. Оуа оних ројева λ за које се јеначина (23) онаша „рђа-
во“ (хомоена има неривијално, а нехомоена нема увек решење) има највише
реројиво мноо, и еже ка есконачноси, ј. немају нии јену коначну ачку
наомилавања.

7.26. Шурм-Лјувилов ролем и Гринова функција. Познао је а лин-
еарна иференцијална јеначина олика a y ′′+b y ′+c y = f са акозванимоче-
ним условима y (x0) = y0 и y ′(x0) = y1 има јеинсвено решење у околини ачке
x0. (Преосављамо а су коефицијени a , b , c нерекине фукције у околини
ачке x0.) Такав ролем назива се Кошијев ролем.

Међуим, у мноим сиуацијама, занимљив је и ролем са раничним
условима. Наиме, решавамо јеначину

L [y ]≡−(p y ′)′+q y = f , (24)

са зв. раничним условима

α1y (a )+α2y ′(a ) = 0

β1y (b )+β2y ′(b ) = 0.
(25)

Такав ролем назива се Шурм-Лјувилов ролем.
За разлику о Кошијево ролема, Шурм-Лјувилов ролем може уоше

а нема решења, или а их има више. На ример, ако се осмара јеносаван
ролем

−y ′′+ y = f , y (0)= y (π) = 0,

он за f ≡ 0 има више решења, о су све функције олика y (x ) = A sin x , е
је A роизвољна консана. С руе сране, ако је f (x ) = x , она ролем
нема решења. Заиса, аа је оше решење иференцијалне јеначине олика
y = x +A cos x +B sin x за неке консане A, B , ок раничн услови, реом, осају
A =0 и π−A =0 шо је немоуће.

Примеа: По оређеним уловима, свака се линеарна иференцијална је-
начина руо реа, може заисаи у олику (24). Рецимо, овољно је је-
начину a y ′′+ b y ′+ c y = f омножии функцијом g која заовољава релацију
g ′a = g a ′− g b .

Показује се, у еорији иференцијалних јеначина а се решење Шурм-
Лјувилово ролема (24), (25), о условом а је језро иференцијално оер-
аора L ривијално, може изразии као

y (t ) =

∫ b

a

G (t , s ) f (s )ds , (26)

е је G : [a , b ]× [a , b ]→R зв. Гринова функција, аа са

G (t , s ) =

¨

− 1
p W u2(t )u1(s ), a ≤ s ≤ t ≤ b

− 1
p W u2(s )u1(t ), a ≤ t ≤ s ≤ b

, (27)

ри чему су u1, оносно u2 функције које заовољавају хомоену јеначину
L [y ] = 0, и о јеан ранични услов, ј.

L [u1] = L [u2] = 0, α1u1(a )+α2u ′1(a ) = 0, β1u2(b )+β2u ′2(b ) = 0,
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ок је W њихов Вронскијан, оносно

W (t ) =

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
u ′1(t ) u ′2(t )

�

�

�

�

.

При оме, оказује се а је функција p (t )W (t ) консанна функција, е соа у
формули (27) није навеен аумен роизвоа функција p W .

7.27. Извођење Гринове функције. Нека је језро иференцијално о-
ераора L ривијално. Таа се решење Шурм-Лјувилово ролема (24),
(25) може изразии формулом (26) е је Гринова функција G аа са (27).

Доказ. Најре извоимо формулу

d

dt
(p (t )W (t )) = 0.

Имамо

d

dt
(p (t )W (t )) = p ′(t )W (t )+p (t )

d

dt

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
u ′1(t ) u ′2(t )

�

�

�

�

=

= p ′(t )

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
u ′1(t ) u ′2(t )

�

�

�

�

+p (t )

��

�

�

�

u ′1(t ) u ′2(t )
u ′1(t ) u ′2(t )

�

�

�

�

+

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
u ′′1 (t ) u ′′2 (t )

�

�

�

�

�

=

=

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
p ′(t )u ′1(t )+p (t )u ′′1 (t ) p ′(t )u ′2(t )+p (t )u ′′2 (t )

�

�

�

�

=

=

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
(p (t )u ′1(t ))′ (p (t )u ′2(t ))′

�

�

�

�

=

�

�

�

�

u1(t ) u2(t )
q u1(t ) q u2(t )

�

�

�

�

=0.

Оале слеи а је роизво p (t )W (t ) консанан.
Даље, нека су y1 и y2 линеарно независна решења хомоене јеначине L [y ] =

0. Оше решење је она ао са y = C1y1 +C2y2. Било који о ва ранична
услова (25) овешће о линеарне везе између C1 и C2. Нека је, акле u1 реш-
ење хомоене јеначине L [y ] = 0 које заовољава рви ранични услов, а u2 које
заовољава руи ранични услов. Важно је а аа u1, оносно u2 не исуњвају
оа, већ само јеан ранични услов. У суроном оераор L имао и нулу за
сосвену вренос на скуу ва уа иференцијаилних функција које зао-
вољавају раничне услове (25).

До ооварајуће решења нехомоене јеначине (24) можемо оћи меоом
варијације консани. Украко, савимо

y =C1u1+C2u2, (28)

а заим и

C ′1u1+C ′2u2 =0, L [C1u1+C2u2] = f .

После краће рачуна налазимо а је ослењи услов еквиваленан са C ′1p u1 +
C ′2p u2 =− f . Тако налазимо а ар C ′1, C ′2 јесе решење сисема ве линеарне (ал-
еарске) јеначине. Деерминана о сисема је p W , а уором Крамерових
равила налазимо а је

C ′1 = f u2/p W , C ′2 =− f u1/p W ,
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оносно, осле инерације и замене у (28)

y =

�

C +
1

p W

∫ x

a

f (t )u2(t )dt

�

u1(x )+

�

D −
1

p W

∫ x

a

f (t )u1(t )dt

�

u2(x ). (29)

Каа уврсимо раничне услове (25) оијамо а су консане C и D јенаке

C =−
1

p W

∫ b

a

f (t )u2(t )dt , D =0

оакле (29) осаје

y =−
1

p W

∫ b

x

f (t )u2(t )dt u1(x )−
1

p W

∫ x

a

f (t )u1(t )dt u2(x ),

шо је еквиваленно са (26) и (27). �

7.28. Својсва Гриновефункције. Гринова функција зааа са (27) има
слеећа својсва

(i) G је релано вреносна и важи G (s , t ) =G (t , s );
(ii) G (t , s ) је нерекина;
(iii) G је иференцијаилан, осим на ијаонали, ј. за t = s ;

(iv) На ијаонали важи
∂ +

∂ t
G (t , s )

�

�

�

�

t=s

−
∂ −

∂ t
G (t , s )

�

�

�

�

t=s

=
1

p (s )
.

Доказ. Неосрена ровера. �

7.29. Сав (својсваинералнооераора зааоГриновомфункци-
јом). Инерални оераор TG : L2[a , b ]→ L2[a , b ] заа са

TG f =

∫ b

a

G (t , s ) f (s )ds

има слеећа својсва

(i) TG је комакан и самоајунован.
(ii) TG и L су међусоно инверзни.
(iii) TG има највише реројиво мноо сосвених вреноси, све су реалне, а

ооварајуће сосвене функције чине оронормиран сисем, оун
у слици оераора TG .

(iv) Важи и Фрехолмова алернаива – Или јеначина TG f = λ f има
неривијално решење или јеначина TG f − λ f = g има јеинсвено
решење за сваку функцију g ∈ L2. (Ове је или искључно, у овору
ознао као „или-или“.)

Доказ. Својсво (i) слеи из рехоно сава. Својво (ii) на основу изво-
јења Гринове функције. Својсва (iii) и (iv) слее на основу рво својсва и
ооварајућих савова о комакним оераорима. �
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7.30. Послеица. Како је јеначина TG f −λ f = g еквиваленна са f =
L [λ f + g ], ј. са µ f − L [ f ] = g1, е је µ=1/λ и g1 = (1/λ)L [g ] неосрено
закључујемо:

(i) Диференцијални оераор L заа са (24) који елује на усом о-
росору росора L2 свих ва уа нерекино иференцијалних
функција које заовољавају раничне услове (25) има највише реро-
јиво мноо сосвених вреноси и оне оразују низ који ежи ка
есконачноси.

(ii) За јеначину L [y ]−λy = g важи Фрехолмова алернаива – или она
има неривијално решење за g ≡ 0 или има јеинсвено решење за свако
g .

Слеи јеан ример из маемаичке физике.

7.31. Шреинерова јеначина. Шреинерова јеначинаоисујеромену
кванно сања ао кванно сисема у времену. У зависноси о сисема она
може имаи различие олике. Јеан о јеносавнијих олика је Шреинерова
јеначина која оисује сање елекрона у у енереском извору са есконач-
ним оенцијалним аријерама. Ако се елекрон може креаи само уж x -осе
(јеноимензионални случај), она ооварајућа Шреинерова јеначина ласи

−
ħh
2m

d2Ψ

dx 2
+V (x )Ψ = EΨ, (30)

е је ħh Планкова консана оељена са 2π, m маса елекрона, V (x ) оенцијал
оља, Ψ кванно сање које означава верованосћу а се елекрон налази на
озицији x , а E укуна енерија елекрона. При оме, ове је узе јеносавнији,
временски независан случај.

Поре јеначине, функција сања Ψ заовољава и раничне услове

Ψ(0)=Ψ(a ) = 0,

ако се аријере налазе на x -кооринаама 0 и a . Очилено је јеначина (30)
сецијалан случај јеначине (24), и о за p (x ) ≡ ħh/2m , q (x ) = V (x )− E . Прис-
усво раничних услова означава а се раи о Шурм Лјувиловом ролему.
Иак, осмараћемо случај q (x ) = V (x ), ок ће енерија E ресављаи со-
свене вреноси.

На основу о саа изложене еорије можемо закључии слееће:
Није моуће а елекрон има ило коју укуну енерију. Ску моућих

енерија елекрона је највише реројив, сасоји се о изолованих ачака које
еже ка есконачноси.

Свака сосвена вренос мора ии коначне вишесрукоси, а за ау
моућу енерију осоји коначан ску сања у којима се може наћи елекрон.

Овај ример соји у ореклу речи секар. Наиме, секар Шреинерово
оераора, ј. њеове сосвене вреноси јесу моуће енерецке вреноси.
Пракично оређивање енерецких вреноси своило се на оређивање аласне
ужине фоона који емиује елекрон ри релазу из јено сања у руо, а а-
ласна ужина се оређивала ојом свелоси. Тако је реч секар која означава
скумоућих оја очела а се кориси за ску сосвених вреноси комакно
оераора.
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Није ачно а Шреинерова јеначина увек има искреан секар. За о
је неохоно а се ојаве ранични услови, и они се моу ојавии и каа нема
ниаквих енереских аријера. На ример, каа се размара онашање елек-
рона у аому, морају се узеи у озир све ри имензије. Међуим, ачку у
росору је најлакше ресавии сферним кооринаама (ρ,ϕ,θ ), и аа се
рироно ојављује ранични услов Ψ(ρ,θ ,0) = Ψ(ρ,θ ,2π). Размарање ово
случаја не олеже еорији коју смо извели из више разлоа. Прво, ооварајућа
Шреинерова јеначина није више оична иференцијална јеначина, већ ар-
цијална. Друо, ранични услов је мешови.

Размарање онашања елекрона у аому је скочано са уорајним и за-
морним рачунајем и ревише и оереило екс, али се може наслуии а ће
се оии слични резулаи онима које смо оили за Шурм Лјувилов ролем.

Тако смо, осле вишеоишње школовања сазнали и маемаичке разлое
зашо елекрон у аому не може а се нађе ило е, већ искључиво на квано-
ваним енереким нивоима.

Ове је крај курса.

Вежања

7.1. Нека је λ j роизвољан низ комлексних ројева, и нека је T : l 2 → l 2 ресликавање ао са
T (ξ1,ξ2,ξ3, . . .) = (λ1ξ1,λ2ξ2, . . .).

а) Доказаи а је T линеарно ресликавање, и а је T ораничено ако и само ако је низ λ j

ораничен. Таа је и ||T || = supn≥1 |λn |. [У свари, ако λn није ораничен, она T није корекно
ефинисан, ј. осоји x = (ξn )n≥1 ∈ l 2 акво а T x /∈ l 2.]

) Доказаи а је T комакан ако и само ако је lim
n→+∞

λn = 0. [Тако комкаан оераор „ежи

нули“ ка рој имензија „ежи ка есконачно“.]

7.2. Нека су X и Y Банахови росори. Доказаи слееће врње:
а) Ако је X есконачне имензије, и T : X → Y комакан оераор, она T нема инверзни, ј.

не осоји ораничен T −1 : Y → X .
) Ако је dimran T <+∞ она је T комакан.
в) Ако је dim(X /kerT )<+∞ она је T комакан.

7.3. Нека је Pn : l 1→ l 1 низ ројекора а са Pn (ξ1,ξ2, . . . ,ξn ,ξn+1, . . .) = (ξ1,ξ2, . . . ,ξn ,0,0, . . .).
а) Доказаи а Pn x → x за свако x ∈ l 1.
) Доказаи а не важи Pn ⇒ I . [Искорисии рехони зааак и Сав 7.2 ).]

7.4. Нека су T , S : X → Y (X и Y Банахови росори) и нека осоји консана C > 0 аква а за све
x ∈ X важи ||T x || ≤C ||S x ||. Ако је S комакан оказаи и а је T комакан.

7.5. Нека је T : X → Y комакан оераор. Ако је dim X = +∞ и T инјекиван, оказаи а слика
ran T не може ии заворен оросор.

7.6. Да је оераор A : C [0,1]→ C [0,1] са A f (s ) =
∫ 1

0
log(1 + s t ) f (t )dt (log = ln). Показаи а је

оераор A линеаран и ораничен. Корисећи еорему Арцела-Асколија (или руачије) оказаи а
је оераор A комакан.

7.7. Дао је ресликавање A : l 1 → l 1 са y = Ax , y = (ηn )+∞n=1, x = (ξn )+∞n=1, ηn =
∑+∞

k=1 e −k nξk .
Доказаи а је A комакан оераор. [Искорисии каракеризацију релаивно комакних скуова
у l p росорима.]

7.8. Дао је ресликавање A : l p → l q , (1/p + 1/q = 1) y = Ax , y = (ηn )+∞n=1, x = (ξn )+∞n=1, ηn =
+∞
∑

k=1

1
n2+nk+k2 ξk . Доказаи а је A комакан оераор. [Исо уусво као у рехоном зааку.]
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7.9. Да је Волерин оераор V : L2(0,1)→ L2(0,1) са

(V f )(x ) =

∫ x

0

f (t )dt .

а) Доказаи а је V комакан оераор;
) Доказаи а V нема нијену сосвену вренос, а извеси закључак σ(V ) = {0};
в) Наћи ајунован оераор V ∗, и извеси а је

(V ∗V ) f (x ) =

∫ 1

x

∫ t

0

f (τ)dτdt ;

) Ореии сосвене вреноси оераора V ∗V , оказаи а је он самоајунован и корисећи
Сав 3.22 (iv) оказаи а је ||V ||= 2/π.

7.10. Дао је ресликавање A : C [0,π]→C [0,π] са

Ax (t ) =

∫ π

0

sin(s + t )x (s )ds .

а) Доказаи а је слика ran A саржана у воимензионалном оросору. Ореии арем
јену азу о оросора. Извеси закључак а је оераор A комакан. [Ораничени скуови у
коначно имензионалним оросорима су релаивно комакни.]

) Доказаи а A мора а има ар јену сосвену вренос, а највише ве. Ореии их.
в) Проверии а ли је A нормалан. Ако јесе ореии ||A|| служећи се резулаом ||A|| =

max{|λ| |λ ∈σ(A)} који важи за нормалне оераоре.

7.11. Дао је ресликавање A : L2(−1,1)→ L2(−1,1) са A f (x ) =
∫ x
−x f (t )dt .

а) Доказаи а је A комакан линеаран оераор;
) Наћи ајунован оераор A∗, и исиаи а ли је A нормалан;
в) Ореии секар оераора A.

7.12. Дао је ресликавање A : C [0,1]→C [0,1] са Ax (s ) = x (s )+
∫ s
0

sin(s + t )x (t )dt .
а) Доказаи а је реч о ораниченом линеарном ресликавању, чија норма не ревазилази 2.
) Исиаи а ли је A комакан оераор. [Друи саирак јесе комакан оераор. Оале

закључии а A не може а уе комакан.]

7.13. Да је Хилеров росор

H = L2((0,+∞), e −t dt ) = { f : (0,+∞)→C | f −мерљива,
∫ +∞

0

| f (t )|2e −t dt = 0},

са скаларним роизвоом



f , g
�

=
∫+∞
0

f (t )g (t )e −t dt .
а) Доказаи а су функције g0(t ) = 1, g1(t ) = 1−t , g2(t ) = 1−2t +t 2/2 и g3(t ) = 1−3t +3t 2/2−

t 3/6 оронормиране у H .
) Ореии функцију K : (0,+∞) × (0,+∞) → C акву а за ороонални ројекор P на

линеарни омоач скуа {g0, g1, g2, g3} важи P f (x ) =
∫+∞
0

K (x , t ) f (t )dt .

7.14. На Хилеровом росору L2(0,+∞) ао је ресликавање T f (x ) = f (x +1).
а) Ореии ајунован оераор T ∗.
) Ореии све каракерисичне вреноси оераора T , њеов секар, и језро.
в) Исиаи а ли је T нормалан.

7.15. На Хилеровом росору L2(0,1) ао је ресликавање T f (x ) = (|3x −1|+ |3x −2|) f (x ).
а) Доказаи а је T ораничен линеаран оераор и ореии му норму. Показаи а је T

самоајунован.
) Ореии секар оераора T , и све њеове каракерисичне вреноси.
в) Доказаи а T није комакан.

7.16. Доказаи а је ресликавање T : L2(0,1)→ L2(0,1), ао са T x (s ) =
∫ s
0

t x (t )dt , комакан
линеаран оераор, оказаи а T нема нијену каракерисичну вренос, и ореии σ(T ).
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7.17. На Хилеровом росору L2(1,+∞), а је оераор A са A f (x ) =
1

[x ]
f (x ).

а) Доказаи а је A линеаран ораничен и самоајунован оераор и а је ||A||= 1.
) Ореии сосвене вреноси и сосвене векоре оераора A.
в) Доказаи а A није комакан оераор.

7.18. Нека је A самоајунован оераор на Хилеровом росору H . Показаи а је оераор
U = (A− i I )(A + i I )−1 униаран, ј. а је U U ∗= U ∗U = I .

7.19. Нека јеH Хилеров росор, и A : H →H ораничен линеаран оераор, и A∗ : H →H оераор
ефинисан са




Ax , y
�

=



x , A∗ y
�

за све x , y ∈H .
а) Доказаи а важи H = ker A⊕ ran A∗;
) Ако је A = A∗ оказаи а је ker A = ker A2;
в) Проверии а ли се може оии и оље ker A = ker An за све n ∈N.
) Да ли рехона ва закључка важе и за све нормалне оераоре?

7.20. а)Дали је сисемфункција {1, e i x , e 2i x , e 3i x }оронормирануХилеровомросору L2(−π,π)?
) Нека је P : L2(−π,π)→ L2(−π,π) оераор који свакој функцији оељује њену ројекцију на

L{1, e i x , e 2i x , e 3i x }. Ореии функцију K : (−π,π)2→C, акву а је (P f )(x ) =
∫ π

−π K (x , y ) f (y )dy .
в) Да ли је P комакан оераор?

7.21. Дао је ресликавање A : L2(0,1)→ L2(0,1) са (A f )(t ) = t f (t ).
а) Показаи а је A линеаран, ораничен и самоајунован оераор и а је ||A|| ≤ 1.
) Показаи а A нема својсвених вреноси, и а је σ(A) = [0,1].
в) Да ли је A комакан? Зашо?


